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Resumen

En relatividad general, los espaciotiempos (M,g) asociados a paredes delgadas se tratan
usualmente empleando las condiciones de empalme de Israel, las cuales exigen continuidad
en la métrica inducida sobre la pared. En los últimos años, una gran cantidad de trabajos
se han dedicado al estudio de mundos brana pared de dominio, que tienen como ĺımite
pared delgada al muy conocido escenario Randall-Sundrum. Marolf y Yaida (2005) han
sugerido que las condiciones de empalme de Israel se cumplen siempre que se satisfagan
las condiciones de enerǵıa nulas, y que esas condiciones se violan en el escenario Randall-
Sundrum. En el presente trabajo, empleando técnicas distribucionales en varios mundos
brana pared de dominio con ĺımite pared delgada completamente riguroso, se estudian las
mencionadas condiciones de enerǵıa, encontrándose contraejemplos a las afirmaciones de la
citada referencia.

Palabras clave: Condiciones de empalme, Condiciones de empalme, Distribuciones tensoriales, Paredes
de dominio.
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Introducción

Después de más de un siglo desde que la relatividad general entró oficialmente al mundo
de la f́ısica, sus predicciones han sido exitosas, e incluso ha encontrado aplicaciones que hoy
en d́ıa se dan por sentado, como es el caso de los sistemas de navegación satelital. Como si
fuera poco, esta ya forma parte de la cultura popular, en particular, las ideas de singula-
ridades espaciotemporales y de agujeros negros. Como toda teoŕıa f́ısica, sin embargo, esta
tiene sus ĺımites, y los agujeros negros y singularidades espaciotemporales están incluidos
dentro de estos ĺımites. Actualmente, el tratamiento riguroso de estos objetos forma un área
de estudio en śı misma, y del cual solo veremos la punta del iceberg.. Los pioneros de esta
área son ahora nombres conocidos en la f́ısica teórica, entre los que se encuentran Stephen
Hawking, Roger Penrose, Robert Geroch, entre otros. Es claro que es un tema no trivial,
ya que la primera vez que la idea de singularidad en relatividad general surgió, fue en los
art́ıculos de Schwarzschild [1, 2] en 1916, donde Schwarzschild encontró la primera solución
a las ecuaciones de Einstein, por lo que tal solución lleva su nombre.

Otro punto importante introducido por Schwarzschild [3], es el de las condiciones de
continuidad en la frontera de una estrella: ¿cómo es la transición de la solución interior a la
solución exterior a la estrella? Esto podŕıa parecer algo trivial, pero que no sea actualmente
un tema zanjado, es evidencia de lo contrario. A través de los años, han surgido condiciones
que intentan dar sentido a esta transición, llamadas condiciones de empalme. Por ahora,
mencionaremos la idea básica: Si dos espaciotiempos están separados por una hipersuper-
ficie, ¿qué ocurre al pasar de un espaciotiempo al otro? Debido a la no linealidad de la
relatividad general, esta pregunta no es tan fácil de responder, en especial si se hace un
tratamiento distribucional, que puede ser necesario en ciertos casos, lo que conlleva a tener
incluso un mayor cuidado, ya que se corre el riesgo de que las ecuaciones estén mal definidas.

Un concepto importante en la f́ısica teórica que surgió hace relativamente poco, es
el de mundo brana. Un ejemplo temprano, quizás el primero, en el que se piensa en que
nuestro universo está dentro de uno de estos mundos brana, es propuesto en [4]. El concepto
de mundo brana es relevante debido a que las teoŕıas f́ısicas conocidas pueden derivarse en
tal caso, y da posibles explicaciones al problema de jerarqúıa [5]. Sin embargo, en nuestro
caso, nos enfocamos en un aspecto de estas: un potencial con ciertas caracteŕısticas puede
dar origen a un mundo brana pared de dominio, el es solución a las ecuaciones acopladas
de Einstein-campo escalar. En el ĺımite brana o de pared infinitamente delgada, dicha con-
figuracion puede ser llevada a la de una hipersuperficie (si se tiene el cuidado suficiente)
que puede separar dos o más espaciotiempos. Esto quiere decir que son sistemas apropiados
para estudiar las condiciones de empalme.

A continuación, delineamos el problema que nos ocupará. En primera instancia, se quie-
re verificar si el cumplimiento o violación de la condición nula de enerǵıa tiene efecto alguno
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ÍNDICE GENERAL 5

sobre la continuidad de la métrica del espaciotiempo que se esté estudiando, idea adelanta-
da en [6]. Adicionalmente, se verifica si la afirmación de que el escenario Randall-Sundrum
(RS) no cumple con las condiciones de convergencia es cierta, mencionada también en [6].

La ruta que se sigue es la de, para distintos espaciotiempos, verificar si la condición
nula de enerǵıa se cumple. Sin embargo, se requieren varias herramientas técnicas para
encarar el problema con rigurosidad. Los primeros dos caṕıtulos cementan las bases sobre
las que descansan los resultados encontrados.

En el caṕıtulo uno, se hace una revisión de [6] en la sección 1.1, explicando en mayor
detalle el interés que impulsó el presente trabajo. Posteriormente se concretan las nociones
de condiciones de enerǵıa y de empalme. En la sección 1.2, se definen los conceptos básicos
necesarios para derivar las condiciones de enerǵıa, en particular, para la condición nula de
enerǵıa, que requiere ciertos detalles para que esté apropiadamente definida. En 1.3, defi-
nimos el trasfondo sobre el que se postulan las condiciones de empalme.

En el caṕıtulo dos, definimos el concepto de distribución tensorial (sección 2.1) y en
la sección 2.2 se enuncian resultados importantes debidos a Geroch y Traschen, que serán
de utilidad en este trabajo.

El caṕıtulo tres se centra en los resultados obtenidos. Se comienza con una revisión
rápida de los espaciotiempos estudiados en este trabajo. Se define el concepto de pared
de dominio (sección 3.1), se encuentran las condiciones de enerǵıa para cada uno de es-
tos espaciotiempos (secciones 3.2, 3.3, 3.4) y se observan las métricas inducidas para cada
espaciotiempo.



Caṕıtulo 1

El punto de partida

En este caṕıtulo, empezamos haciendo una breve revisión de [6], explicando la razón
del interés en las afirmaciones hechas alĺı. Luego revisamos las nociones de condiciones de
enerǵıa y de empalme. Para las primeras, se seguirá el tratamiento encontrado en [7] para
condiciones nulas. Estas son las protagonistas últimas en el desarrollo del caṕıtulo tres.
Para las segundas, se recopiló información de [3, 8], presentándola de manera concisa y
adaptada a la notación utilizada en este trabajo.

1.1. Condiciones de Enerǵıa y Condiciones de Empalme

En [6] se afirma que no se espera que la métrica de un espaciotiempo en el ĺımite de
pared delgada sea continua si no se cumple la condición nula de enerǵıa. Además, se afirma
que el escenario RS no cumple con esta condición. Que la métrica no sea continua lleva a
expresiones mal definidas de cualquier tensor producido por contracciones y derivadas de la
métrica. Debido a que en [6] se utilizan las condiciones nulas, aqúı también se utilizarán las
condiciones nulas, para tener un punto de vista similar en cuanto a posibles interpretaciones
y resultados.

Sin embargo, en [6] se propone una métrica con Warp Factors arbitrarios, y se encuen-
tran condiciones sobre las derivadas de estos Warp Factors para asegurar que se cumplan
las condiciones, además de utilizar las condiciones de empalme de Israel. Mencionadas con-
diciones están sostenidas por suposiciones, y se refiere al lector a [6] para los detalles. En
el presente trabajo, se utilizó teoŕıa de distribuciones, ya que asegura que se tienen herra-
mientas matemáticas rigurosas, permitiendo encontrar las condiciones nulas de enerǵıa sin
suposiciones acerca de los Warp Factors ni de los espaciotiempos tratados.

Se enunciará el primer teorema de [6] ya que presenta similitudes con definiciones poste-
riores, y se refiere al lector a [6] para más detalles. Sea Σz una familia de hipersuperficies de
co-dimensión uno, con Σ0 una hipersuperficie singular, a través de la cuál la métrica indu-
cida es continua y la curvatura extŕınseca es discontinua, con ambas cantidades tendiendo a
un ĺımite bien definido a ambos lados de Σ0. Sea una familia de espaciotiempos (M,gλ) de
dimension d ≥ 3, con λ ∈ (0, 1]. Con {gλ} una familia de métricas suaves con signatura de
Lorentz, se desea que el ĺımite λ→ 0 defina una pared delgada sobre alguna hipersuperficie
de co-dimensión uno Σ0, sin requerir que el ĺımite sobre el conjunto de métricas sea suave.
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Teorema 1 de Marolf y Yaida Para una familia monoparamétrica de métricas suaves
descritas por el ansatz

gλ = −e2αλ(z)dtdt+ e2βλ(z)
d−2∑
i=1

dxidxi + dzdz (1.1)

y que satisfagan

1. El ĺımite λ → 0 de gλ define una métrica suave con signatura de Lorentz g0 en
cualquier punto lejos de Σ0, y que se cumpla este ĺımite también para la primera y
segunda derivada de la misma.

2. Cada gλ con λ > 0 satisface la condición nula de convergencia: Rabk
akb ≥ 0 para

todo ka nulo.

Entonces la métrica ĺımite g0 define métricas inducidas continuas sobre las hipersuperficies
Σz.

1.2. Condiciones de Enerǵıa

Una congruencia en O ⊂ M (O abierto), en un espaciotiempo (M,g) es una familia
de curvas tal que a través de cada punto p ∈ O pasa una y solo una curva dentro de esta
familia. Las tangentes a estas curvas proveen un campo vectorial en O. Estas tangentes
pueden ser parametrizadas por vectores tangentes nulos ka para tener familias de geodési-
cas nulas, que no son tan fácilmente parametrizables, ya que, al no tener un parámetro af́ın
determinado, se desconoce cómo reescalar tal parámetro para geodésicas distintas.

Lo anterior nos lleva a considerar otras maneras de encontrar una parametrización
satisfactoria para las geodésicas nulas. Con va un vector de desviación, el cumplimiento de
ka∇a(kbvb) = 0 (esto es kava constante a lo largo de la geodésica), lleva a considerar el
estudio de vectores de desviación tales que kava = 0, ya que la parte ortogonal puede ser
no trivial. Además, si la diferencia entre dos vectores de desviación es proporcional a ka, se
tendrá un desplazamiento dentro de una misma geodésica, por lo que estos son los vectores
f́ısicamente interesantes. Esto es debido a que es posible que encontrar una sola geodésica
incompleta sea suficiente garant́ıa de la existencia de una singularidad.

Aśı, sea Vp un espacio vectorial tangente en el punto p ∈ M . Habrá un V p ⊂ Vp,
tal que ∀va ∈ Vp se cumpla kava = 0. Luego, se define a V̂p como el subespacio dos di-
mensional de V p donde ∀va, µa ∈ V̂p se cumple va − µa = cka, con c ∈ R. Esto puede
generalizarse a tensores de cualquier tipo. Con estas definiciones, puede demostrarse que
la condición nula de enerǵıa es Rabk

akb ≥ 0, que de cumplirse, asegura que la ecuación
de Raychaudhuri alcanza un valor singular. Esta también se cumple por continuidad si se
cumplen otras condiciones de enerǵıa (débil y fuerte).

1.3. Condiciones de Empalme

Sea Σ una hipersuperficie orientable, no nula, (n − 1)-dimensional, que separa dos
espaciotiempos n-dimensionales (M1,g1) y (M2,g2). Escoger alguna orientación espećıfica
de Σ lleva a denotar a alguno de los espaciotiempos como el espaciotiempo +, y al otro
como el espaciotiempo −. La orientación de Σ convencionalmente se escoge de manera que
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el vector n, n-dimensional, perpendicular a Σ, apunte de (M−,g−) a (M+,g+). Denota-
remos cualquier tensor definido sobre Σ como TΣ.

Las condiciones de empalme dependen de la siguiente noción: supóngase que se tie-
ne un tensor W, definido sobre los dos espaciotiempos separados por Σ, como W+ y W−.
Podŕıa ocurrir que este tensor, tanto en los dos espaciotiempos como su pullback en Σ, sea
discontinuo. Esto es

[[W]] ≡W+ −W− 6= 0, [[WΣ]] ≡W+Σ −W−Σ 6= 0.

Es posible, entonces, considerar las siguientes condiciones de empalme:

Condiciones de Lichnerowicz Existe un sistema de coordenadas admisible, que cubre
a Σ, tal que [[g]] = 0 y [[∂αg]] = 0, α = 1, 2, ..., n.

Condiciones de Darmois La métrica y la curvatura extŕınseca son continuas a través
de Σ. Esto es [[g]] = 0 y [[K]] = 0.

Condiciones de Israel La métrica a través de Σ es continua, pero la curvatura extŕınseca
es discontinua. Es decir [[g]] = 0 y [[K]] 6= 0.



Caṕıtulo 2

Pilares Matemáticos

En este caṕıtulo, enunciamos las bases concretas sobre la que descansan los resultados de
este trabajo. Empezamos revisando los conceptos de distribuciones tensoriales en la sección
3.1, y en la sección 3.2 se enuncia la definición de métrica regular, y dos teoremas que se
encuentran en el trabajo de Geroch y Traschen [9]. Tratamientos rigurosos de estos temas
pueden encontrarse en [10].

2.1. Distribuciones y Tensores

En la teoŕıa de distribuciones escalares, se introduce el espacio D(Rn) como el espacio
de las funciones de prueba ϕ. Estas son funciones C∞ sobre Rn, y son idénticamente nulas
fuera de un conjunto cerrado Ω ⊂ Rn. Denotaremos Ω al soporte de ϕ. Además, se introduce
la noción de convergencia en D:

1. Con K ⊂ Rn un subconjunto cerrado, para cualquier i se tendrá que los soportes de
ϕi cumplen Ωi ⊂ K.

2. Para cualquier orden n de las derivadas de ϕi, estas convergen a las derivadas de ϕ
para i→∞. Es decir,

|ϕ(n)(x)− ϕ(n)
i (x)| ≤ ε para i→∞,

con ε tan pequeño como se desee.

Lo siguiente es definir el concepto de distribución. Sea F un funcional lineal tal que
F : D → R. La acción de F sobre una función de prueba es entonces un número real,
denotado por 〈F,ϕ〉. Para que F sea una distribución, debe ser continuo. Este requisito se
cumple si 〈F,ϕi〉 converge a 〈F,ϕ〉 siempre que {ϕi} cumpla con la convergencia menciona-
da previamente. El espacio de las distribuciones se denota como D′. Este tiene estructura
de espacio vectorial y es el dual topológico de D. Las distribuciones también pueden tener
soporte acotado. Si lo tienen, es el conjunto más pequeño fuera del cual son nulas.

Para definir una distribución tensorial, es necesario tener un poco más de cuidado al
definir el espacio en el que se encuentran las funciones de prueba y las distribuciones mismas.

Sea Φ(M) la familia de funciones escalares reales C∞, ϕ, definidas sobre una varie-
dad C∞ n-dimensional orientable paracompacta, M, que se anulan fuera de una región
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compacta de M. Supóngase que las funciones dentro de estas familias cumplen con la no-
ción de convergencia dada previamente.

Sea g una métrica sobre M con elemento de volumen asociado dado por la n-forma
ωg =

√
|detg|ε, donde ε = dx1 ∧ · · · ∧ dxn es el elemento de volumen coordenado. Con-

sidérese el funcional generado por la 0-forma f sobre Φ(M) a través de∫
M
fϕωg =

∫
UM

f(x)ϕ(x)
√
|detg| ε (2.1)

donde UM es el dominio coordenado correspondiente a M. Esta identificación no depende
de la elección de las coordenadas que cubren el correspondiente dominio, pero depende de
la elección de g a través de ωg.

Definición 1 Sea η un tensor métrico C∞. Endosando a la variedad M con esta métrica,
toda 0-forma f define una distribución a través de (3.1) y escribimos

f [ϕ] =

∫
M
fϕωη. (2.2)

Ahora extendemos esto a distribuciones tensoriales. Sea U un tensor de prueba (suave

con soporte compacto) de tipo

(
q

p

)
sobre M.

Definición 2 Un campo tensorial T del tipo

(
p

q

)
se identifica con una distribución ten-

sorial via

T[U] ≡
∫
M

(T|U)ωη. (2.3)

Esta definición también es escrita comúnmente como T[U] ≡ 〈T,U〉.

Definición 3 Un campo tensorial T se dice localmente acotado si (T|U) está acotada
para todo campo tensorial de prueba U.

Continuaremos ahora definiendo la derivada covariante de una distribución tensorial.

Definición 4 La derivada covariante en la métrica suave η de una distribución tenso-

rial T es el tensor de tipo

(
p

q + 1

)
definido para todo tensor de prueba U por

〈∇T,U〉 ≡ −〈T,η ·∇U〉. (2.4)

donde, en coordenadas locales, se tiene (η ·∇U)i1i2··· = ∇jU
j
i1i2···.

Definición 5 La derivada débil de un campo tensorial localmente integrable T es el campo

tensorial localmente integrable W del tipo

(
p

q + 1

)
, si es que existe, tal que

W[U] = ∇T[U] (2.5)

para todo U.
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Definición 6 La distribución de dirac δ
(n)
a , con soporte en el punto a ∈ M, definida

por

δ(n)
a [ϕ] ≡ ϕ(a). (2.6)

Es posible definir esta distribución en una subvariedad (n−1)-dimensional deM. Supon-
gamos queM está orientada, y que la subvariedad Σ está definida por la ecuación λ = 0, con
λ :M→ R una función C1 sin puntos cŕıticos. Supongamos, además, que existe en un en-
torno abierto Ω de Σ enM dividido en conjuntos abiertos disjuntos Ω+ ≡ {x ∈ Ω, λ(x) > 0}
y Ω− ≡ {x ∈ Ω, λ(x) < 0}, y orientemos Σ haciendo Σ ≡ ∂Ω−. Sea σ la (n − 1)-forma
sobre Σ

dλ ∧ σ ≡ ωη (2.7)

denominada comunmente como la forma Leray relativa a Σ.

Definición 7 Denotando como δΣ la distribución delta de dirac sobre Σ (esto es, con
soporte sobre Σ), se tendrá

δΣ[ϕ] ≡
∫

Σ
ϕσ (2.8)

En este trabajo, las métricas de los espaciotiempos estudiados son suaves a ambos lados
de la pared de dominio, que jugará el papel de la subvariedad Σ. Por lo tanto, las siguientes
definiciones serán de particular importancia.

Definición 8 Un tensor T sobre M se dice regularmente Ck discontinuo a través de Σ si

1. T es Ck en Ω+ y Ω−;

2. T y sus primeras k derivadas

∇T,∇2T, · · · ,∇kT

convergen uniformemente a

∇T±,∇2T±, · · · ,∇kT±

cuando x ∈ Ω± tiende a un punto en Σ.

Si T es C∞, es común omitir el grado de diferenciabilidad. Si T,∇T, · · · ,∇kT son
tensores localmente integrables en Ω+ ∪ Ω−, le están asociadas distribuciones tensoriales
sobre Ω, definidas a continuación.

Definición 9 La discontinuidad [[T]] de un tensor regularmente Ck discontinuo es el tensor
ordinario, continuo sobre Σ, dado por

[[T]] ≡ T+ −T− (2.9)

Los siguientes ejemplos serán de utilidad más adelante.

1. Sea Θ± la función localmente integrable igual a 1 en Ω± e igual a 0 en Ω∓. Enton-
ces
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∇Θ± = ±λδΣ.

A Θ± se le conoce usualmente como distribución de Heaviside.

2. Sean T y ∇T tensores regularmente discontinuos a través de Σ, entonces la deriva-
da de la distribución T viene dada por

∇T ≡∇{T}+ ∇λ[[T]]δΣ

donde ∇{T} denota al tensor localmente integrable en Ω igual a ∇T en Ω+ y en Ω−.
Nótese que la ecuación ∇T = 0 implica ∇{T} = 0 y ∇λ[[T]] = 0.

2.2. Métricas regulares a la Geroch-Traschen

Para finalizar este caṕıtulo, enunciamos las definiciones y teoremas debidos a Geroch y
Traschen.

Definición 10 Un campo tensorial simétrico g sobre una variedad M es una métrica
regular si

1. g y g−1 existen en todo M y son localmente acotados;

2. la derivada débil de g en alguna métrica suave η existe y es localmente de cuadrado
integrable.

Esta definición nos asegura que el tensor de Riemann, y sus contracciones con g y
g−1, tienen sentido como distribuciones, y esto incluye el tensor de Einstein, el tensor de
enerǵıa-momentum, y otros.

Teorema de convergencia Sean gi (i = 1, 2, ...) y g métricas regulares. Si se cumple
que

1. gi y g−1
i sean localmente uniformemente acotadas y

2. gi, g−1
i y ∇gi converjan localmente en cuadrado integrable a g, g−1 y ∇g respecti-

vamente.

Con U un tensor de prueba, se tendrá que

ĺım
i→∞

Ri[U] = R[U] (2.10)

donde Ri es la curvatura distribucional de gi y R la de g.

Este teorema también aplica para los tensores de Weyl, Ricci, Einstein, y en gene-
ral, a aquellos que se obtienen después de tomar un producto tensorial con g o g−1, y
después de cualquier contracción. El siguiente diagrama muestra esta convergencia [11]:
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Finalmente, el siguiente teorema nos asegura que curvaturas y fuentes de espaciotiempos
con métricas regulares necesariamente tienen partes singulares concentradas sobre subva-
riedades de co-dimensión uno como máximo, como en el caso de métricas asociadas a capas
delgadas. De nuevo, enunciaremos el teorema, y el lector puede referirse a [9] para la de-
mostración.

Teorema de co-dimensión Sea S una subvariedad d-dimensional de una variedad n-
dimensional M. Sea T una distribución tensorial no-nula tal que

1. tenga soporte en S y

2. sea la suma de distribuciones asociadas a un tensor localmente integrable y a la deri-
vada de un tensor localmente de cuadrado integrable.

Entonces d = n− 1.



Caṕıtulo 3

Espaciotiempos

En este caṕıtulo, empezaremos enunciando la definición de una pared de dominio en la
sección 3.1. Continuaremos estudiando en la sección 3.2 la forma general de las condiciones
nulas de enerǵıa para el espaciotiempo (n+ 1)-dimensional dado por la métrica de la forma

g = (−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz)e2A(ξ) + dξdξ. (3.1)

Esta es asintóticamente AdSn+1. Esta métrica tiene una forma más generalizada del esce-
nario RS-II. Luego de encontrar la forma general de las condiciones de enerǵıa, se observa
si la métrica inducida de cada espaciotiempo es continua. Comentaremos brevemente estos
tres espaciotiempos:

1. El lector es referido a [11] para un estudio de las simetŕıas del primer espaciotiempo,
y a [12] para un estudio de sus caracteŕısticas, como el potencial que origina la pared.

2. El segundo espaciotiempo puede encontrarse en [13], el cual viene de un defecto to-
pológico llamado kink. Esta es una de las primeras soluciones de pared gruesa que
tiene ĺımite de pared delgada que coincide con el escenario de mundo brana RS.

3. El tercer espaciotiempo puede encontrarse en [14]. Este representa una familia tri-
paramétrica de espaciotiempos pared de dominio estáticos con simetria plano paralela,
sin simetŕıa de reflexión a lo largo de la dirección perpendicular a la pared, con dos
constantes cosmológicas distintas para ξ < 0 y ξ > 0. Posteriormente, se muestra la
métrica inducida para estos espaciotiempos, que resulta ser la misma para todos los
Warp Factors.

Finalmente, en la sección 3.3 y 3.4, encontraremos los vectores tangentes nulos, veremos
las condiciones de enerǵıa y métricas inducidas, para dos métricas encontradas en [11],
donde está también el tensor de Ricci de cada métrica, además de su forma en el ĺımite de
pared delgada. En el apéndice de [12] se demuestra que la siguiente métrica es una métrica
regular y que cumple con el teorema de convergencia:

γg = sech2γ βx

γ

(
− dtdt+ dxdx+ e2βt(dydy + dzdz)

)
, (3.2)

cuyo ĺımite de pared delgada es

g =
(
Θ−x e

2βx + Θ+
x e
−2βx

)(
− dtdt+ dxdx+ e2βt(dydy + dzdz)

)
. (3.3)

14
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La última métrica que se estudiará en este trabajo representa una familia bi-paramétrica
de espaciotiempos pared de dominio estáticos con simetŕıa planoparalela, y es asintótica-
mente plana para x > 0, y asintóticamente como el espaciotiempo Taub para x < 0. Esta
es

γg = sech2γ/3βx

γ
e−4βx/3

(
− dtdt+ e2βx(dydy + dzdz)

)
+ sech2γ βx

γ
dxdx, (3.4)

con ĺımite de pared delgada

g = Θ−x
(
− e−2βx/3dtdt+ e2βxdxdx+ e4βx/3(dydy + dzdz)

)
+Θ+

x

(
− e−2βxdtdt+ e−2βxdxdx+ dydy + dzdz

)
. (3.5)

3.1. Paredes de dominio gruesas y ĺımite de pared delgada

Es común en f́ısica estudiar los mı́nimos de un potencial, ya que ah́ı pueden encon-
trarse cosas interesantes, como defectos topológicos. Para que este defecto sea una pared
de dominio gruesa, debe ser originado por un campo escalar solución al sistema de ecua-
ciones Einstein-campo escalar, donde el campo escalar toma valores en R, y debe existir
una autointeracción descrita por un potencial escalar no trivial V (φ), con el campo escalar
interpolando asintóticamente entre mı́nimos degenerados del potencial. Entonces, tenemos
la siguiente definición:

Definición 11 Un espaciotiempo pared de dominio gruesa es un defecto topológico ori-
ginado por un campo escalar real φ(x) que es solución al siguiente sistema de ecuaciones:

L =
√
−g
[1

2
R− 1

2
(∂φ|∂φ)− V (φ)

]
, (3.6)

G = 8πT, (3.7)

T = ∇φ∇φ− g
(1

2
(∇φ|∇φ) + V (φ)

)
, (3.8)

(∇φ|∇φ)− dV (φ)

dφ
= 0. (3.9)

Pueden exigirse requisitos adicionales, como V (φ) ≥ 0, (∂φ|∂φ) > 0, y/o φ(−x) = φ(x).

Las paredes de dominio tienen un grosor determinado por un parámetro, que en es-
te caso será γ. Este toma valores entre cero y uno. Cuando se hace el ĺımite de pared
delgada, es este parámetro el que se hace tender a cero.

3.2. Diferentes Warp Factors, una receta

Empezaremos revisando qué si (3.1) es una métrica regular. Veamos primero si (3.1) y
su inversa están localmente acotadas, con U un tensor de prueba adecuado para cada caso

g[U] = e2A(ξ)(−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz)[U] + dξdξ[U] (3.10a)

g−1[U] = e−2A(ξ)(−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz)−1[U] + ∂ξ∂ξ[U] (3.10b)
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Vemos entonces que si e±2A(ξ) es localmente acotado, (3.1) es localmente acotada. Este
es el caso para las tres A(ξ) que serán utilizadas.

Ahora veremos si ∇g en η es de cuadrado integrable (que exista como derivada débil
está garantizado por el Warp Factor):

∇g[U] = (∇ξe
2A(ξ))(−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz)[U] (3.11)

Por lo tanto, es necesario que:

(∇ξe
2A(ξ))(−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz)[U]

≡
∫ (

2e2A(ξ)dA

dξ
dξ {−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz}|U

)
ωη (3.12)

sea de cuadrado integrable. En el ĺımite de pared delgada no habrá problema, ya que, como
g es continua, (4.12) podŕıa ser discontinua, pero no singular. Por lo tanto, (3.1) es una
métrica regular para las tres A(ξ) presentadas.

Restaŕıa verificar que g cumple con los requisitos del teorema de convergencia. Sin
embargo, es claro que será relativamente fácil encontrar aquellas f(ξ) tal que (3.1) y su
inversa sean localmente uniformemente acotadas. Además, como (3.1) es continua tanto en
el caso de pared de dominio gruesa como en el ĺımite de pared delgada, está asegurada la
convergencia de g y de g−1, y aśı mismo para ∇g. Entonces, no habrá riesgo de encontrar
expresiones mal definidas.

Continuaremos esta sección encontrando la receta para las condiciones de convergencia.
Comenzamos encontrando el tensor de curvatura de Ricci. Es fácil ver que, para la métrica
(3.1), las conexiones son de la forma

Γξµν = −ηµνe2A(ξ)dA

dξ
, (3.13)

Γµξν = δµν
dA

dξ
, (3.14)

Estas conexiones son nulas si ξ aparece más de una vez. Ahora, se busca el tensor de cur-
vatura de Ricci. Omitiremos la convención de suma de Einstein para tener claridad en las
expresiones finales.

Veamos las componentes no diagonales de

Rµν =
n+1∑
α=0

(
∂[αΓαµ]ν +

n+1∑
ρ=0

Γρµ[νΓαρ]α

)
. (3.15)

Vemos que, como Γαµν = 0 para µ 6= ν, esta expresión se simplifica a

Rµν = −
n+1∑
α=0

(
∂µΓααν +

n+1∑
ρ=0

ΓρµαΓανρ

)
(3.16)

que solo es distinto de cero si µ = ν = ξ. Entonces, vemos que el tensor de Ricci es diagonal.

Ahora, veamos los componentes diagonales. Vale destacar que el tensor de Ricci hereda
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la estructura de la métrica, esto es, todas las componentes en el subespacio que excluye la
coordenada ξ tienen la misma forma, y la componente Rξξ es distinta. Luego de expandir
la suma del primer término, tendremos

Rµµ = ∂ξΓ
ξ
µµ +

n+1∑
α=0

n+1∑
ρ=0

(
ΓρµµΓαρα − ΓρµαΓαµρ

)
(3.17)

= ∂ξΓ
ξ
µµ +

n+1∑
α=0

(
ΓξµµΓαξα − ΓξµαΓαµξ

)
(3.18)

donde encontramos que el segundo término es nΓξσσΓσξσ, y el tercero es 2ΓξσσΓσξσ, sin
suma en σ. Con esto, se tendrá

Rµµ = ∂ξΓ
ξ
µµ + ΓξµµΓµξµ(n− 2) (3.19)

La componente restante, es (3.16) con µ = ν = ξ. Haciendo la suma en α y ρ, se tendrá

Rξξ = −n
(
∂ξΓ

µ
ξµ + (Γµξµ)2

)
. (3.20)

Insertando (3.13) y (3.14) en (3.19), luego de un poco de álgebra, se obtiene

Rµν = −gµν

(
d2A

dξ2
+ n

(dA
dξ

)2
)

(3.21)

y de igual forma en (3.20)

Rξξ = −n

(
d2A

dξ2
+
(dA
dξ

)2
)
. (3.22)

Aśı, el tensor de Ricci es, luego de reagrupar términos, de la forma

Ric = −n
(dA
dξ

)2
g − d2A

dξ2

(
(−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz)e2A(ξ) + ndξdξ

)
. (3.23)

que puede presentar problemas por el término cuadrático en el caso distribucional, pero
gracias al teorema de convergencia, se puede encontrar este tensor para pared gruesa, y
encontrarlo luego haciendo el ĺımite de pared delgada.

Ahora, pueden encontrarse las condiciones nulas de enerǵıa en forma general para esta
métrica. Para esto, calcularemos los vectores tangentes nulos k⊥ y ki‖. Es necesario que

cada uno satisfaga ka∇akb = 0 y kaka = 0.

De manera expĺıcita, estas son las condiciones que debe cumplir cada vector (norma
nula y la ecuación geodésica respectivamente):

e2A(ξ)(−ktkt + kxkx + kyky + kzkz) + kξkξ = 0, (3.24)

n+1∑
µ=0

(
kµ∂µk

ν +

n+1∑
α=0

Γνµαk
µkα

)
= 0. (3.25)

Como la dinámica de este espaciotiempo está regida por la coordenada ξ, se puede
asumir que solo hay dependencia de ξ. Como siempre es posible rotar el sistema de referencia
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de manera que los vectores nulos tengan solo dos componentes, asumiremos de ahora en
adelante que estamos en tal sistema, con las componentes de la siguiente forma: una a lo
largo de ∂t y otra a lo largo de alguna dirección espacial. Luego, podemos distinguir entre
el que tiene dirección espacial ∂ξ (k⊥, perpendicular a la pared de dominio) y todos los
demás (k‖, paralelos a la pared). Aśı, las expresiones relevantes son:

eA(ξ)kt⊥ = kξ⊥, (3.26)

∂ξk
t
⊥ +

dA

dξ
kt⊥ = 0, (3.27)

kt‖ = kµ‖ , µ 6= ξ. (3.28)

Los vectores nulos son entonces

k⊥ = e−A(ξ)∂t + ∂ξ, (3.29)

ki‖ = ∂t + ∂xi . (3.30)

Vemos también una especie de herencia de la estructura de la métrica a estos vectores.
Todas estas herencias son de esperarse, al notar que (3.1) es una transformación conformal,
pero con un término adicional dξdξ. Se adopta la notación γk para los vectores nulos en
el caso de pared gruesa, y k para el ĺımite de pared delgada, y en general, se usará esta
notación para cualquier tensor donde sea aplicable.

Ahora, se encontrará la forma general de Rµνk
µkν ≥ 0. Fácilmente se encuentra que

gµνk
µ
‖k

ν
‖ = 0, mientras que para k⊥ se tendrá

0 ≤ (1− n)
d2A

dξ2
(3.31)

que se viola siempre que esta segunda derivada sea positiva para todo ξ. En el caso en el
que esta segunda derivada es una distribución, se tendrá

0 ≤ (1− n)
〈d2A

dξ2
, ϕ(ξ)

〉
(3.32)

con ϕ(ξ) una función de prueba, que se asume es definida positiva.

Con este resultado final tan simple, solo es necesario encontrar la segunda derivada
de A(ξ). Es claro que el caso distribucional (3.32) será el único caso que tiene sentido con-
siderar para el ĺımite de pared delgada. La rigurosidad de esta condición y de Ric en el
ĺımite de pared delgada está asegurada gracias a que la métrica es regular, y cumple con
los teoremas de [10]. Si no fuese el caso, el ĺımite de pared delgada estaŕıa mal definido, y
estos resultados estaŕıan bien definidos exclusivamente en teoŕıa de funciones.

Ahora veremos, para los siguientes tres casos, qué ocurre con las condiciones de enerǵıa:

1. Con n = 3

A(ξ) = −γ ln(cosh
βξ

γ
) −→ −β|ξ| para γ → 0. (3.33)
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Tendremos que la segunda derivada de esta función es:

d2A

dξ2
= −β

2

γ
sech2βξ

γ
−→ −2βδ(ξ) para γ → 0. (3.34)

Con esto, las condiciones nulas son, para pared gruesa y pared delgada respectivamente:

0 ≤ 2β2

γ
sech2βξ

γ
, (3.35)

0 ≤ 4βϕ(0). (3.36)

Es claro que (3.35) se cumple trivialmente debido a que, en variable real se tiene:
0 ≤ sechn(x) ≤ 1,∀x. (3.36) se cumple. Estas dos ecuaciones contradicen la afirmación de
[6] que en el escenario RS no se cumple dicha condición de enerǵıa.

2. De nuevo con n = 3

A(ξ) = −2

3
γ

[
ln(cosh

βξ

γ
) +

1

4
tanh2(

βξ

γ
)

]
−→ −2

3
β|ξ| para γ → 0. (3.37)

Continuando de manera análoga al primer caso:

d2A

dξ2
= −β

2

γ
sech4βξ

γ
−→ −4

3
βδ(ξ) para γ → 0. (3.38)

que producirá, en esencia, las condiciones (3.35) y (3.36) respectivamente, salvo por el ex-
ponente en el caso de pared gruesa, y el factor multiplicativo en el caso de pared delgada.

3. Para finalizar esta sección, veamos el tercer caso, con n = 4

A(ξ) =
α

12
ξ − γ

12
exp

(
− 2 exp(−βξ

γ
)
)
− γ

12
Ei(−2 exp(−βξ

γ
)), (3.39)

donde Ei(u) = −
∫∞
−u

e−τ

τ . El ĺımite de pared delgada del Warp Factor de este espaciotiempo
es

ĺım
γ→0

e2A(ξ) = Θ−ξ e
α
6
ξ + Θ+

ξ e
(α−β)

6
ξ (3.40)

La segunda derivada de esta función es

d2A

dξ2
=
β2

3γ
exp

(
− 2e

−βξ
γ − 2

βξ

γ

)
−→ β

12
δ(ξ) para γ → 0. (3.41)

Aśı, las condiciones de enerǵıa serán, para pared gruesa:

0 ≤ −β
2

γ
exp
(
− 2e

−2βξ
γ − 2

βξ

γ

)
. (3.42)

que se viola trivialmente para ∀ξ.

Para el caso de pared delgada, tenemos:

0 ≤ −β
4
ϕ(0) (3.43)
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que es violada trivialmente.

La métrica inducida para los primeros dos espaciotiempos es

g = −dtdt+ dydy + dzdz (3.44)

por lo que para estos dos espaciotiempos, se tiene una métrica inducida continua y se
cumplen las condiciones de enerǵıa. Esta también es la métrica inducida para el tercer es-
paciotiempo en el ĺımite de pared delgada.

La métrica inducida del tercer espaciotiempo para pared gruesa es

g = e
−1
12
γ(−dtdt+ dxdx+ dydy + dzdz). (3.45)

Como (3.42) y (3.43) se violan trivialmente, encontramos el primer contraejemplo a la
afirmación de que el no cumplimiento de esta condición lleva a no esperar continuidad en
la métrica inducida.

3.3. Espaciotiempo no estático

Como se mencionó previamente, en [11] encontraremos el tensor de Ricci para la métrica
(3.2) para pared gruesa y para el ĺımite de pared delgada. Estos son

γRic =
(
2 +

1

γ

)
β2sech2βx

γ

(
− dtdt+

3

1 + 2γ
dxdx+ e2βt

(
dydy + dzdz

))
, (3.46a)

Ric = 2βδ(x)
(
− dtdt+ 3dxdx+ e2βt

(
dydy + dzdz

))
. (3.46b)

A continuación, obtendremos los k para (3.2). Se asume solo dependencia de x en k⊥ y
de t en ki‖, aunque esta última se desprende también de las ecuaciones. Esto nos deja con

∂x
γkt⊥ − 2β tanh

βx

γ
γkt⊥ = 0 −→ ∂xk

t
⊥ − 2βsign(x)kt⊥ = 0, γ → 0; kt⊥ = kx⊥. (3.47)

∂tk
t
i‖ + βkti‖ = 0; kti‖ = eβtkx

i

i‖ . (3.48)

donde i = 2, 3, que corresponden a y y z respectivamente.

Los vectores nulos son entonces

γk⊥ = cosh2γ βx

γ

(
∂t + ∂x

)
, (3.49a)

k⊥ =
(
Θ−x e

−2βx + Θ+
x e

2βx
)(
∂t + ∂x

)
, (3.49b)

ki‖ = e−βt
(
∂t + e−βt∂xi

)
. (3.49c)

La condición de enerǵıa no trivial es, para pared gruesa

γk⊥ : 0 ≤ 2β2

γ
(1− γ) cosh4γ−2 βx

γ
, (3.50)
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Vemos que (3.50) se cumple trivialmente, ya que 0 < γ < 1.

La condición no trivial para el ĺımite de pared delgada es

k⊥ : 0 ≤ 4βϕ(0), (3.51)

Claramente, (3.51) se cumple.

La métrica inducida para este espaciotiempo es

g = −dtdt+ e2βt(dydy + dzdz) (3.52)

que es continua en todo el espaciotiempo.

3.4. Taub por un lado y plana por el otro

Las curvaturas de Ricci para (3.4) y para su ĺımite de pared delgada (3.5) son

γRic =
β2

3γ
(cosh

βx

γ
)4γ/3−2

(
− e−4βx/3dtdt+ e2βx/3

(
dydy + dzdz

))
+
β2

3γ
(3− 2γ)sech2βx

γ
dxdx, (3.53a)

Ric =
1

3
βδ(x)

(
− dtdt+ 3dxdx+ dydy + dzdz

)
. (3.53b)

Los vectores nulos para pared gruesa cumplen con

∂x
γkx⊥ −

2

3
β
(

2 tanh
βx

γ
+ 1
)
γkx⊥ = 0, γkt⊥ = e2βx/3sech2γ/3βx

γ
γkx⊥ (3.54)

γkti‖ = eβxγkx
i

i‖ (3.55)

donde, como se ha escogido kx‖ = 0,tendremos que la ecuación geodésica para ki‖ se anula
directamente. Para el ĺımite de pared delgada cumplen con

∂xk
t
⊥ − 2β

(1

3
Θ−x + Θ+

x

)
kt⊥ = 0,

(
Θ−x e

−2βx/3 + Θ+
x

)
kt⊥ = kx⊥ (3.56)

(
Θ−x e

βx/3 + Θ+
x e
−βx
)
kti‖ = kx

i

i‖ (3.57)

Aśı, los vectores nulos serán

γk⊥ = cosh2γ βx

γ

(
e2βx/3sech2γ/3βx

γ
∂t + ∂x

)
, (3.58a)

k⊥ =
(

Θ−x e
−2βx/3 + Θ+

x e
−2βx

)
∂t +

(
Θ−x e

−4βx/3 + Θ+
x e
−2βx

)
∂x, (3.58b)

γki‖ = ∂t + e−βx∂xi , (3.58c)

ki‖ =
(

Θ−x e
−βx/3 + Θ+

x e
−βx
)
∂t + ∂xi . (3.58d)
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Las condiciones de enerǵıa no triviales serán entonces:

γk⊥ : 0 ≤ β2

3γ

(
cosh

βx

γ

)2γ−2
(2− γ) (3.59a)

k⊥ : 0 ≤ 2β

3
ϕ(0), (3.59b)

mientras que para ki‖ es fácil comprobar que se anulan. (3.59a) se cumple para ∀ξ, al igual
que (3.59b). La métrica inducida para este espaciotiempo es (3.44).



Caṕıtulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos revisado algunos puntos tratados en la Ref. [6], recalcando que
en este, se afirma que el no cumplimiento de las condiciones nulas de enerǵıa en el ĺımite de
pared delgada tienen como consecuencia no esperar continuidad de la métrica inducida en
una hipersuperficie infinitamente delgada que separa dos espaciotiempos. Además, en este
se afirma que el escenario RS viola estas condiciones.

Luego de haber establecido las condiciones de empalme como aquellas utilizadas pa-
ra empalmar dos espaciotiempos separados por una pared delgada, se definió la condición
nula de enerǵıa, presentando previamente ciertas consideraciones necesarias para que su
definición fuese rigurosa.

Se ha escogido trabajar con distribuciones tensoriales, para aśı tener una noción ma-
temática concreta de lo que representa un tensor singular en relatividad general, sin perder
rigurosidad. Que las expresiones encontradas estén bien definidas lo aseguran los resultados
de [9], que permiten tener un ĺımite de pared delgada que viene de una pared de dominio
gruesa. Luego de definir un espaciotiempo pared de dominio gruesa, encontramos las con-
diciones de enerǵıa nulas para cinco espaciotiempos. Finalmente, para cada espaciotiempo,
observamos si la métrica inducida era continua.

La métrica inducida para todos los espaciotiempos vistos es continua. Encontramos
que la condición nula de enerǵıa se cumpĺıa para (3.1) para los primeros dos Warp Factors.
Esto es una contradicción directa con la afirmación de que en el escenario RS se viola la
condición, ya que el ĺımite de pared delgada del primer Warp Factor es el escenario RS, y
se cumple la condición. El segundo Warp Factor difiere en el ĺımite de pared delgada del
escenario RS por un factor de 1/3, por lo que es esencialmente el escenario RS.

El tercer espaciotiempo es el único que presenta violación de las condiciones de enerǵıa.
Esto lleva a preguntarse qué consecuencias trae este hecho : ¿Se cumplirán otras condiciones
de enerǵıa? Si la respuesta es negativa, este espaciotiempo nunca cumpliŕıa los teoremas
de singularidad en relatividad general. La respuesta puede ser afirmativa para una o más
condiciones, y en esos casos, pueden estudiarse otras propiedades de este espaciotiempo
requeridas por los teoremas de singularidad.

El cuarto espaciotiempo es el único espaciotiempo no estático. Sin embargo, esto no
afectó el cumplimiento de las condiciones nulas, y además, la métrica inducida de este
espaciotiempo es continua. El quinto espaciotiempo estudiado también cumplió con las

23
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condiciones de enerǵıa y su métrica inducida también es continua. Vemos entonces que un
solo espaciotiempo de los estudiados contradice la afirmación de continuidad de [6].

Como extensión de este trabajo, puede explorarse, para el tercer espaciotiempo, qué
consecuencias trae la violación de la condición de enerǵıa, por ejemplo, sobre las simetŕıas
del mismo. Pueden encontrarse además, otros espaciotiempos que violen la condición de
enerǵıa pero que su métrica inducida sea continua, que resultará un proceso mecánico, ya
que, como se vio en la sección 4.2, basta con que la segunda derivada de A(ξ) sea positiva.
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