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Resumen

Este trabajo se desarrolla dentro del marco de la teoria de decision. Particularmente estudi-
amos la teoria de eleccion social y a la teoria de decision ordinal (o cualitativa).

En una primera parte realizamos un anélisis sobre propiedades de las funciones de eleccion
social. Para esto consideramos las propiedades tipicas de la teoria de eleccidon social y adi-
cionalmente proponemos nuevas propiedades.

En el marco de la teoria de eleccion también estudiamos la manipulabilidad de las funciones
de eleccion social. En otras palabras nos interesamos en saber cuando un sistema electoral
es bueno en el sentido de que no sea dictatorial. Estudiamos, ademas, cuando un proceso es
manipulable.

Finalmente, estudiamos estructuras de decision y nos planteamos como tomar decisiones
colectivas a partir de decisiones de miultiples agentes. Bésicamente se trata de como decidir
cual candidato o politica es la mejor. Estudiamos métodos o mecanismos que permitan
escoger una o algunas politicas de un conjunto dado de politicas. Sobre estas estructuras
establecemos un resultado que propone condiciones que permiten garantizar la propiedad de
Pareto en el marco de decisiones colectivas.

Palabras Claves: Teoria de eleccién social, Teoria de decisién ordinal, Levantamientos, Estruc-
turas de decision, Predrdenes totales, Imposibilidad, Manipulabilidad.
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CAPITULO 1

Introduccién

Este trabajo es una contribuciéon a la teoria de decision en general. Més particularmente a
la teoria de eleccion social y a la Teoria de Decision Ordinal (o cualitativa).

Las interrogantes que motivan el estudio de estos campos pueden plantearse sencillamente
de la siguiente manera: ;Coémo decidir cual candidato es mejor? ;Qué es un buen sistema
electoral? ;Como decidir cudl politica es la més adecuada? Estos problemas de decision se
pueden formalizar y estudiar desde el punto de vista matematico. Las dos primeras preguntas
corresponden a lo que se denomina teoria de eleccion social y la tltima a la teoria de decision
propiamente dicha.

El problema de la eleccion, en general, consiste, en encontrar algunos métodos o mecanismos
que permitan escoger una o algunas alternativas de un conjunto dado de alternativas. La
eleccion esta implicita en diversos problemas de naturaleza real. Las mas conocidas son la
eleccion de un candidato por un conjunto de individuos (teoria de eleccion social) y también la
escogencia de una politica (teorfa de decision), como por ejemplo, qué hacer si los precios del
petroleo suben, o si hay depresion econdmica, como distribuir recursos, manejo de recursos
humanos en empresas e industrias, en general manejo de subasta o compra de acciones en la
bolsa de valores, hasta el tratamiento de imagenes satelitales, entre otros.

La decision ha venido planteando diversos marcos formales para resolver problemas de elec-
cion. Uno de ellos, la teoria de eleccidon social, trata sobre la toma de decisiones colectivas a
partir de las preferencias de los individuos que conforman una sociedad. Estas preferencias
estan representadas mediante relaciones binarias sobre el conjunto de alternativas. Tenga-
mos presente que los individuos, por supuesto, pueden tener opiniones distintas sobre las
alternativas. El problema entonces consiste en lo siguiente: dado un grupo de alternativas
(candidatos) y un grupo de individuos (votantes) con sus preferencias sobre los candidatos
., Como elegir los “mejores” candidatos para todo el grupo de individuos?, {En qué medida el
método escogido es “bueno™

Las respuestas a esas preguntas no son tan simples. Desde el siglo XVIII |5, 10| fueron
apareciendo diversos trabajos apuntando a solucionar los problemas de la votacion, pero no
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tuvieron ni la continuidad esperada ni el desarrollo merecido. Hacia la mitad del Siglo XX
comienza una nueva etapa productiva y profunda en esta area. En efecto, en 1951 J. K.
Arrow [1] prob6 un resultado importante que le dio un nuevo vigor y un nuevo enfoque a lo
que hoy se llama la “teoria de eleccion social”. Este resultado es conocido como El Teorema
de Imposibilidad de Arrow, también llamado la paradoja de Arrow. Alli se demuestra que no
es posible disenar métodos de eleccion que obedezcan al mismo tiempo a un cierto conjunto
de criterios “razonables”.

Uno de los temas importantes dentro de la Teoria de Eleccion Social es el de la manipu-
labilidad de las funciones de eleccion social. Grosso modo, una funcion de eleccion social (un
sistema de voto) es manipulable si hay una situacion en que uno de los votantes prefiere mentir
para hacer que el resultado lo favorezca. Sorprendentemente los trabajos de Gibbard [21] y
Satterthwaite [31], nos dicen que todo sistema de voto, minimamente bueno, es manipulable o
dictatorial. Cabe aclarar que ellos se refieren a sistemas de voto que arrojan siempre un tnico
ganador (funciones univaluadas). Ellos no estudian el problema de las funciones generales de
eleccion que pueden arrojar empates (funciones multivaluadas) y que de hecho dependen de
dos parametros: las preferencias de la poblacion de votantes y de un conjunto de candidatos
a elegir, que en general es un subconjunto de todos los candidatos posibles.

Mas recientemente, Salvador Barbera [3], Duggan-Schwartz [19], y Jean-Pierre Benoit [4]
han establecido resultados de manipulabilidad para funciones de eleccion multivaluadas bajo
ciertas condiciones sobre los perfiles de preferencias de los votantes. Sus trabajos son en
muchos aspectos similares al trabajo de Gibbard y Satterthwaite. Ellos cambian el tipo de
objetos a considerar: en vez de candidatos ellos consideran conjuntos de candidatos. Ese es
el espacio de alternativas y es sobre esas alternativas que la poblacion de votantes expresa sus
preferencias. De hecho, ellos no consideran todas las preferencias posibles en ese espacio de
alternativas, sino que consideran solamente algunas que tienen una estructura muy particular.

Una pregunta natural es la siguiente: ;Habra un resultado de manipulabilidad para funciones
de eleccion generales?

Investigamos nociones de manipulabilidad para funciones de eleccion generales. Ellas depen-
deran de la manera de interpretar una preferencia sobre los candidatos, como una preferencia
sobre conjuntos de candidatos.

Asi, en cuanto a la teoria de eleccion Social nos concentraremos en tres aspectos fundamen-
tales: Estudio de Nuevas Propiedades y presentacion de algunas funciones de eleccion social
definidas a partir de distancias, Estudio de Manipulabilidad Generalizada.

En lo concerniente a la decision entre politicas, que son funciones de un espacio de estados
S en un conjunto de consecuencias X, esta el marco clasico de Savage [32] que consiste en
el estudio de la Utilidad Esperada. Para ello se debe disponer de una funciéon de utilidad
u: X — Ry de una medida de probabilidad p : A — [0, 1] (donde A es una sigma algebra
sobre S). Con estos dos elementos se le asocia a cada politica f € X un nimero que no es
otra cosa que la esperanza de u o f con respecto a la medida de probabilidad p (se supone
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que u o f es medible). Ese numero es la utilidad esperada. Asi, una politica f es mejor
que una politica ¢ si la utilidad esperada de f es méas grande que la utilidad esperada de
g. La axiomatica de Savage en la Teoria de la Decision captura exactamente las decisiones
que se pueden hacer, en términos numéricos y en un marco infinito, con una funcién de
utilidad y una funciéon de probabilidad en términos de la utilidad esperada como describimos
previamente. En otras palabras, una estructura (X°, =), con |S| = oo, satisface los axiomas
de Savage si, y solo si, la relacion > se construye a partir de una funcion de utilidad v y una
funcion de probabilidad p. Aqui la mejor politica es la que maximiza la utilidad esperada.
En este marco la relacion >, sobre las politicas, viene dada por la utilidad esperada, es decir,
f = gsi,ysolosi, UE(f) > UE(g). Ahora bien, ;qué pasa cuando no se tienen funciones de
probabilidad ni una funcién de utilidad, sino més bien un marco de preferencias puramente
ordinal? En ese marco debemos citar los trabajos pioneros de Dubois et al. [11, 13, 14].
Alli se estudian Estructuras de Decision Ordinal en el caso finito inspirados de la estructura
axiomatica de Savage.

En el caso de Teoria de Decision Ordinal consideramos un conjunto finito S de estados y un
conjunto finito X de consecuencias. Las politicas o actos son aplicaciones f : S — X, es
decir, una politica es una funcion f en (X®). El problema en la teorfa de la decision consiste
en saber decidir cuales son las mejores politicas (actos). Ahora bien, en este caso, el pro-
blema consiste es construir estructuras puramente ordinales, es decir, jsera posible debilitar
los axiomas de Savage para obtener estructuras (X°,>) para la toma de decisiones sobre
politicas que sean racionales definidas a partir de preferencias >, sobre X y =, sobre P(S)?.
En los trabajos de Dubois, Fargier, Perny y Prade |11, 13, 14, 15| se encuentran algunas
caracterizaciones axiomaticas que tienen relacion estrecha con la axiomética de las Logicas
No Monotonas (relaciones preferenciales y racionales) de los trabajos de Kraus, Lehmann
y Magidor [29] [27]. Sobre resultados de representacion en este marco cualitativo debemos
referirnos a los trabajos de Franklin Camacho y Pino Pérez (6, 7, 8] y a la tesis doctoral de
Camacho [9)].

Un problema natural es como integrar diferentes estructuras de Decision Ordinal. Esto nos
lleva a preguntarnos sobre las relaciones entre Teoria Decision Ordinal y la Teoria de Eleccion.
En este sentido, estudiaremos estructuras de decisiones miltiples. Basicamente consiste en lo
siguiente: supongamos que tenemos un numero finito de individuos que tienen preferencias
sobre un conjunto de politicas, es decir, cada individuo posee implicitamente una estructura
de decision sobre esas politicas. Entonces el problema consiste en estudiar mecanismos que
permitan tomar una decision social; es decir, crear una estructura de decision sobre las
politicas considerando la estructura multiple que conforma las estructuras particulares de
cada individuo. Ademas, mostramos un resultado que captura una de las propiedades mas
importante de la teoria de eleccion social como lo es la propiedad de Pareto.

Este trabajo esta estructurado en cuatro capitulos fundamentales que siguen a esta pequena
introduccion. El capitulo 2, se dedica a presentar los resultados y definiciones bésicas uti-
lizadas en los capitulos subsecuentes. En principio se muestran definiciones y resultados sobre
relaciones de preferencias y levantamientos. En el capitulo 3 estudiamos la teoria de eleccion
social. Particularmente introducimos algunas funciones de eleccion social y luego analizamos
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el cumplimiento de algunas propiedades importante de la teoria de eleccion social para estas
funciones. Adicionalmente, motivados por la similitud entre esta teoria de eleccidon social
y la problematica de la fusion de bases de conocimiento en el marco de la logica |23, 24|
introducimos nuevas propiedades de racionalidad para las funciones de eleccidon social. Se
establece una correspondencia precisa entre propiedades que se refieren a la consistencia de
perfiles y propiedades que generalizan las propiedades de Pareto. El capitulo 4 estd dedicado
al estudio de manipulabilidad de funciones de elecciéon social; es decir, estudiamos cuiando
puede existir una situacion de manipulacion para este tipo de funciones. Pudiera pensarse
que en el proceso de eleccion existe un individuo manipulador o pudieran existir varios (una
coalicion). Nosotros atacaremos el problema solo cuando hay una situacion de manipula-
bilidad para un tnico individuo que manipula. El capitulo 5 estd dedicado al estudio de
decisiones multiples. Comenzamos por mostrar algunos resultados de la teoria de decision en
el marco cualitativo para luego plantearnos el problema del estudio de estructuras de decision
miltiple. Basandonos en los trabajos de Dubois, Fargier, Perny y Prade |11, 13, 14, 15] ,
particularmente la Regla de Dominancia Plausible. En este sentido, mostramos dos métodos
de agregacion global de preferencias sobre estas estructuras y planteamos nuevas funciones
de agregacion que, bajo ciertas condiciones, nos permita capturar el cumplimiento de la
propiedad de Pareto interpretada en estas estructuras a través de los dos métodos.

Finalmente, tenemos un capitulo de conclusiones y perspectivas donde mostramos algunas
ideas para trabajo futuro.




CAPITULO 2

Relaciones de preferencia

Este capitulo esta dedicado a presentar los resultados y definiciones basicas utilizadas en los
capitulos subsecuentes. Inicialmente se muestran definiciones y resultados sobre relaciones
de preferencias y levantamientos.

Usaremos las notaciones usuales de la logica para establecer y enunciar propiedades matemati-
cas. Asi los simbolos A, V, =, <=V, 3 y =, denotaran la conjuncion (“y” ), la disyuncion
(“0”), la implicacion (“implica”), la doble implicacion (“si, y solo si”), cuantificador universal,
(“para todo”), cuantificador existencial (“existe” )y la negacion (“no” ) respectivamente.
Como es usual, cuando R es una relacion (binaria) escribiremos x R y en vez de [R(z,y)] o
de (z,y) € R; por ejemplo z £y, x £y, Ly, x LAy, x 7y, en vez de ~(z = y), =(z < y),
—(z <y), ~(x <y)y ~(x > y) respectivamente.

2.1 Relaciones modulares y predrdenes totales

En la teoria del orden se estudian varias clases de relaciones binarias que capturan la nocién
intuitiva del orden matematico. Muchas de las estructuras que son estudiadas emplean
relaciones con propiedades adicionales. De hecho, algunas relaciones que no son de orden
parcial son de especial interés. Principalmente, el concepto de preorden total o simplemente
preorden, tiene que ser mencionado. Un preorden es una relacion que es transitiva y total,
pero no necesariamente antisimétrica. Cada preorden R induce una relacion de equivalencia
entre elementos, donde a es equivalente a b, si aRb y bRa. Los preérdenes pueden ser
convertidos en ordenes identificando todo elemento equivalente con respecto a esta relacion.
Las relaciones modulares también se pueden identificar con los predrdenes y de eso se trata
esta seccion. En general se estudia la relacion que existen entre los preoérdenes y las relaciones
modulares a fin de poder confundirlas en casos necesarios.

Comenzamos formalizando las propiedades que pueden tener las relaciones binarias.

Definicion 2.1 Una relacion binaria R sobre un conjunto X es:
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reflexiva st Ve e X, zRx
irreflexiva si Vee X,z Rx
simétrica st Vr,ye X, xRy = yRx

asimétrica st Vr,y € X, xRy = y Rx
antisimétrica st Vr,y € X, tRyANyRr =z =1y
transitiva st Vr,y,z€ X, xRy N\yRz = xRz
total st Vr,ye X, xRy V yRx

Definicién 2.2 Una relacion binaria R sobre un conjunto X es un preorden total (sobre
X ) si es transitiva y total, y es un orden lineal (sobre X ) si ademds es antisimetrica.

Definicion 2.3 Dado un orden lineal > se define el orden lineal estricto >, asociado a
>, de siguiente manera:
r>y<=axr>yNxr#y,

es decir, >=> \{(z,z): v € X}.

Se puede probar que un orden lineal estricto > esta caracterizado por las siguientes propiedades:
1. Transitividad
2. Cuasi-totalidad (tricotomia): Vo, ylx #y = x >y Vy > x
3. Asimetria

De hecho, si > es un orden lineal estricto entonces la relacion >=> U{(z,x) : x € X} es un
orden lineal.

En lo sucesivo, muchas veces diremos relacion en vez de relacion binaria.

Definiciéon 2.4 Una relacion R sobre un conjunto X se llama modular-1 si existe un orden
lineal > sobre un conjunto Y, y existe una aplicaciony : X — Y, tal que para todos x,y € X
se cumple

Ry <= y(x) > 7(y). (2.1)

Definicién 2.5 Una relacion binaria R sobre un conjunto X se llama modular-2 si es (i)
Irreflexiva, (ii) Transitiva y ademds satisface

(1)) Vr,y,z € X, [zRz A (z Ry Ny Rr) — yRz] (Estratificacion ).
Definiciéon 2.6 Una relacion > sobre un conjunto X se llama modular-3 si satisface
(ml) Ve,y € X, —(z>=yAy>=x).

(m2) Vz,y,z€ X, [z>2z—(x>=yVy>2z)].

En el siguiente resultado mostraremos la equivalencia entre las tres definiciones anteriores.
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Proposicion 2.1 Las definiciones 2.4, 2.5 y 2.6 son equivalentes. Por consiguiente una
relacion que satisface cualquiera de ellas, serd llamada modular.

Demostraciéon. Primero mostraremos que la definicion 2.5 se obtiene a partir de la definicién
2.4.

(i) Debemos ver la irreflexividad, es decir, se debe cumplir que Vo € X, [z % z].
En efecto, z ¥ x <= f(x) # f(x), pero es cierto que f(x) # f(z) por ser > irreflexiva,
luego x ¥ x.

(ii) Debemos ver la transitividad, es decir, se debe cumplir que:

Ve,y,z€ X [z=yAy>=z=x > 2]

Asumamos que = > y e y > z. Como,

[ =y Ay =zl <= [f(z) > fy) A fly) > f(2)],

se tiene que f(x) > f(y)y f(y) > f(z). Por ser > transitiva se tiene que f(z) > f(z2),
y usando 2.1 se tiene que x > z.

(iii) Por tultimo veremos que > satisface la estratificacion:
VaVyVz [z =2 AN (x FyANy o) —y > zl.

Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que [x = z A (x ¥ y Ay # x)] v
que y % z. Del hecho y % z se tiene que f(y) # f(z) y como > es total y sabemos que
y # z (ya que x > z pero y ¥ z), se tiene que f(z) > f(y). Ademés, x > z implica
que f(x) > f(z) y por ser > transitiva se tiene que f(x) > f(y), es decir, x > y lo que
contradice el hecho que = e y son incomparables.

Como segundo paso veremos que la definicion 2.6 se obtiene a partir de la definicion 2.5.
(m1) Debemos ver que Vz,y € X, —(z >y Ay > x). Razonemos por el absurdo. Supon-
gamos que x > y e y > x. Como > es transitiva se tiene que z > x lo que contradice
la irreflexividad de >.
(m2) Veamos que > satisface la siguiente propiedad:

Ve,y,z€ X, [zr>=2z— (z>yVy> 2).

En efecto, si y es incomparable con x, se tiene z % y Ay % x, y usando la propiedad
de estratificacion se tiene y > z.

Ahora, si y es comparable con x, se tiene x > y o y > x. En el primer caso no hay nada
que probar y en el segundo caso, usando la transitividad de >, se tiene que y > z.
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Finalmente veremos que la definicion 2.4 se obtiene a partir de la definiciéon 2.6.

Sea X un conjunto dotado con la relacion > modular-3. Definamos la relacion z ~ y de la
siguiente manera:
T~y T F YNy F . (2.2)

Esta relacion ~ es llamada la relacion de indiferencia asociada a >. Probemos que ~ es una
relacion de equivalencia.

Notemos que la propiedad (m1) implica que z ¥ x, asi x ~ z para cualquier = € X.

Siz ~ yAy ~ z claramente, usando (m2), se tiene que x ~ z, ya que de lo contrario
tendriamos x > z 0 z > x y en el primer caso (m2) implica que = > y o y > z lo cual viola
la hipotesis © ~ z Ay ~ z; para el segundo caso usando de nuevo (m2) se tiene que z > y o
y > z lo que de nuevo viola la hipotesis x ~ 2 Ay ~ z.

Finalmente la simetria es evidente por definicion.

Ahora definimos [z] como la clase de equivalencia de x con respecto a la relacion ~, es decir,

] ={ye X: z~y}.
Definamos Y = {[z] : # € X} y definamos una relacion > sobre Y de la siguiente manera:

[z] > [y} <=z > y. (2.3)

Veamos que > esta bien definida, es decir, no depende del representante: si x ~ 2’ y y ~ v/,
entonces = > y implica 2’ > y'. En efecto, como x > y, usando (m2) y el hecho que z ~ 2/,
necesariamente 2’ > y; de igual manera, como 2’ > y, usando (mz2) y del hecho que y ~ ¢/,
se tiene que ' > y'.

Ahora veamos que > es un orden lineal sobre Y.

(i) Debemos ver V[z] € Y, se cumple que [z] # [z]. En efecto, [z] # [z] <= x ¥ z. Asi,
usando la propiedad (m1) y tomando y = z se tiene que z 3 x, por lo tanto [z] # [z].

(ii) Ahora probaremos que > satisface la siguiente propiedad:
Vizl, [yl [zl €Y, [la] > [y Afyl > [2]] = [a] > [2].

En efecto, [x] > [y] v [y] > [#] si, y solo si, ¢ = y ey = z. Como = > y, usando
la propiedad (m2) se tiene que z > z o z > y, pero en virtud de (m1) z > y no es
posible, por lo tanto se tiene x > z, es decir, [z] > [z].

(iii) Finalmente debemos ver que V [z], [y] € Y, con [z] # [y], se cumple que [z] > [y] V [y] >
[z]. Razonemos por el absurdo. Supongamos que existen [z] e [y] en Y, con [z] # [y]
tales que [z] # [y] e [y] # [x]. Por lo tanto z # y e y ¥ x, es decir x ~ y, lo que implica
que [z] = [y] lo que es una contradiccion.
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Para concluir, tenemos Y dotado con un orden lineal > y definimos f : X — Y de la
siguiente manera f(z) = [z]. Por definicién tenemos x > y si, y solo si, f(z) > f(y). Esto
termina la prueba.

|

Sean RM y P los conjuntos de relaciones modulares y preordenes totales sobre X respecti-
vamente, es decir,

RM = {>:> es una relacion modular sobre X}
P = {>:> es un preorden total sobre X}.

Teorema 2.1 Existe una biyeccion entre las relaciones modulares y los predrdenes totales
sobre un conjunto X.

Demostracion.

e Dada una relaciéon modular > definimos una relaciéon > de la siguiente manera:
arb<=la>=bVanr~l,

donde ~ es la relacion definida en (2.2) la cual, ya vimos, es una relacion de equivalencia.
Veamos que > es efectivamente un preorden total.

Reflexividad: Claramente esta propiedad es satisfecha ya que para todo x € X se
tiene x = x si, y s6lo si, > x o x ~ x, pero esto dltimo siempre ocurre, pues ~ es una
relacion de equivalencia.

Transitividad: Supongamos que = = y Ay >~ z. Consideremos cuatro casos:
(i) z > y Ay > z, se concluye, usando transitividad de >, que x > z, por lo tanto
Tz

(ii) = = y Ay ~ z, se concluye, usando (m2), que = > z (pues z = y esta prohibido
por y ~ z), de donde = > z.

(iii) « ~ y Ay > z, se concluye, usando estratificacion, que z > z, de donde z > z.

(iv) = ~ y Ay ~ z. Usando la transitividad de ~ se concluye que x ~ z, por lo tanto
Tz,

Totalidad: Debemos ver que para todo z,y € X se cumple que x > y oy = z. Si
x ~ y, claramente x > y. Si x ¢ y, entonces z = yoy >=x. Asi, z > yoy > x.

Hemos definido una funcion ¢ que envia una relaciéon modular > en un preorden total
>, es decir, > H&> >.
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e Ahora construyamos una funcién v que envia una preorden total > en una relacién
modular >, es decir, definimos > £+ > de la siguiente manera:

a-b<=la>=byba

Veamos que > es efectivamente un relacion modular.

Irreflexividad: Debemos ver que para todo x € X se cumple que = ¥ x, es decir,
x ¥ xox = x pero x = x es cierto por ser = reflexiva. Asi, > es irreflexiva.

Transitividad: Supongamos que z > yAy > z, esdecir, x = yANy Xz, y = 2Nz } y.
Por transitividad de = se tiene = > z. Falta ver que z 7/ x. En efecto, si suponemos
z > x, entonces usando la transitividad de > tenemos z > y, lo cual contradice la
hipotesis z # .

Estratificacién: Debemos ver que para todo z,y,z € X se cumple que: = > zy y
incomparable con x, implica y > z. Supongamos que x > z y y incomparable con .
Esto significa:

Tz [x= 2Nz} ] (2.4)

y x ~ y es equivalente a x > y Ay > x. En efecto,

T~y = TF YNy S
= (@ryVyza)ANyZtazVezy)
— @hyrhyta)V(etyre=y)VyzasAyta)V(y=azhszy)

Pero (x % y Ay % z) no puede ocurrir porque = es total y tampoco puede ocurrir
(xZ2yANz>=y)o (y=xAy # x) por ser contradictorias. Asi la tunica que ocurre es
y = x Az > y), por lo tanto

T~y rmyNy >z

Asi, cuando x = z yx ~ysetienex = z, z 4z, x = yey = x. Dealli,y > 2z
(por transitividad de ). Falta ver que z % y. Si no fuese asi tendriamos z = y y
por transitividad, z > x, lo cual es una contradiccién. En conclusion tenemos y > 2 y
z ¥y, es decir, y > z.

Hemos probado que > es modular. Asi, hemos construido dos funciones ¢ y 1, tales que

0:RM — P
v:P —s RM.
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Para terminar la prueba del teorema, basta notar que

Vo) = idp y Voo = idg,

es decir ¢ es una biyeccidon con inversa .
|

El teorema 2.1 hard que a veces confundamos un preorden total > con su relacion modular
>~y viceversa. Mas ain, tenemos que estos procesos son el inverso uno del otro. A manera
de precisar veamos el siguiente resultado.

Proposicion 2.2 Sean > la relacion modular asociada a = y > el preorden total asociado
a =. Entonces (=)., ==y (=)=, =>, es decir, que la relacion modular = origina un unico
preorden total > que a su vez origina una unica relacion modular que es >.

2.1.1 Representacion Grafica de las relaciones modulares y preér-
denes totales

Sean = y > la relaciéon modular y el preorden total respectivamente, definidos por:
== {(z,2), (z,w), (z,7), (z,1), (¥, 2), (y, w), (y,7), (v, 1), (z,w), (2,7), (2,1), (w, 1), (r,t)}

m=-U{(z,2),(y,9), (2, 2), (w, w), (r,7), I, 1), (x, ), (y, 2), (w;r) }

Usaremos la siguiente notacion para representar de manera grafica y abreviada las relaciones
anteriores:

T Yy T Yy

Figura a Figura b Figura c

El grafo dirigido en la Figura a expresa lo siguiente: Las flechas indican el orden de relacion,
por ejemplo, t — w significa que ¢t > w y w y r son incomparables con respecto a la relacion
modular >. Asi, > es la clausura transitiva del grafo de la figura a y > es la clausura
transitiva de > U ~ generadas por la Figura a, por ejemplo, se cumple r = w y w > r.

El la Figura b se expresan > y >~ mediante niveles, donde los elementos que estan en el
nivel mas alto son “mejores” con respecto a la relacion modular >, o al preorden total > que
los elementos que estan en niveles inferiores por ejemplo, z = x y z > y. Los elementos que
estan en el mismo nivel son “indiferentes” (incomparables), por ejemplo, x > y y y = x.

La Figura c, es simplemente una abreviacion de la Figura a y la Figura b, y es la que
generalmente usaremos posteriormente.
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Definiciéon 2.7 Sean >=1 y »=o predrdenes totales sobre un conjunto X. Definimos una
relacion lex (=1, >=2) (para simplificar la notacion la llamaremos =.,) sobre X de la siguiente
manera:

Va,be X, arje, b= [a>=1 bV (a~1 bAa>sb)].

Lema 2.1 La relacion =, es un preorden total sobre X.

Demostracion.

Reflexividad: Debemos ver que Vo € X [z = z|. En efecto, © = = significa
[z =12V (x~ xAx =g x).

Ya que ~; y >5 son reflexivas, ocurre x ~y x y © >~ x. En consecuencia x > .

Transitividad: Debemos ver que Va,y,z € X 8i & Zjex Y A Y Zlex 2 €NtONCES T >joy 2, €S
decir, queremos ver que
ZL’>1Z\/(ZL’N12/\ZL’EQZ) (25)

Notemos que
TZex YANY Zlex 2 <= [t =1 yV(x~yy ANz 20 y)| Ay =1 2V (y ~1 2 Ay =2 2)].
Veamos los posibles casos:

Caso 1: = =1 y Ay =1 z. Claramente, por transitividad de =1, se tiene x> z. Por lo tanto
se cumple (2.5).

Caso 2: z 1 yA(y ~1 2 Ay =3 z). Aqui tenemos que = =1 y Ay ~1 z implica que = > 2.
Por lo tanto se cumple (2.5).

Caso 3: (z ~y y Ax =3 y) Ay =1 2. En particular tenemos que = >=; z. Asi, se cumple
(2.5).

Caso 4: (z~yANx = y) ANy ~1 2Ay =2 z). Como x ~1 y Ay ~q z se tiene que = ~q 2.
Por otra parte, como x =5 y Ay =9 2z se tiene que = >, z. Por lo tanto tenemos que
T~y 2y & =y 2y de nuevo se cumple (2.5).

Totalidad: Debemos ver que Va,y € X [T Zjex ¥y VY Z1ex 2]. Es decir, debemos ver que
[T=1yV(x~yAr = y)|Viy=12V(y~ Ay = ). (2.6)
Como =7 es un preorden total entonces siempre sucede que = =1 y 0 y >=1 = 0 bien x ~q ¥.

También se tiene que z >3 y 0 y >=o x, gracias a la totalidad de >5. De este hecho es facil
ver que 2.6 se cumple.

Consideremos un conjunto X. Denotaremos con P(X) al conjunto {V : V C X} (el conjunto
de subconjuntos de X) y denotaremos con P*(X) =P \ {0}.
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Definicion 2.8 Sea X un conjunto finito y sean A, B € P*(X). Definimos una relacion
> car entre la cardinalidad de dos conjuntos como sigue: A >, B si, y sdlo si, el nimero de
elementos que tiene el conjunto A es mayor o igual que el nimero de elementos que tiene el
conjunto B.

Se puede verificar facilmente que la relacion >, es un preorden total sobre P*(X).
Definicion 2.9 Dado V C X y = un preorden total sobre X, definimos:

max(V,=)={xeV: YyeV, vy}

Los dos siguientes lemas tienen una prueba inmediata.

Lema 2.2 Si > es un preorden total sobre X yV C X, a € V se tiene que: si a € max(V, =)
ybe V\max(V,>) entonces a > b.

Lema 2.3 Si = es un preorden total sobre X yV C X, V #£( se tiene que: a ¢ max(V, =)
si, y solo si, existe b €V tal que b > a.

Lema 2.4 Sean >, y =5 predrdenes totales sobre un conjunto X.
Consideremos ., y V' € PH(X). Entonces

max(V, =) = max(max(V, =1), =2).

Demostracion. Sea a € max(V, =), esto significa que a € V' y para todo b € V se tiene
que a =i, b, es decir, a =1 b 0 (a ~1 bAaryb).

Primero notemos que a € max(V, >1); si no, existe b € V tal que b > a (ver Lema 2.3) y
esto contradice el hecho que a =1 b o a ~q b.

Sea B = max(V, =1). Veamos ahora que a € max(B, =3). Si suponemos lo contrario, tenemos
que existe b € B tal que b > a, pero esto contradice el hecho que a =5 b.

Reciprocamente, si a € max(max(V, =), >=2), tenemos que a € max(V, =1), es decir, Vb € V
se tiene a =1 b.

Ahora bien, los elementos de V' se pueden dividir en dos categorias, B = max(V,>;) y su
complemento, es decir, V' \ B. Asi, si b € V se cumple que, b € B o bien b € V' \ B. En el
primer caso tenemos que a >1 b (ver Lema 2.2) y en el segundo caso se tiene a ~1 b, pero
como b € B se tiene a =5 b, pues a € max(B, »=3). En resumen, tenemos que para todo b € V'
sucede que

a>1b obien, (a~ybAa>yb),

es decir, a »jex b. Esto implica que a € max(V, =gy ). [ |
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2.2 Algunos predérdenes totales definidos con “distancias”.

Definicion 2.10 Sea X = {xg,--- ,zr} un conjunto finito. Sea
d: X xX —N

una distancia, es decir, una funcion que satisface:

(i) d(z,y) =d(y,z)  Va,y€X,
(ii) d(z,y) =0<=x =1y Vo, y € X,

(iii) d(z,y) > d(x,z) +d(z,y) Vr,y,z € X.

Podemos extender d a una funcion entre elementos de X y conjuntos formados por elementos
de X, de la siguiente manera

d* X X PHX) = N
d*(z, A) = min(d(z,y))

yeA

Sea A C X un conjunto no vacio. Se construye una relaciéon >4 sobre X de la manera
siguiente:
xrmay <= d(z,A) <d(y,A)

Es claro que > 4 es un preorden total sobre X. Si > es un preorden total sobre X, denotaremos
max(>) al conjunto max (X, >).

Definicién 2.11 Sea > un preorden total sobre X y A = max(>). Diremos que = es d-
consistente st ==> 4.

Si u es un vector, entonces uy denotara la k-ésima coordenada de w.

Ejemplo 2.1 Sea X = {0,1}", es decir, los elementos de X son vectores de ceros y unos de
tamarno n. La siguiente distancia es llamada distancia de Hamming (estudiada en la Teoria

de Cddigos, ver [23], [24], [25] y [26]); y la definimos de la siguiente manera:

d: X xX —N
d(u,v) = |{i:u; # v}

es decir la distancia entre u y v es el numero de coordenadas en que difieren.
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Sea X = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,0,0),(1,1,1),(0,1,1)}. Considere-

mos los predrdenes =1 y =9 dados por:

(1,1,0) (1,1,0)(0,0,0)
(0,1,0)(1,0,0)(1,1,1) (1,0,0)(1,0,1)(0,1,1)
(1707 1)(07 07 O)(07 ]'7 1) (07 ]'7 )(17171)

(0,0,1) (0,0,1)

) )
=1 =2

Resulta facil verificar que el preorden =1 es d-consistente, mientras que >=o no lo es. Se puede
observar que en la relacion =5 los vectores (0,0,0), (1,1,0) aparece en el tercer nivel y en
el nivel dos aparece el vector (1,0,1) que difiere en dos coordenadas de los de los vectores

(0,0,0), (1,1,0).

Si = es un preorden total sobre X,y V' C X, denotaremos por =, a la restricciéon de = al

conjunto V', es decir.

\4

Zhy= {(x,y) eViig - y}

Por extension, si u es un vector de predrdenes totales sobre X, digamos v = (=1, -+, >=,), ¥
V C X, definimos

U’FV — <tlfv’ Tty t”Fv)
Ejemplo 2.2 Si X = {z,y,z,w}, V ={x,z} y = estd representado por:
z

TWw

entonces =, estard representado por:

2.3 Levantamientos

Definicién 2.12 Una aplicacion >—Jx que envia una relacion > sobre X, a una relacion
Js sobre P*(X), es llamada un levantamiento si, y sdlo si, para cada par, z,y € X se cumple
la siguiente condicion:

=y <= {z} 3 {y}
Asi, si =+ es un levantamiento, la relaciéon J. es una “extension” de la relaciéon >.

Ejemplos 2.1 Sea > un preorden total sobre X. Sea A y B subconjuntos P*(X). Definimos:

AL B <= 3Ja € max(A, =) AJb € max(B, =) tal que a>=b
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A3 B« AL B o (A~ B&|A| < |B|)
A" B« Al B o (A~L B & |max(4, ¥)| < |max(B, =)|)

ATV Bes A2l B o (A~ B&|A| < |B|)

Veamos la ilustracion de los levantamientos definidos anteriormente.

Ejemplo 2.3
B

En la figura (a) = es representado por f\(v —
niveles. Asi, podemos observar que A - \ ®
y B satisfacen B 3L A, por lo tanto m P o-
Bl A Bl Ay Bl A (o e o [ =

—~ ® @ |

A
Figure (a)

En la figura (b) los conjuntos C vy /‘\.(\/
of—@ @

D satisfacen las siguientes relaciones: ( )
C~L D, |C| = |D|, por lo tanto C' =
D sin embargo, | max(C')| < | max(D)|,

|
ast C :Ing yC’:IQ/D ) — .)\_J

@
C' Figure (b)

1

P

E
En la figura (c) los conjuntos E y [ o i
F satisfacen las siguientes relaciones: /O—\O /_\./
E =L F pero |F| < |E|, por lo = \ \( )
tanto, F 2" E. Como |max(E)| = \.\./
| max(F)|, se tiene E =I'T F sin em- ®
bargo F 3V E. T F ‘>~§igure (c)

Proposicién 2.3 Las cuatro aplicaciones =—1=*, para o € {I,I11,I111,IV} son levan-
tamientos quer envian predrdenes totales sobre X en predrdenes totales sobre P*(X).
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Demostracion.

Verificar la condicion de levantamiento de la definicion 4.7 es trivial. El trabajo resulta en
chequear que para cada o € {[,I1,111,IV}, la relacion J>=% es un preorden total. Para
a = I la demostracion es trivial. Para los demés « se debe notar que la relacion lexicografica
asociada a dos preordenes totales también es un preorden total.

La relacion Qi asociada a > trata de extender de manera natural las relaciones de preferencia
sobre los elementos de X expresadas por >, a relaciones de preferencia sobre P* (X) expresada
por JL. En palabras, A JL B significa que los mejores elementos de A (relativo a =) son
preferidos o indiferentes a los mejores elementos de B (relativo a »=); o graficamente, los
mejores elementos de A en un nivel mas alto o en el mismo nivel que donde estan los mejores
elementos de B.

La relacion 3 puede explicarse en palabras de la siguiente manera: A Jy. B si, y solo si, los
mejores elementos de A (relativo a =) son estrictamente preferidos a los mejores elementos
de B (relativo a =) o en el caso en que los mejores elementos de A y B (relativo a ) estan
en el mismo nivel, A tiene menor o igual cantidad de elementos que B, es decir, cuando los
mejores de A y B estan en el mismo nivel, preferimos al conjunto méas preciso (el de menor
tamano).

Para las otras relaciones la interpretacion es similar.

Otros levantamientos conocidos en la literatura son los siguientes:
Ejemplo 2.4

1. Levantamiento minimal: Si es > un preorden total sobre un conjunto X, definimos

el Levantamiento minimal, denotado por J,,, de la siguiente manera: para cua-
lesquiera A, B € P(X)

A, B<=Vbecmin(B), Jda € min(A),a = b.

2. Levantamiento Posibilista: Si es = un preorden total sobre un conjunto X, definimos
el Levantamiento Postbilista, denotado por Jp, de la siguiente manera: para cua-
lesquiera A, B € P(X)

Ay B <= Vb € max(B), Ja € max(A),a = b.

3. Levantamiento maxmin: Si > es un preorden total sobre X, definimos el levan-
tamiento maxmain, denotado por Jem, de la siguiente manera: para cualesquiera

A, B eP(X)

A Dy B == (A 1)BV [(A ~p iB) A (A D,, B)]
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Otro levantamiento importante es el levantamiento lexicografico. Previo a su definiciéon dare-
mos algunas definiciones preliminares.

Definicién 2.13 Dado un conjunto A definimos M(A) como el conjunto formado por todos
los multiconjuntos cuyos elementos estan en A. Por ejemplo si, A = {a,b,c}, entonces

{a,a,a,b,b} € M(A).

Ademas dados pug, 1o € M(A) denotamos la union de multiconjuntos por fi L s, el cual es el
multiconjunto formado por los elementos que estan o bien en iy, o bien en py. Por ejemplo,

{a,b,b} U{b,a} = {a,a,b,b,b}.

Definicion 2.14 Sea D un conjunto formado por vectores de dimension finita cuyas entradas
son numeros naturales. Definimos la funcion |: D — D, que ordena los vectores de manera
decreciente, como sigue:

\lf ('Ula"' 7'Un) = (Ukp'” 7'Ukn)7 donde Uk, Z Vkiiq p(”“ai: 1) 7n_1 ) {'Ukp”' avkn} = {'Ula"' >'Un}

(la dltima igualdad como multiconjunto).
Ejemplo 2.1 Consideremos un vector w = (2,5,6,7,9,2,5,9). Ast, | (w) =(9,9,7,6,5,5,2,2).

Definiciéon 2.15 Sean v = (v, ,v,) y w = (wy, - ,w,) dos vectores de nimeros natu-
rales. Definimos el orden > lexicogrifico entre los vectores v y w, de la siguiente manera:

v > w <= Ji >n tal que v; > w; y Vi > se tiene v; = w;.
es decir, en la primera componente i en que difieren se tiene v; > w;.

Ahora definimos >; por

v w st v=w o bien v >; w.

Es muy fécil ver que >; es un preorden total y que >; es un orden lineal.
Ejemplos 2.2
e Siv=(3,6,59,1) yw=(3,58,1,1), entonces v >; w.
o Siv=(8,3,2,98) yw=(9,1,1,1,1), entonces v >; w.
e Siv=(3,3,3,3,1) yw=1(3,3,3,3,2), entonces w >; v.
Ahora bien, pasemos a definir el Levantamiento Lexicografico J; de la siguiente manera:
Sea > un preorden total sobre un conjunto finito X. Para cualesquiera dos subconjuntos A

y B de X le asociamos los vectores v =4 y w =|p que consisten de los elementos de Ay B
ordenados de manera decreciente, segin el preorden >, respectivamente. Asi,

Ang<:>’Utlw

Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.5  Supongamos que X = {a,b,c,s,0,p,j,m,h,d,e, f,g,i,k} que el el preorden
total > sobre X esta dado de la siguiente manera:

a b c
e [ g
ik
J m h d
s o p
=

Supongamos que A = {m,h,p,i,c,g} y B = {j, f,b}. Entonces, relativo al preorden =, los
vectores v =4 y w =\ p resultan de la siguiente manera, v = (¢, g,i,m,h,p) y w = (b, f,j)
respectivamente. Note que lexicograficamente se tiene que v >=; w, pues en la primera y
sequnda componente se cumple que b~ c y f ~ j, pero difieren en la tercera componente ya
que i = j. Por lo tanto, A J; B.
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CAPITULO 3

Funciones de eleccién social y propiedades

Este capitulo esta dedicado al estudio de la teoria de eleccion social. Comenzaremos estu-
diando funciones de eleccion social para luego escudrinar sobre algunas propiedades conocidas
dentro de la teoria de eleccion social. Ya que la Teoria de la elecciéon social, que grosso modo
estudia como seleccionar las mejores alternativas para un grupo de individuos cada uno con
sus preferencias particulares |1, 22|, se plantea el estudio de similitud entre esta teoria y la
problematica de la fusion de bases de conocimiento en el marco de la logica |23, 24]. Esta
similitud aparece en los trabajos de Sebastien Konieczny [26]. Usando esta similitud, se intro-
ducen nuevas propiedades de racionalidad para las reglas de eleccion social. Estas propiedades
se inspiran de propiedades analogas estudiadas en el marco de la logica de la dindmica del
conocimiento [25|. Se establece una correspondencia precisa entre propiedades que se refieren
a la consistencia de perfiles y propiedades que generalizan las propiedades de Pareto. Otras
de las propiedades nuevas conciernen caracterizaciones de reglas mayoritarias. Mostraremos
algunos ejemplos de reglas de eleccion social que satisfacen las propiedades introducidas.
Dichas reglas seran definidas a partir de distancias entre las diferentes alternativas.

3.1 Introduccién

La teoria de la eleccion social trata sobre la toma de decisiones colectivas a partir de las
preferencias de los individuos que conforman una sociedad. Consideremos un conjunto de
alternativas y una sociedad cuyos individuos tienen preferencias sobre dicho conjunto. Repre-
sentemos estas preferencias por relaciones binarias, en nuestro caso de estudio preordenes
totales, sobre el conjunto de alternativas; tengamos presente que los individuos pueden tener
opiniones distintas sobre las alternativas sociales. La teoria de la eleccion social estudia el
proceso de agregacion de las preferencias individuales en una preferencia social.

Las decisiones colectivas, entonces, se tomaran a partir de la relacion binaria social que se
ha obtenido al agregar las preferencias individuales. Mas precisamente, dado un conjunto
de alternativas sociales, una funcién de eleccion social asigna a un vector de relaciones de
preferencia un resultado que consiste de un subconjunto de las alternativas sociales. No es
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dificil darse cuenta de que, en general, existen infinidad de procesos de agregacion; algunos
parecen interesantes y otros lo parecen muy poco. Casos de funciones de eleccion social, casi
triviales, se dan cuando el conjunto de alternativas consiste solo en dos candidatos. Alli es
natural considerar mayoria simple o mayoria absoluta. Los casos de nuestro interés se dan
cuando existen tres o mas candidatos.

Comencemos a formalizar lo expuesto anteriormente. Sea N = {1,2,--- ,n} un conjunto de
n de individuos o votantes que conforman una sociedad, y consideraremos el conjunto de
alternativas o candidatos representado como X = {x,y, z,---}. Es importante resaltar que
el tamano del conjunto de votantes esta fijo. En caso de considerar éste variable se indicara
oportunamente.

Representaremos las preferencias de cada individuo mediante un preorden total >;. Teniendo
las posibles preferencias de cada individuo, podemos representar las preferencias de todos los
individuos mediante un vector, el cual llamaremos perfil. Es decir, un perfil u es un vector
de la forma

u:(t17"'7tn)'

Graficamente podemos ilustrar esta informacion de la siguiente manera. Supongamos que el
conjunto de candidatos o alternativas es X = {x,y, z,w} y supongamos que el conjunto de
votantes o individuos es N = {1,2,3}; es decir, tenemos cuatro candidatos o alternativas y
tres votantes o individuos. Esto pudiera simular una situaciéon de un jurado de concurso que
establecen preferencias sobre los candidatos para optar a un cargo en determinada empresa.
Es importante hacer notar que, en una situaciéon como ésta no se esta considerando los
parametros o mecanismos que tiene el jurado para ordenar las alternativas. Un posible perfil
de votos o preferencias puede representarse asi.

S
@ 8 8 W
8 < n £

1 72 3

En general, cada componente >; es preorden total y representa la preferencia del individuo
1. Asi, cada componente de v almacena la informacion respecto al voto de algin individuo.
Denotemos con la letra P al conjunto de todos los perfiles sobre X.

Consideraremos el caso que, dado un conjunto de alternativas X la eleccion se hace sobre un
subconjunto de X, en este sentido definiremos una agenda V' # () como cualquier subconjunto
de X no vacio, es decir, V C X. Al conjunto de todas las agendas lo denotaremos asi:
PHX)={V C X :V #£0D}

Vale comentar que la naturaleza del conjunto de alternativas o candidatos puede ser muy
extensa. En particular, las alternativas pudieran ser politicas de alguna empresa, proyectos,
etc. Por tal razon usamos las palabras alternativa y candidato. Notemos que, si usamos solo
la palabra candidatos se tiene a pensar en personas y en general el conjunto X no se refiere
sOlo a ello.
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Definir funcion de eleccion social es el proximo paso, pues tenemos los objetos necesarios
para ello; es decir, una sociedad (N), un conjuntos de candidatos o alternativas (X) y la
informacion de los votos almacenada en un perfil (u).

3.2 Funciéon de Eleccion Social

La teoria de eleccion social tiene como objetivo fundamental el estudio de las reglas que
asocian a un perfil de preferencias y a una agenda de candidatos los “mejores” candidatos
de esa agenda; es decir, el estudio de los mecanismos que actien sobre estos dos parametros
y nos den un resultado ganador. Esto fundamentalmente es el estudio de las funciones de
eleccion social. Es importante entender el significado que tiene la afirmacién imperativa
de elegir un modo de accidon social sobre la base de preferencias individuales. Reglas o
funciones de eleccion social mayoritarias son estudiadas desde hace muchos anos. Estas
reglas mayoritarias pretenden respetar la opinion cuando una mayoria estd de acuerdo en
que una alternativa es mejor que otra. Las reglas como mayoria simple o mayoria absoluta
son usadas frecuentemente.

En este capitulo estudiaremos funciones de eleccion social y particularmente las mayoritarias.
Para esto comenzaremos definiendo formalmente el concepto de funcion de eleccion social.

Definicién 3.1 Se define funcion de eleccion social, como una funcidn parcial:
f P xPHX) — P*(X),

tal que para todo uw € P y todo V € P*(X), se tiene que f(u,V) C V, siempre que f(u, V)
ezista.

Es importante notar, que el subconjunto de candidatos alternativas del resultado de la elec-
cion sea no vacio, como también que las preferencias individuales estan definidas sobre todo
el conjunto de alternativas X.

En la época de la revolucion francesa, es decir, en el Siglo XVIII, Marie-Jean-Antoine Nicolas
de Caritat,un integrante de la realeza francesa, conocido como el Marqués de Condorcet fue
uno de los pioneros en en el estudio de la eleccion social. Condorcet en 1785 Condorcet publico
el “Ensayo sobre la aplicacion del andlisis a la probabilidad de las decisiones sometidas a la
pluralidad de voces”. Alli, se expone la paradoja conocida ahora como El Dilema de Condorcet
o La Paradoja de Condorcet, que muestra una situacion de intransitividad en un proceso de
eleccion.

En este orden de ideas presentamos la paradoja de Condorcet a través de una funcion que
escoge a los Ganadores de Condorcet. Veamos su definiciéon formal:

fw,V)={zeV: VeV, Nx=ziy) >Ny =z}
= {x € V: z es ganador de Condorcet en V'}.

N(x =; y) cuenta el numero de veces que x le gana o empata con y respecto a la preferencia
del individuo 7. Sin embargo, ésta no es una funcion de eleccion social como la definimos antes
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pues se pudiera encontrar una situacion donde la elecciéon no pudiera darse. Consideremos el
perfil:

8
< K8 W

Yy

z

x
=2

1Y © <
1Y

1 3

Claramente, el nimero de veces que la alternativa x le gana a la alternativa y es 2, el niimero
de veces que la alternativa z le gana a la alternativa x es 2 y el nimero de veces que la
alternativa y le gana a la alternativa z también es 2. Esto crea una situacion de indecibilidad
y es conocida como la paradoja del voto. Es decir, f(u, X) no esta definido.

3.2.1 La funcion de Borda

La regla de Borda o Funcion de Borda fue propuesta en 1770 por el fisico y oficial de marina
francés Jean Charles de Borda, de quien toma el nombre. Es una de las funciones de eleccion
mas popular dentro de la teoria de eleccidon social. Esta funcion de eleccion social consiste
esencialmente en establecer rangos de nimeros naturales a los niveles con respecto a las
preferencias individuales. De este modo, para cada preferencia individual, una alternativa
tendra un rango asignado dependiendo del nivel en que se encuentre, y en consecuencia, el
rango global sera la suma de los rangos individuales. Veamos su definicion.

Definicion 3.2 Sean X = {x1,---,x,}. Para cada elemento =; de un perfil u = (=
Loy =m) existe una funcion r;(x) definida por:

ri(x) =n <= n es el mayor entero tal que Ix,, 1, - ,x, € X con x; < Tjr1 Y T, = T.

Ast asignamos un rango global para cada elemento x € X de la siguiente manera:
r(z) = ri(x).
i

r(x) es llamada el ingrediente principal de la Funcion Global de Borda:
Finalmente definimos la funcion de Borda asi:

B, Vy={zecV: r(x)>r(y), YyeV}

Vale resaltar que en el ano 1785, tres anos después de que Condorcet introdujera el concepto
de ganadores de Condorcet, Charles Borda mostro la situacion de la paradoja del voto para
luego proponer la funciéon que lleva su nombre.

A proposito de ilustrar la funcion de Borda mostramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 Sea X = {x,y,z,w} un conjunto de candidatos o alternativas y supongamos
que el conjunto N consiste de tres individuos o votantes. Consideremos el siguiente perfil de
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preferencias u, donde indicaremos el rango que tiene cada nivel:

xXr w

. +— 4

Y Y Y < 3
z w z

u = — 2
w xXr xXr

+— 1

o(x) =1 yr3(z) = 1. En consecuencia r(z)

[ ]
<
=
8
~—
I
N
<

( = 6.
(y) =3, ra(y) =3 y r3(y) = 3. En consecuencia r(y) = 9.

o 11(2) =2, m3(2) =3 yr3(z) =2. En consecuencia r(z) =17.

o i (w) =1, ro(w) =2 y r3(w) = 4. En consecuencia r(w) = 1.

Por lo tanto el resultado de la eleccion usando la funcion de Borda es la alternativa y, es

decir; fP(u, X) = {y}.

3.3 Propiedades generales y el teorema de Arrow

En esta secciéon enunciaremos ciertas propiedades importantes, estudiadas en la teoria de elec-
cion social y el importante Teorema de Imposibilidad de Arrow. Estas propiedades pudieran
decirse no solo son naturales, sino racionales y deseables. Cinco de estas intervienen en el
teorema, de imposibilidad de Arrow. Primero comenzaremos por el planteamiento y analisis
de diversas propiedades basicas y algunas relaciones entre ellas.

Dominio Estandar (DE) f es una funcion total y | X| > 3.

Esta propiedad simplemente dice que no existen restricciones sobre el tamano de los perfiles
y la cardinalidad del numero de alternativas es mayor a tres (3), con la condicion de que en
ambos casos debe ser finito.

Dictador (D) Eziste un individuo i € N tal que para cualquier perfil u, para todo x, toda
agenda V, six € V yx =; y entonces y & f(u, V).

Esencialmente esta propiedad plantea que existe individuo que impone su preferencia de
manera excluyente; en otras palabras, las alternativas no preferidas por este individuo no
pueden aparecer en el resultado de la eleccion; no obstante pudiera darse el caso de que una
alternativa de sus preferidas tampoco apareciera.

No Dictador (—D) Para todo i € N existe un perfil u y existe V., con x € V, tales que,
eriste y €V, conx =y, yy € f(u,V).

La propiedad anterior es simplemente la negaciéon de la propiedad del dictador; es decir,
ausencia del dictador.
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Independencia de Alternativas Irrelevantes (IAI) f cumple (IAI) si para cualesquiera
dos perfiles u,u’ yV C X,

si wy, =, entonces f(u,V)= f(u',V).

Basicamente, aqui se plantea lo siguiente: si se tienen dos perfiles donde en cada entrada el
orden de al menos dos alternativas coinciden para ambos perfiles, entonces el resultado de la
eleccion restringido a estas dos alternativas debe ser el mismo para ambos perfiles.

Esta condiciéon no toma en cuenta el nivel de preferencia de las alternativas en las entradas
de los dos perfiles; es decir, so6lo considera las relaciones de preferencias individuales entre
estos dos elementos de V' sin importar la estructura total de las entradas de ambos perfiles.
Ademés, es importante resaltar que esta propiedad es pieza fundamental en la demostracion
del teorema de Arrow. Asi, esta propiedad pudiera resultar una de las propiedades mas
polémicas dentro del estudio de la teoria de la eleccion social.

Independencia de Caminos (IC) Para cualesquiera V,S y T agendas y para cualquier
perfil u se tiene que:

siV=8SUT entonces f(u, V)= f(u, f(u,S)U f(u,T)).

Independencia de caminos plantea lo siguiente: si se desea elegir sobre una agenda de
candidatos y esta agenda pudiera separarla en dos subagendas de candidatos, entonces elegir
sobre la agenda total seria igual que elegir primero sobre las subagendas, unir estos resultados
y luego elegir sobre ellos.

Propiedad de Consistencia («) Para cualesquiera agendas V,V' C X y un perfil u, tales
queNx, V' CV, zeV' yxe f(u,V) se tiene x € f(u,V’).

Podemos ilustrar la propiedad de consistencia en pocas palabras: si una alternativa x
resulta ganadora de un grupo de candidatos V', entonces el es el ganador con respecto a
cualquier agenda més pequena que lo contenga.

Explicaciones Transitivas (ET) Para todo perfil u eziste un preorden total =, tal que para
todo V' se tiene f(u,V) = max(V, =,).

Particularmente, pudiéramos decir que la propiedad de explicaciones transitivas es la mas
natural, o racional, dentro de las propiedades de la teoria de eleccion social. Béasicamente,
permite que el resultado de la eleccion pueda ser ordenado a través de un preorden total
donde los ganadores de la eleccion son los maximales con respecto a ese preorden.

Condicion Fuerte de Pareto (PF) Para todo uw = (=1,--- ,>,) y para toda agenda V', si
VieNzr,y,JjeNa =y, yx eV, entoncesy & f(u,V).

La condiciéon de Pareto tiene varias versiones dentro de la literatura de la teoria de eleccion
social. En este capitulo consideraremos una version fuerte y una version débil y ambas ex-
cluyentes; es decir, si unanimemente una alternativa es preferida a otra alternativa, entonces
la no preferida no debe aparecer en el resultado de la eleccion.
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Condicion Débil de Pareto (PD) Para todo u y y toda agenda V', si Vi € N x =; y y
x €V, entoncesy & f(u,V).

La condicion débil de Pareto es similar a la condicion fuerte de Pareto excepto que las
relaciones de preferencias individuales entre las dos alternativas son estrictas, pero la con-
clusion es la misma, excluye a la alternativa no preferida unanimemente por todos los agentes
o individuos del perfil.

Anonimato (A)Dados dos perfiles u,u' tales que u’ es cualquier permutacion de u, se tiene
que f(u,V) = f(u',V).

La propiedad de anonimato establece, como su nombre lo indica, que si en un perfil de
preferencias individuales las entradas son permutadas, entonces el resultado de la eleccion
no depende de ese reordenamiento, esto es, que el voto de un individuo pudiera estar en
cualquier entrada y no afectar el resultado de la eleccion. Esta propiedad razonable tiene
relaciones importantes con otras propiedades.

Dentro de la teoria de eleccion social, la paradoja de Arrow o teorema de imposibilidad
de Arrow, es considerado uno de los aportes méas importantes dentro de este campo. Este
teorema fue planteado y demostrado por primera vez por el premio nobel Kenneth Arrow en
su tesis doctoral titulada Social choice and individual values, y popularizado en su libro, que
lleva el mismo nombre, en el ano 1951. El articulo donde se publicdé por primera vez este
resultado lleva por nombre A Difficulty in the Concept of Social Welfare, en agosto de 1950
en The Journal of Political Economy. La motivacion de este trabajo se debe esencialmente
en el estudio de comportamientos de agentes economicos individuales, partiendo de que las
relaciones de preferencia son racionales. Por racionalidad se entiende que las relaciones de
preferencia sobre los agentes son preordenes totales. Este teorema establece que cuando se
tienen tres o més alternativas y un cierto nimero de votantes no es posible conseguir una
funcion de eleccion social que permita generalizar las preferencias individuales hacia una
preferencia social de toda la comunidad, de manera tal, que se cumplan ciertos criterios
racionales y valores democraticos. O en términos méas sencillos: si una funcion de eleccion
satisface cuatro propiedades, que parecieran razonables, entonces debe existir un dictador.
Presentamos a continuacion el Teorema de Imposibilidad de Arrow cuya demostracion esta
en el Apéndice A.

Teorema 3.1 Teorema de Imposibilidad de Arrow.
No existe una funcion de eleccion social que satisfaga las siguientes propiedades:

1. Dominio Estandar,

2. Pareto Fuerte,

3. Independencia de Alternativas Irrelevantes,
4

. Explicaciones Transitivas,

5. No Dictador.

El Teorema de Imposibilidad nos dice de manera equivalente que si una funciéon de eleccién
satisface las cuatro primeras condiciones, entonces dicha funcién posee un dictador.
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3.4 Algunas Propiedades Nuevas

En esta seccion introducimos nuevas propiedades en el marco de la teoria de eleccion social
las cuales seran analizadas en la seccidon siguiente.

Notemos que para las funciones eleccion social que hemos considerado el dominio es P x
P*(X), donde P consiste en los perfiles de preferencia de tamano n. Esto corresponde a una
poblacion de n votantes o individuos fijo. Ahora vamos a considerar funciones en donde la
poblacién es de tamano variable. Para ello sea P el conjunto de todos los preordenes totales
sobre el conjunto de alternativas X y P” el conjunto de todos los perfiles de tamano n.
Denotemos por P = U P", decir; consideramos perfiles de cualquier tamano. Ahora las

n>1
funciones que consideraremos son del tipo f : P x P*(X) — P*(X), tales que f(u,V) C V.

Estas nuevas funciones se seguiran llamando funciones de eleccion social por abuso de lenguaje.

Motivados por el trabajo de Pino-Konieczny [25] en el marco del estudio de la fusion de
la informacion o fusion logica presentamos una interpretacion de algunas propiedades en la
teoria de eleccion social.

Dados dos perfiles u = (=1, ,=,) y v’ = (=}, -+, =) definimos la concatenacién entre
perfiles como

u®u = (El,"' >in>i‘,1>"' ,i;)
Consistencia Fuerte de Perfiles (CFP). Una funcion de eleccion f satisface CFP sii
para todos uy, uy perfiles y toda agenda V' se tiene que: Si f(uy, V) N f(ug, V) # 0 entonces
fui, V)0 fug, V) = flur ©ug, V).

En palabras sencillas la propiedad CEFP establece lo siguiente: si el conjunto de votantes esta
dividido en dos grupos con sus respectivas preferencias individuales y en cada grupo se hace
una eleccion y en este resultado existen elementos en comiin, entonces estos elementos en
comun (ganadores), deberfan ser los mismos resultantes de la eleccion hecha para el grupo
en su totalidad.

Consistencia Débil de Perfiles (CDP). Una funcion de eleccion f satisface CDP sii para
todos uy, ug perfiles y toda agenda V', si f(u1, V)N f(uz, V) # 0 entonces f(uy, V)N [f(ug, V) C
flur ©ug, V) C fur, V) U flug, V).

Similar a la propiedad CFP, la propiedad CDP establece que el resultado de la interseccion
de ganadores de los dos grupos de individuos con sus preferencias individuales debe estar al
menos contenido dentro del resultado de la eleccidon sobre el grupo total y la del grupo total
en la unién del resultado de los subgrupos.

Propiedad K-P (KP). Dada una funcion (u —>=,) que asocia a cada perfil u un preorden
total >, decimos que esta funcion satisface la propiedad KP, si:

(i) Siax =y, Yy T =y, Yy, entonces & =, ou, Y-
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(il) Si T >y, Yy T 7y, Y, entonces T >y, ou, Y-
(il) Si T >y, Yy T >uy Y, €NLONCES T >4y oy Y-

Esta propiedad establece que si se tienen dos grupos de votantes con sus votos (dos perfiles) y
con respecto a las preferencias asociadas cada uno de ellos una alternativa x es preferida a otra
y, entonces la alternativa x es preferida a una alternativa y, y deben preservar esta relacion
de preferencia en la relacion asociada a la concatenacion de estos dos perfiles. En particular,
si una de las preferencias de uno de los perfiles es estricta, entonces en la concatenacion se
preserva esta relacion estricta.

Propiedad Débil K-P (KP*). Dada una funcion (u —>,,) que asocia a cada perfil u un
preorden total =, decimos que esta funcion satisface la propiedad KP*, si:

(i) Siax =y, yy T =y, Yy, entonces & =, ou, Y-
(il) Si T >y, Yy T >uy Y, €NLONCES T >4y oy Y-

Esta propiedad es similar a la anterior, excepto que la condicion (ii) es méas débil, pues
requiere en las hipotesis que la relacion sea estricta respecto a ambos perfiles.

Las propiedades CFP, CDP, KP KP* aparece por primera vez en los trabajos de S.Konieczny
y R. Pino Pérez, desde el punto de vista de la fusion logica, ver 23], [24], [25], y [26]

Propiedad de la Identidad (PI). Una funcion (u —*=,), satisface PI sii para un perfil
u = (1) (constituido por un solo elemento) se tiene =, =>1.

Aunque pareciera trivial, la propiedad PI es indispensable a la hora de obtener algunos
resultados; basicamente dice que si hay un so6lo votante, entonces el resultado de la eleccion
corresponde a la opiniéon de ese votante.

Propiedad de Pareto Indiferencia (PPI). Una funcion de eleccion social f satisface la
Propiedad de Pareto Indiferencia si se cumple la siguiente condicién:

VieN, zr~;y= f(u,{z,y}) = {z,y}.

3.5 Analisis de las nuevas propiedades

En esta seccion estudiaremos algunas interrelaciones entre las propiedades antes mencionadas
asi como algunas consecuencias de ellas.

La siguiente proposicion forma parte del folklore de la Teoria de Eleccion Social, y esencial-
mente caracteriza las funciones de eleccion social que satisfacen la propiedad de explicaciones
transitivas.
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Proposiciéon 3.1 Suponga que una funcion de eleccion f tiene FExplicaciones Transitivas y
es total. Para cada perfil u definimos =, de la siguiente manera:

Tz y =z € f(u{z,y})
entonces =, es el unico preorden que satisface f(u, V) = max(V, =,).

Demostracién. Veamos que es un preorden total. Para esto verifiquemos la transitividad;
Six >, yyy =, zentonces x =, z. En efecto, z =, ysiy solosiz € f(u,{x,y})yy =,z
siy solosiy € f(u,{y,z}). Como f tiene Explicaciones Transitivas, para cada u existe un
preorden total ! tal que para cualquier agenda V' € P(X) se tiene que

f(u, V) =max(V,) =, (3.1)

Como asumimos que x =, y y que y =, z entonces por definicion se tiene que = € f(u,{z,y})
vy € f(u,{y, z}); es decir, usando 3.1, que = =/, y y y =1 z. Asi, por transitividad de =/, se
tiene que x =/, z. De esto ultimo y de 3.1 tenemos que x € f(u, {x, z}); es decir, x =, z, por
definicion.

Veamos que la relacion es total. En efecto, como f satisface es total entonces f(u, {x,y}) # 0.
Luego siempre sucede que = € f(u,{x,y}) 6 y € f(u,{x,y}), es decir, z =, y 6 y =, =.
Veamos ahora que f(u,V) = max(V,>,) y que =, es el Gnico preorden con esta propiedad.
Para todo preorden total >/ tal que f(u,V) = max(V,>!), mostraremos que =/ =>>,.
Veamos las dos contenciones:

a.- Como x =, y, ¢ € f(u,{z,y}) esto implica que x € max ({z,y}, =), es decir z =/ y.

b.- Sean z,y € V. Supongamos z >/ y. Queremos ver x =, y. Como z >/ y se tiene
x € f(u,{x,y}) y esto implica, por la definicion de =, que x =, y.

La proposicion precedente nos permite decir que en presencia de explicaciones transitivas,
hay una tnica funcién u — >, que determina a f en el sentido de la siguiente ecuacion:

f(u, V) =max(V, =,)
En este caso simplemente diremos que u —>=,, es la funciéon que determina a f.

Teorema 3.2 Sea f una funcion de eleccion que satisface Fxplicaciones Transitivas y sea
u — =, la funcion que determina a f. La funcion u —>=,, satisface KP, si, y solo si, f
satisface Consistencia Fuerte de Perfiles.

Demostracion.

(=) Supongamos que f cumple con Explicaciones Transitivas y supongamos ademéas que
u — >, satisface las propiedades KP.

Queremos ver que f satisface la propiedad de Consistencia Fuerte de Perfiles. Para esto, sean
uy, ug perfiles y una agenda V' C X, tales que f(ug, V)N f(ug, V) # 0.

Queremos ver que f(u; ® ug, V) = f(u1, V)N f(uz, V). Demostremos la doble contencion:
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(a) Veamos que f(u; ® uz, V) C f(u1, V)N f(ug, V). Sea x € f(uy ® ug, V'), es decir
T " uwou Y, VyeV (3.2)

Sabemos que Jxy € f(uy, V)N f(uz, V). Razonemos por el absurdo. Supongamos que
x & flu, V)N f(ug, V), es decir x & f(uy,V) 0 = ¢ f(uz, V). Hay dos casos:

(a.1) Supongamos que = & f(u1, V). Como >=,, y =, son totales y xy es maximal con
respecto a ambos, necesariamente

ToZuy T Y Lo Zuyy T

pero ademads zg >, x. En efecto basta ver que x %#,, zo. De lo contrario, Vy € V
T =y, To =y, Y- Esto implica que x € f(uy, V), lo que es una contradiccion.

Ast g >y, © y o =y, ¥, de donde se tiene, usando KP (ii), que 2o >y, 0u, Z, lO
que contradice el hecho de que ocurre (3.2).

(a.2) El caso en que x ¢ f(ug, V) es analogo. Usando KP (iii) en vez de KP ii.

(b) Veamos ahora que f(u; ® ug, V) 2 f(ug, V)N fu, (V). Sea x € f(uy, V)N f(ug, V), es
decir
TZu Yy T Y VyeVv.

Luego por KP (i), se tiene @ =, 00, ¥ Yy € V. Asi x € f(u; ®uy, V).
(<=) Sean wuy, uy dos perfiles cualesquiera.  Debemos ver que se cumplen:
(1) Siz =y, Yy T =y, Yy, entonces & =y ou, ¥ Y,
(i) Siz >y, Yy & =y, Yy, entonces & =, ou, Y-
(iii) Siz >y, Yy T =y, Y, entonces T =y, cu, Y-
Sabemos que f cumple con CFP, es decir
Vurus, WV C X, [fun, V)0 f, V) £ 0 = Fun, V)0 fu, V) = f(un &, V)],

Ademas sabemos que f satisface ET y usando 4.1, podemos decir que = € f(u, {z,y}) <
T =y Y. Supongamos T =, Yy y T =y, y. Entonces z € f(uy, {x,y})y x € f(ug,{z,y}). Por
lo tanto = € f(uy,{z,y})N f(u2, {z,y}). Luego por CFP, x € f(u; ®ug, {x,y}), de donde se
tiene & >y, ou, Y. Esto prueba (i).

Ahora supongamos = >=,, yy T =, y. Entonces z € f(uy,{z,y}), v & f(ui,{z,y}) y
x € f(ug, {x,y}). Asi, {x} = f(u1,{z,y}) N f(us,{z,y}). Usando CFP se tiene que f(u; ®
ug, {x,y}) = {z}, es decir; & =y, 0u, y. Esto prueba (ii).

La prueba de (iii) es similar.

Asi concluimos la demostracion del teorema. |

Teorema 3.3 Sea f una funcion de eleccion que satisface Explicaciones Transitivas y sea
u ——>y la funcion que determina a f. La funcion u — =, satisface KP*, si, y sdlo si, f
satisface Consistencia Débil de Perfiles (CDP).
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Demostracién.
(=) Supongamos que f satisface ET y que u —— >, satisface KP*, es decir

(1) Siz =y, Yy T =y, y, entonces T =y, ou, Y-
(il) Si T >y, Yy T >uy Y, €NLONCES T >4y oy Y-

Debemos ver que si f(uy, V) N f(ug, V) # 0 entonces

f(ub V) N f(UQ, V) C fu1®u2(v) - f(ul, V) U f(uQ’ V)

Veamos que f(ug, V)N f(uz, V) C fuou (V). Seax € f(u, V)N f(ug, V), luego x € f(ug, V)

v x € f(ug, V), esto quiere decir, que para todo y € V| se tiene que = =, yy = =, y. Luego

por KP*(i), se tiene que x >, ,0u, ¥ para todo y € V. Asi z € f(u; ® ug, V).

Veamos que f(u; ©® uz, V) C f(u1, V) U f(ug, V). Sea z € f(u1 ® ug, V), luego = =y, cu,

y, Yy € V. Como f(uy,V) N f(ug, V) # 0, se tiene que existe o € V tal que, para todo

yeV,ZoZu Yy To Zuy Y-

Supongamos que x & f(u1,V) U f(uo, V), es decir, x &€ f(u1,V) y x &€ f(ug,V), asi en

particular, zy satisface que zg >=,, © y ¢ >, x. Luego por KP*(ii) zo >u,0u 2, lo que

contradice el hecho de que z € f(u; ® ug, V).

(<=) Supongamos que la funcion, u — >, tiene satisface Consistencia Débil de Perfiles.
Sean u1,us dos perfiles cualesquiera y sea V = {x,y} . Debemos ver que

(1) Siz =y, YV T 7y, U, €DLONCES T 7oy uy Y-
(il) Si T >y, Yy T >uy Y, €NLONCES T >4y oy Y-
Como f tiene ET entonces, y en virtud de la Proposicion 4.1, podemos decir que
z € f(u,{z,y}) <=z =, y.

ASi) como x tu1 yy <o tuz Y, se tiene que r € f(u1>{$ay}) y T e f(u2,{x,y}) Luego
z € f(ur, {x,y}) N f(ug, {z,y}). Por lo tanto, por CDP, se tiene x € f(u; ® ug,{z,y}), es
decir & >y, ou,-

Como & =, y y & -, y se tiene que {z} = f(ur, {z,y}) y {x} = f(uz, {z, y}), de donde,

{z} = fur, {z,y}) N fluz, {z,y}). Ademas {a} = f(ur, {z,y}) U f(uz,{x,y}). Asi, usando
CDP podemos decir que

{ZL’} = .f(ub {ZL’, y}) N .f(u2> {ZL’, y}) C .f(ul © ug, {ZL’, y}) - f(ub {ZL’, y}) U f(u2> {ZL’, y}) = {ZL’}
de donde tenemos que f(u; ® ug, {x,y}) = {z}, es decir, z =y, 0u, V-
Las siguientes dos proposiciones tienen una prueba inmediata:

Proposicion 3.2 Si una funcion f satisface Consistencia Fuerte de Perfiles entonces [ sat-
isface la propiedad de Consistencia Débil de Perfiles.

Proposiciéon 3.3 Si una funcion (u —>,) que asocia a cada perfil uw un preorden total =,
satisface KP entonces f satisface la propiedad de KP*.




Capitulo 3. Funciones de eleccién social y propiedades 33

Lema 3.1 Sea v/ ——>, una funcion que a cada perfil u' asocia un preorden total >, .
Supongamos que para cualesquiera uy, us perfiles, esta funcion satisface la propiedad (i) de
KP, es decir,

ST tu1 yyx tuz Y, entonces tu1®u2 Y (1>

y ademds satisface la Propiedad de la Identidad (PI)). Sea u = (=1, ,>,) tal que x =; y
parai=1,--- ,n. Entonces x =, .

Demostracion. Aplicamos induccion sobre n. Para n = 1 es inmediato en virtud de PI.
Supongamos que es cierto para n = k, probemos que es cierto para n =k + 1.

En efecto. Sea uw = (=1, -+, >k, =k+1). Consideremos u; = (=1, -+, =) vV s = (Zgy1)-
Es claro que u = u; ® us. Como para n = k y n = 1 se satisface el resultado, se tiene que
T 7y YY T =y y. Asipor (1) se tiene que & =y, 0w, Y, €s decir, z =, y. [ |

La proposicion siguiente formaliza una afirmaciéon hecha en los trabajos de S. Konieczny y
R. Pino Pérez [23|. Ellos afirmas que la propiedad KP es una generalizacion de Pareto.

Proposicion 3.4 Si una funcion u' — >, satisface la Propiedad KP y ademds =, satisface
la Propiedad de la Identidad, entonces la funcion de eleccion definida por >, satisface la
Propiedad de Pareto Fuerte.

Demostracion. Sean N = {1,2,--- n}, V una agenda, u = (>=1,---,>,) un perfil y =, el
preorden total asociado a u. Supongamos las hipotesis de Pareto Fuerte, es decir,

a) VieN, z =y,
b) 3j € N tal que z >; v,
c) xeV.

Consideremos u; = (>=1,---,>;-1), u2 = (>5), v ug = (=j11,--,>5). Es claro que
U=u; ©uy ® us.

Sea f la funciéon determinada poru — >, es decir, f(u, V) = max(V,>,). Por el Lema 3.1,
la hipotesis (a) y por definicion de u,, se tiene que = =,, y. Pero ademas en virtud de Pl y
por definicién de uy se tiene que x >, ¥.
Luego por la Propiedad KP(ii) se tiene que x >, o, y. Por otra parte, de nuevo por Lema
3.1, la hipotesis (a) y por definicion de ug se tiene que x =, y, asi de nuevo en virtud de la
Propiedad KP(ii) se tiene que = >, cucus Y, s decir, x =, y. Luego y & f(u, V).

| |
Mas adelante veremos que la condiciéon PI es necesaria para obtener la obtener la proposicion
precedente.
Usando una técnica de prueba similar a la del resultado precedente se puede probar lo sigui-
ente:

Proposicion 3.5 Siuna funcion v’ — >, satisface la Propiedad KP* y ademds =, satisface
la Propiedad de la Identidad, entonces la funcion de eleccion determinada por u' +——>=
satisface la Propiedad de Pareto Débil.
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Se pudiera, a primera vista, pensar que un resultado inmediato seria en siguiente hecho: Si
una funcion de eleccion f satisface la propiedad de Pareto Fuerte y Explicaciones Transitivas,
entonces f satisface la Propiedad de la Identidad. Sin embargo, tal afirmacion no es cierta.
Para ver esto consideremos lo siguiente. Sea >* un orden lineal sobre X. Definamos una
funcion que a un preorden total = le asocia un orden lineal =!, (=——>!), que cumple lo
siguiente:

e Si z >y, entonces z = 7.

e Siz ~y con x #y, entonces x = y si, y solo si z >* 1.

Ahora definimos la funciéon de eleccion social f determinada por u — >, de manera tal que
=.= (=1)". En esta construccién se verifica que f determinada por u s>, cumple ET, PF
y D pero claramente no cumple PI.

Proposicion 3.6 Si una funcion de eleccion social satisface PD, ET y PPI, entonces [ sa-
tisface PI.

Demostracion. Sea u = (1) un perfil de un solo elemento. Como f satisface ET, consi-
deremos la funcion que determina a f, u ——>,; es decir, f(u,V) = max(V, >,). Queremos
ver que f(u,V) = max(V,>); es decir, x =1 y <= x =, y. Veamos la doble contencion.
Supongamos que x >~ ¥y, es decir x > y 6 x ~1 y. Si x > y entonces por PD se tiene que
y & f(u,V); es decir, y € max(V,*=,) lo que implica que x >, y. Ahora bien, si z ~; y,
entonces por PPI se tiene que {z,y} = max({z,y},>.), lo que implica que = ~, y. Veamos
la otra contenciéon. Supongamos que x >, y y supongamos que x /1 y, es decir que y =1 .
Como f satisface PD entonces x ¢ max(V, >=,), lo que contradice el hecho de que z =, y. 1

3.6 Funciones de Eleccién que cumplen las nuevas propiedades

Definiremos funciones de eleccion a partir de una distancia entre las alternativas y analizare-
mos cuales de las nuevas propiedades son satisfechas. Es bueno notar que estas funciones son
estudiadas desde otro punto de vista como lo es la fusion logica, ver |23, 24, 25, 26].

Sea d : X? — N una distancia. Esta distancia se extiende a una funcion d* : X x P*(X) —
N de la siguiente manera:

d*(x, A) = min{d(z,y) : y € A}.
Recordemos que X es finito y en consecuencia d* esta bien definida. V(P(X)) denota el

conjunto de vectores finitos de P(X).

Definicion 3.3 Definimos la distancia- entre un elemento de X y un un vector finito de
P(X) de la siguiente manera:

4= X x V(P(X)) — N
(e p) = D d' (@, A)

Aep




Capitulo 3. Funciones de eleccién social y propiedades 35

Dado un perfil u = (=1, -+, =) se le puede asociar un elemento p, € V(P (X)), llamado el
conjunto de preferencias principales, de la siguiente manera:
pu = ({max(z1)}, -, {max(zy)}) (3-3)

Se le puede asociar a un elemento p € V(P (X)) un perfil u,, como describimos a continuacion:

Observacion 3.1 d* permite construir preferencias de la siguiente manera: Sea A C P(X),
se construye = o un preorden total de la manera siguiente:

xrmay <= d(z,A) <d(y,A)

Observacion 3.2 Dado un vector de P(X) p = (Ay,---,Ax), de la observacion anterior
podemos construir un perfil u, = (=4, -, = 4,)-

Definicion 3.4 Un perfil u es d—consistente si uw = u,,, es decir, si u = (=1,>2,- -, >p)
entonces u = u,, donde p, = (max(=y), - max(=,)).

Ejemplo 3.2 Sea X = {0,1}", es decir, los elementos de X son vectores de ceros y unos de
tamano n. Consideremos la distancia de Hamming.

Sean X ={(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,0,0),(1,1,1),(0,1,1)}, A; = {(1,1,0)}
y As = {(1,1,0)(0,0,0)}. Consideremos los perfiles u y ', de tamano dos, de la siguiente
manera:

(1,1,0) (1,1,0)(0,0,0)
(0,1,0)(1,0,0)(1,1,1)_(0,0,1)(0,1,0)(1,1,1)(1,0,0)
| 1,0,1)(0,0,0)(0,1,1) (0,1,1)(1,0,1)
“= (0,0,1)
T T
= A Ay
(1,1,0) (1,1,0)(0,0,0)
(0,1,0)(1,0,0)(1,1,1) (1,0,0)(1,0,1)(0,1,1)
, | (1,0,1)(0,0,0)(0,1,1)  (0,1,0)(1,1,1)
v (0,0,1) (0,0,1)
T T
=A, =y

El perfil u es d-consistente, mientras que el perfil u' no lo es. En efecto, para =y, los
vectores (0,0,0), (1,1,0) aparece en el tercer nivel y en el nivel dos aparece el vector (1,0, 1)
que difiere en dos coordenadas de los de los vectores (0,0,0), (1,1,0). es decir no estin a
distancia minimal.

Ahora se define => asociado a un perfil d-consistente u:

z iz y = d”(z, pu) < d7(y, pu).

Observacién 3.3 Es ficil ver que =% es un preorden total, pues estd definido por una fun-
cion de rango en los numeros naturales.
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3.7 La funcién f*>

Definicion 3.5 Sean X = {x1,---,x,}. Para cada elemento =; de un perfil u = (=
o =m) definimos una funcién de rango v (z) : X — R que satisface lo siguiente:

r(@) 2 r(y) =2 =iy

Dado un perfil u, asignamos un rango global para cada elemento v € X de la siguiente
manera:

Ahora bien, dado un perfil u podemos definir u — =% tal que
=2y =, (z) > 1u(y).
Ahora podemos definir la funcion f= como la funcion de eleccion asociada a ==, es decir,

v

fZ(u, V) = max(V, tf)

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Sea X = {xg, -, 215} un congunto de dieciséis alternativas y N = {1,2,3,4}
cuatro votantes.
Codifiquemos las alternativas de la siguiente manera:

2o = (0,0,0,0) 21 =(0,0,0,1) x5 =(0,0,1,0) x5 =(0,0,1,1)
2y =(0,1,0,0) x5 =(0,1,0,1) x=(0,1,1,0) 7= (0,1,1,1)
zs = (1,0,0,0) 1z =(1,0,0,1) 0= (1,0,1,0) =y, =(1,0,1,1)
1’12:( ,1, ,O) 1’13:( ,1, ,1) I14:(1,1,1,0) I15:(1,1,1,1)

Sea u = (=1, 79,73, >=4) un perfil d-consistente, tal que el vector de preferencias principales
asociado p, = (max(>=1), - ,max(>4)) viene dado de la siguiente manera:

max(>1) (1,1,1,1),(1,1,1,0)} max(>»)
max(>3) = {(0,0,0,0)} max ()

= { —
= { —
Sea V = X \ {(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0)} y para cada i = 1,--- .4, sea
A; = max(=;). Veremos que fZ(V) = {(1,1,1,1)}. Para ello usaremos la siguiente tabla,
donde en la primera columna tenemos las alternativas, en las entradas de las siquientes
cuatro columnas tenemos la distancia de cada alternativa a cada A; y en la dltima, la dis-
tancia al multiconjunto correspondiente (la suma de las cuatro entradas precedentes de la fila

en cuestion). El resultado consiste en el conjunto de alternativas que minimizan la dltima
columna.
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Asi, F2(V) = {(1,1,1,1)}.
Ahora nuestra meta es ver cuales propiedades satisface f* restringida a los perfiles d—consistentes.

3.7.1 Analisis de la funcién f* restringida a los perfiles d—consistentes.

Es importante notar que esta funcion cumple con Explicaciones Transitivas, pues f> esta
definida a partir de =7.

Veamos a continuacion, mediante los siguientes resultados, las ventajas que nos produce
trabajar restringiendo esta funcion a los perfiles d—consistentes.

Proposicion 3.7 La funcion u —=>, satisface la propiedad KP.

T wu

Demostraciéon. A fin de hacer la prueba mas amena la demostracion consideremos, sin
perdida de generalidad, u; = (=1, -+, =) ¥y u2 = (Z=pt1,"*, =m) dos perfiles. Ahora bien,
el perfil concatenado u; ® us tiene tamano m y lo podemos expresar asi: u; ® uy = (>
) tm tn-ﬁ-l) im)

Recordemos que
v =y y == () 2 1u(y)

donde r,(z) = Z rl(x).

En primer lugar veamos que si ti Yy x EEQ y entonces x ia@n y. Esto es equivalente a
[ruy (2) 2 rws W] A [ruy (2) 2 1y (Y)] = Py ous (2) 2 70w (Y) (3.4)

y esto ultimo es una consecuencia de la siguiente afirmacion.
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Afirmacion: 7y, o, (x) = 7y, (z) 4+ ru,(z). En efecto.

t

Tu1Ous (SL’) = Z Tu1Oug (SL’)

k=1
n m

= Zru1®u2(x>+ Z Tm@m(x)
k=1 k=n+1

= 74 (T) + 7y, (2)
Ahora bien, de las hipotesis de 3.4 y por monotonia de la adicion, se tiene
Ty () 4 Ty (T) 2> 70y (Y) + 70 (y)

luego, por la afirmacion, 7y, ou, (2) > Tu,eu (), por lo tanto « =% o .

En segundo lugar veamos que si x >—§1 yy<x ti y entonces x >—§1®u2 Y.
Esto es equivalente a

[Tuy (2) > Tuy (Y] A [Pun (2) 2 70y (2)] = Tugous (T) > Tuyous (Y) (3.5)

Pero esto es claro, pues de las hipotesis de (3.5) y por monotonia estricta de la adicion, se
obtiene ry, () + 1y, (@) > 1y, (y) + 74, (y), luego, por la afirmacion

Turouz (T) > Tuyous (V)

por lo tanto z >§u1@pu2 Y.
La tercera propiedad de KP se prueba de manera analoga a la propiedad precedente.
| |

De los Teoremas 3.2, 3.3 y de las Proposiciones 3.2, 3.3, se tiene que esta funciéon de eleccion
social f* satisface las propiedades de Consistencia Fuerte de Perfiles, Consistencia Débil de
Perfiles, y KP*.

Proposicién 3.8 La funcion u —=> satisface la Propiedad de la Identidad.

Demostraciéon. Sea u = (=1). Luego

Asi =E=>,. |

Proposicion 3.9 f* restringida satisface Pareto Fuerte.
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Demostracién. Sea u un perfil y =2 el preorden asociado a u. Por el Lema 3.8 de tiene que
u —>=> satisface la Propiedad de la Identidad; ademés por la Proposicion 3.7 la funcion

u —>=> satisface la Propiedad KP.
Luego por la Proposicion 3.4 se tiene que f* satisface la propiedad de Pareto Fuerte. |

Claramente como la suma es conmutativa la funcién f* satisface anonimato. Como conse-
cuencia de esto f* es no dictatorial.

En el cuadro siguiente resumimos los resultados del anilisis de f>.

ET | PF | CFP | CDP | KP | KP* | PI | A | ND
v |V v v v v [ VIV Y

Demostraremos que si repetimos cierta cantidad k veces un mismo preorden (voto), entonces
el resultado de la eleccion esta sujeto a la preferencia es ese preorden. En este sentido,
sobre preferencias estrictas, la funcion f* tiene un comportamiento que refleja un aspecto
mayoritario. Esto se expresa con precision en la proposicion 3.10.

Definicion 3.6 Dado un preorden =, definimos (=)*, como

DreAzomolox
k—;;ces

Proposicion 3.10 Sea X un conjunto finito de alternativas. Para todo preorden total (>),
y para todo perfil u, existe un k € N tal que para todo k' > k se tiene que

stx >y entonces x >§®(>)k/ Y.

Demostracion. Sean {(z;,v;)},_,, el conjunto de todos lo posibles pares de alternativas
tales que x; > y;. Sean {max(>)} = A,y pu = (Ay,---,A,) donde cada A; = {max(>;

)}, i =1,---,n, y ademas consideremos u' = u® (=)*, con py = | A,--+, An, A, -+ A
———

k’—veces

Fijemos un par (z;,y;). Luego

n

(zj,p0) =Y Az, A)=a vy d(y;p0) =Y d(y;, A;) =b.
i—1 i=1
Por otra parte d*(z;, py) = Y, d*(z;, A;) —I—Zf;l d*(z;,A) = a+Kk'd*(x;, A), andlogamente
d*(y;, pur) = b+ Kd*(y;, A)..

Ahora como (>) es d—consistente y x; < y;, se tiene que d*(z;, A) < d*(y;, A). Asi tenemos
que
d*(xj, pur) = a+ K'd* (x;, A) y d"(y;, pu) = b+ K" (y;, A).
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Ambas expresiones se pueden ver como funciones lineales (rectas) en k', donde la pendiente
de la primera es estrictamente menor que la pendiente de la segunda.
Por lo tanto, existe k; € N tal que para todo k' > k; se tiene que

a+ K (a;, A) < b+ Kd (y;, A).

Definamos k = max{ky, - ,k,} ysea ¥ > kyu = u® (=)". Luego, si + = y, entonces
existe j € Ntal que v = z; y y = y;. Asi

&= (), puw) = a + K'd"(z;,A) <b+Kd (y;, A) = d*(y;, pu)

de donde se tiene que x >_§®(z)’“’ Y.

3.8 La funcién f¢Me

Comenzaremos dando mas definiciones preliminares:

Definiciéon 3.7 Sea D un conjunto formado por vectores de dimension finita cuyas entradas
son elementos de un conjunto ordenado. Definimos la funcion |: D — D, que ordena los
vectores de manera decreciente, como sigue:

\lf ('Ula"' 7'Un) = (Ukp'” 7'Ukn)7 donde Uk, Z (P p(”“ai: 1? 7n_1 ) {Ukp”' avkn} = {'Ula"'

(La 4ltima igualdad como multiconjunto).

Observacion 3.4 Note que siv y w son dos vectores finitos, entonces | (vOw) =] (wOw).

Definicion 3.8 Sea p = (A, -+, Ax) un conjunto de preferencias, y sea v € X, definimos
ANz, p) =L (d* (2, Av), - d (2, Ay)) -
Para la siguiente definicion consideremos el orden lineal <; de la definicion 2.15.

Definicién 3.9 Sea u un perfil y sea p, = (Ay,-- -, Ax) el vector de preferencias, asociado a
u. Definimos =M% yn preorden total asociado a u, de la siguiente manera

1§y e 0 (5, p) < 4Oy, ),

Asi dada una agenda V- C X podemos expresar una funcion de eleccion de la siguiente

manera:
fGMax(u’ V) — max (‘/’ EEMMC)
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Proposicion 3.11 La relacion =M% es un preorden total.

Demostraciéon. Es inmediato pues <; es un orden lineal.

Ejemplo 3.4 Sea X = {(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,0, 1), (0,0,0), (1,1,1), (0,1, 1)},
d la distancia de Hamming y u = (=1, =2, =3) un perfil dado por:

( (0’07 1) (1’070) (1’070)
(1,0,1)(0,0,0)(0,1,1) (1,0,1)(0,0,0)(1,1,0) (1,0,1)(0,0,0)(1,1,0)
u— 4 (0.10)(1,0,0)(1,1,1) (0,1,0)(0,0,1)(1,1,1) (0,1,0)(0,0,1)(1,1,1)
(1,1,0) (0,1,1) (0,1,1)
) ) )
L =1 =2 =3

Sea py = (A1, Aa, A3), donde Ay = {(0,0,1)}, Ay = {(1,0,0)} v A3 = {(1,0,0)} el perfil
asociado a u, y consideremos V = X. Observando, mediante la tabla, el comportamiento de
la distancia podemos concluir que

qumax(X) = {(0’O>0)a (1>0’ 1)}

Al A2 A3 dGMax
0,000 1 | 1] 1] (1,1,1)
0,0,1) 0 | 2| 21 (220)
0,1,1) | 1| 8| 8] (3,31
0,,00| 2| 21| 2| (222
(L,o,1) | 1 | 1| 1| (1,1,1)
(1,1,0) | 3| 1| 1| (811)
(1,0,0) | 2 | 0| 0| (200)
(LLL) | 21| 2| 2] (222

Analicemos a continuacion las propiedades para la funcion f&mez,

3.8.1 Analisis de las propiedades para la funcién f¢e

Comencemos notando que f&M9% esta definida a partir de un preorden total =% por lo
tanto satisface Explicaciones Transitivas.

Para hacer la notacion menos pesada denotaremos v ® (a) por v ® a.

Lema 3.2 Sean v = (v, ,v,) y w = (wy, -+ ,w,) dos vectores cuyas componentes son
numeros naturales.

(i) Sil (v) <1l (w) entonces | (v©®a) <; | (w®a), donde a € N
(ii) Sil (v) <) (w) entonces | (v©a) < | (w®a), donde a € N
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Demostraciéon. (i)  Sin pérdida de generalidad supongamos que v =} (v) y w =} (w).
Como v <; w, entonces por la definicion 2.15 se tiene que

Ji < n tal que v; <w; y Vj <1 se tiene v; = w;.
En virtud de lo anterior podemos escribir
v= (v, 0-1) © (V) © (Vigr,,0n), YW= (w1 wim1) © (W) © (Wig1, -+, W)

Veamos los casos, donde pueda aparecer ubicado a. Usaremos la siguiente notaciéon: Para la
i-ésima componente de | (s) es denotada | (s);
Caso 1: Si a > v;_1 tenemos que:

Fwoa) =] (0 0i0,0) ©(0) © (Vigr, -+ 00), ¥

b (woa)={ (wy- - wisi,a) © (W) © (Wi, 5 wy)
Luego por la definicion 2.15, claramente | (v ® a) <[] (w ® a), ya que

\lf (Uh s, V-1, CL) :J/ (wh s, Wi, CL).
Caso 2: Si v;_; > a > v; tenemos que:

Fwoa) = (v, 0i1) ©(a) © (i) © (Vigr, -+, 0n), (1)
sia>w; L(woa)=(wy- - ,wi_1)®(a)® (w;) @ (wigq1,- -, wy) (II) o bien,
sia < w; i (w ® CL) = (w1 18 ,wi_l) ® (w2)® \L (U)H_l, o= ,wn,a) (][I)
Cuando se cumple (I) y (II) la primera componente donde difieren es en i + 1, es decir
i, ('U ©) CL)Z'_H =0; < W :i, (w O) CL)H_l,

donde | (v®a)i11 y | (w® a);;1 denotan a las componentes i + 1 de los vectores | (v©a) y
1 (w ® a) respectivamente. Luego, de nuevo por la definicion 2.15, se tiene que | (v ® a) <,
L (w©a).

Cuando se cumple (I) y (III), la primera componente donde difieren es en i, y se tiene

Lwoa=a<w =) (woa),

asi | (vOa) < | (wea).
Caso 3: Si a < v;, tenemos que a < w; y

\l/(/U@a) = ('Ulg"' 7Ui)®\l/(vi+17”' 7U1’L7a)7 y
Fwoa)=(w, - w)O 4 (Wig1, -+ wy, a)

Luego la primera componente en que difieren es 7, es decir
L(v@a)i:vi < w; :\l, (U)@CL)Z',
Asil (vOa) < | (wea).

La propiedad (ii) se deduce inmediatamente de (i) y de la definicion 2.15. i
Un corolario del del lema precedente es el siguiente.
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Corolario 3.1 Sean v,v" y w wvectores de nimeros reales tales que v y v' tienen la misma
dimension. Entonces

(i) sil (v) < ) (V), entonces | (vOw) < | (v Ow)
(ii) sil (v) <) (v), entonces | (v O w) < | (VO w)

Demostracion. Demostraremos (i) (la prueba de (ii) es analoga). Para ello procedemos
por induccion en n la dimension de w. Primero supongamos que w = (a1). Entonces por el
lema 3.2, parte (i), se tiene que | (v ©® a1) <; | (v ® a1), es decir | (v O w) <; | (v © w).

Supongamos ahora que (i) es cierto para vectores w’ de longitud n. Seaw = (ay, -, Gp, Gpi1)
y consideremos w’ = (ay,---,a,). Por hipétesis de induccion | (v @ w') <; | (v © w') y
por el lema 3.2, parte (i), se tiene que | (v ©@ W' ® apy1) < 4 (V @ W ® ay41), es decir,
Lwow) < | (Wow). |
Proposicién 3.12 Sean v = (vy, -+ ,v,), V' = (v],---,v,), w' = (W), - ,w,) y w =
(wy, -+ ,wy) vectores cuyas componentes son numeros reales.

G) Sil@ <L) y L) <)), entonces | (vow) < | (o ©w)
(ii) Sid (v) < b (V) y o L (w) < d (W), entonces | (v Ow) < | (V' ©w').

Demostracion. Vamos a demostrar (ii) (la demostracion de (i) es analoga).
Suponga que | (v) <; | (v') y L (w) <; 4 (w"). Por el corolario 3.1 (parte (i)) se tiene que

L(wov) <l (W o) (3.6)
Por el corolario 3.1 (parte (ii)) se tiene que
Lwow) < | (o) (3.7)
Pero por la observaciéon 3.4 se tiene que
Lwow =lwov) y L ov)=1oow)
Asi, de (3.6) y (3.7), por transitividad se tiene que

Lwow) < (o)

Como corolario de la proposicion 3.12 se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 3.13 La funcion u — =M satisface la propiedad KP.

De los Teoremas 3.2, 3.3 y de las Proposiciones 3.2, 3.3, se tiene que esta funcion de elecciéon
satisface las propiedades de Consistencia Fuerte de Perfiles, Consistencia Débil de Perfiles, y
KP*.
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Proposicion 3.14 El preorden =M gsociado a perfiles d—consistentes, satisface la Propiedad
de la Identidad.

Demostracion. En efecto. Sea u = (>=;) un perfil d—consistente. Sea p, = (A;) donde
A; = max(>;). De las observaciones 3.1 y 3.2 podemos construir u,, = (>4,). Como u es
d—consistente se tiene que >;=>4,. Luego

g =My e | (d*(, AL)) <id (d"(y, AY))
= T A YSST Y.

Asf =GMaz—
[ |

Observacién 3.5 Por la proposicion anterior se tiene que la funcion u — =M% satisface
la Propiedad de la Identidad y ademds por la Proposicion .13 la funcion u —=5Ma% sqtis-
face la Propiedad KP. Luego por la Proposicion 3.4 se tiene que f&M% satisface la propiedad
de Pareto Fuerte.

Notemos que, si v es un vector de niimeros reales y v" es un vector obtenido como permutacion
de v, entonces

L) =1 (V)

Como consecuencia de esto tenemos la siguiente observacion:

mea:c

Observaciéon 3.6 La funcion satisface anonimato y por lo tanto no puede ser dicta-

torial.

fGMax

Veamos el resultado del anélisis de restringida a perfiles d-consistentes mediante la

siguiente tabla.

ET | PF | CFP | CDP | KP | KP* | PI | A | ND




CAPITULO 4

El Teorema de manipulabilidad

Dentro del estudio de la teoria de eleccion social es inevitable no toparse con el problema
de la manipulabilidad de mecanismos de eleccion. Para nosotros estos mecanismos no seran
mas que los esquemas de voto, funciones de eleccion social o funciones de bienestar social.
El problema de la manipulabilidad, en palabras simples, plantea cuando puede existir una
situacion de manipulabilidad. Pudiera pensarse que en el proceso de eleccion existe un indi-
viduo manipulador o pudieran existir varios. Nosotros atacaremos el problema so6lo cuando
hay una situacion de manipulabilidad con un s6lo individuo que manipula.

Los resultados importantes con respecto a este tema plantean que que bajo ciertas propiedades
los mecanismos de eleccion son vulnerables a la manipulabilidad o bien tienen un dictador.

Con el fin de que este trabajo sea autocontenido exponemos en este capitulo la prueba del
teorema de manipulabilidad para esquemas de votos que son funciones univaluadas (como lo
veremos méas adelante). Hemos escogido exponer la prueba original de Gibbard [21], por su
simplicidad.

En este capitulo, las letras u, s, v, w, t representaran perfiles y u;, s;, v;, w;, t; represen-
taran relaciones modulares sobre X y V representara el conjunto de las posibles salidas. P
denota el conjunto de todos los preordenes totales sobre X y P™ denota los perfiles de tamano
n.

4.1 Manipulabilidad sobre esquemas de voto

Comenzaremos formalizando lo que es una situaciéon de manipulabilidad para funciones de
eleccion particulares. Estas funciones de eleccion son conocidas como esquemas de voto, cuya
caracteristica principal es que son funciones univaluadas. Esto lo formalizamos en la siguiente
definicion.

Definicién 4.1 Una funcion g que asigna a cada elemento u = (uq,- - ,u,) € P" una alter-
nativa, la llamaremos Esquema de Voto o Funcién de Juego. Es decir, g : P* — X.

45
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La siguiente definicion es técnica o establece una nueva notacion; es decir, simplemente
formaliza el hecho de que dado un perfil podemos cambiar una de sus entradas y obtener un
nuevo perfil.

Definicion 4.2 Dado un perfil u = (uy, -+ ,ug, -+ ,u,) y un preorden total =, podemos
definir un nuevo perfil u[= /k| como el perfil que resulta de reemplazar en la k-ésima coor-
denada de u por >=. Mas precisamente:

u[t /k] - (Ul,' c, Uk—1, t?uk‘-i-l)' T ,Un).

Las siguientes propiedades seran necesarias para establecer el resultado de manipulabilidad
segin Gibbard - Satterhwaite |21, 31].

Dominio Estandar Gibbard Un esquema de voto g satisface la propiedad Dominio Estdn-
dar Gibbard si, | X| >3, |N| > 3 y para cada x € X existe u € P" tal que g(u) = {z}.

En la propiedad de Dominio Estddar Gibbard establece que el conjunto de candidatos y del
individuos o votantes tengan al menos tres elementos, y por simplicidad exigimos que g sea
sobreyectiva. En realidad Gibbard exige una condiciéon menos fuerte: que el rango de g tenga
cardinalidad mayor o igual a 3.

Dictador Gibbard Un individuo k € N es un dictador Gibbard para un esquema de voto g
si, para cada x € X existe un preorden =* tal que para todo u se tiene g(u[>~* /k]) = .

La nocion de dictador para un esquema de voto traduce el hecho que un individuo (dictador)
impone al candidato que desee en el resultado de la eleccion.

La siguiente definicion formaliza el concepto de manipulabilidad para esquemas de voto.

Definicion 4.3 Diremos que un esquema de voto g es manipulable si existen k < n, u =
(=1, , =), y =€ P tales que

g(ul= /K]) = g(u),

donde =, es la relacion modular estricta asociada a > ,.

La definicion anterior quiere decir que si el individuo k, que tiene preferencia >j, miente
colocando otra preferencia =, obtendra un resultado que es estrictamente mas favorable para
lo que él desea realmente expresado mediante su preferencia >.

Las siguientes definiciones son de suma importancia para establecer resultados previos que
seran las herramientas claves para la demostracion del Teorema 4.1

Definicion 4.4 Diremos que =* es >-dominante para un individuo k ssi para todo u € P™
se tiene que

g (u[=" /k]) = g(u).
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La definicion anterior dice que un individuo £ tiene un preferencia dominante >* con respecto
a una preferencia >, si al cambiar su preferencia por >=* obtiene mejor resultado con respecto
al preorden >.

Definicion 4.5 Un esquema de voto es trivial si para cada k € N y todo preorden total =
eriste un =* que es >-dominante para k.

El resultado principal en los trabajos de Gibbard - Satterhwaite ([21], [31]) es el siguiente:

Teorema 4.1 St un esquema de voto g satisface Dominio Estindar Gibbard, entonces g tiene
un Dictador Gibbard o g es manipulable.

Es importante resaltar que este teorema establece que para que un esquema de voto sea
manipulable o tenga un dictador basta que cumpla con la condicion de dominio estandar
Gibbard. Esto dice que los esquemas de voto son sensibles a ser manipulados; pues, clara-
mente cada esquema de voto g que satisface Dominio Estandar Gibbard que no es dictatorial,
es manipulable.

El siguiente Teorema lo enunciamos para presentar inmediatamente la demostracion del Teo-
rema 4.1 pero posteriormente serd demostrado.

Teorema 4.2 Si g es un esquema de voto que satisface Dominio Estandar Gibbard y ademds
es trivial, entonces g es dictatorial.

A continuacion demostraremos el Teorema 4.1.

Demostracién. Supongamos que g es un esquema de voto y es no dictatorial. Entonces,
por el Teorema 4.2, g es no trivial. Asi, existe algun k y existe un preorden =, tal que todo
preorden total >* no es > —dominante para k.

Entonces, en particular, >~ no es >~ —dominante para k. En consecuencia para algin perfil
u=(>1,"++,>y,) no es posible que

g(u[= [k]) = g(u),
es decir,

9(u) = g(u[= /k]).
Esto muestra que g es manipulable. En efecto, tomemos como perfil s = u[> /k| y tomemos
/= Asi

g(s[=" /k]) = g(s).

Antes de entrar en la demostracion del Teorema 4.2 estableceremos algunas definiciones.

Definicion 4.6 Sea > un orden lineal sobre X. Para cada preorden total = sobre X y para
cada V C X, definimos una relacion =" sobre X de la siguiente manera:




Capitulo 4. El Teorema de manipulabilidad 48

(@) [(zeV)AyeV)] —z=Yy+—ao=yV(r=yAz>y).
(b) [(zeV)A(WWE V)] — 2 >"y.

(€) (g V)N E V)] — [z =" y = a>y]

Observacién 4.1 Es ficil ver que =" es un orden lineal sobre X.

Una vez definido >, dado un perfil u = (>1,---,>,), podemos definir un nuevo perfil
de la siguiente manera
W= (Y ),

n

Los siguientes dos lemas muestran propiedades muy importantes de =" .

Lema 4.1 Si Z CV, entonces (u")? = u?.

Demostracion. Basta considerar el caso en que u = (>), por lo tanto, debemos probar que:
Si Z C V, entonces (=")? ==%. Por razones de notaciéon llamaremos =;=>", =o=>7y
—3=>%. Asi, probaremos que =,=>3, es decir, para z,y € X, con x # vy, se debe cumplir
que:

T Y =T >3 Y. (4.1)

Veamos los posibles casos:

1) z,y e Z:
Usando (a) de la definicion 4.6, tenemos dos subcasos:

e Si x > y, entonces se tiene x >3 y. Como Z C V, se tiene que = > y, luego
T >9 Y.

e Siz~yyax >y, claramente x >3y y x >1 yy como Z CV se tiene x > y.

2y xeZyygz:
Usando (b) de la definicion 4.6, se tiene que = >3 y. El hecho que y ¢ Z implica,
también por (b), que z > y.

N axdgdZyygz:
Supongamos que x > y. Usando (c) de la definicion 4.6, tenemos = >3 y. También por
(c) tenemos x =5 y.

El siguiente Lema tiene una prueba inmediata.

Vo 1V

Lema 4.2 Sean u, u' dos perfiles y V C X. Siuy, =) , entonces u u
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A continuacion demostraremos el teorema 4.2.
Demostracién. Sea g : P* — X un esquema de voto. Definimos, para cada ¢, la aplicacion
0; - P — P tal que para cada > se tiene que 0;(>) es =-dominante para i.

Para cada perfil u = (uq, - ,u,) definimos o : P" — P" de la siguiente manera:

o(u) = (or(ur), -+, on(un)) (4.2)

Finalmente, definimos una funcion v : P* — X de la siguiente manera:
v(u) = g(o(u)). (4.3)
Ahora, dado un perfil © vamos a definir una relacion >, sobre X de la siguiente manera
Ty y > [z #y Av(u®V) = 1] (4.4)

Claramente >, es total e irreflexivo. Es facil verificar que >, es transitivo.
Una vez definido >, podemos definir la relacion >,:

T,y — [z =1y Vo) £y (4.5)
Observemos que = =, y «— —(y >, x). Claramente, si x =, y, entonces = >, ¥.

Ahora vamos a definir una funcion de eleccion f tal que, dado un perfil u, se tiene
f(u) ==,. Es importante notar que f puede ser vista como una funcion f : P" x P*(X) —
P*(X) definida asi:

f(u, V) =max(V, =,). (4.6)

Los dos siguientes lemas son cruciales para la demostracion del Teorema 4.2, mas pre-
cisamente, para terminar la demostracion del Teorema 4.2 estableceremos dos afirmaciones
cuyas demostraciones estan sujetas los lemas siguientes.

Lema 4.3 Consideremos un perfil u = (=1, -+ ,>=,) y sea s = o(u), donde o(u) se define
como en (4.2). Supongamos que para un perfil ', y alternativas x ey, x # y se satisface
que:

(1) Vi)y =i v — s, = s
(2) Vi)[z = yVy =i 7]
(3) y=uw,

entonces x # g(s').

Demostracion. Supongamos que z = g(s'). Sea u* = ul®¥}; es decir, u* = (=%,---, =),
donde cada t:::{x’y} para i = 1,---  n. Consideremos w = o(u*). Como y >, z se tiene
que

r=yVazx#uvu),
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y como = # y se tiene que x # v(u*) = g(o(u*)) = g(w). Por lo tanto z # g(w). Construimos

una sucesion s’, - - -, s” de la siguiente manera:

¥ = 4

st = s%wy /1]

s = s'wy/2]

k k—1 _ 1 !

s =S5 [wk/k] - (wlv"' y Why Spyqy " 7Sn>

s = w
La sucesion s, --- | s también se puede definir asi: s" = w y s*1 = s*[s} /k]. Esta doble
vision de la sucesion s, - -+, s" serd muy importante en la prueba.

Como z = g(s') y x # g(w), se tiene que x = g(s°) pero z # g(s"). Sea k el menor indice
tal que g(s*) # x. Note que k > 1.
Mostraremos lo siguiente:

Afirmacién: wy no es >;-dominante para k o s; no es >, —dominante para k.
Como wy = oi(=3) v sy = ok(>1), en cualquier caso la definicion de oy es violada. Asi,
suponer que z = ¢(s’) nos lleva a una contradiccion.

Para probar la afirmacion consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1 g(s*) =y Ay = .
Notemos que k& > 1. Como g(s*™!) = z, g(s*) =4 g(s*7!) por hipotesis, y s"1 =
s*[s}./k], no es el caso que g(s¥[s,/k]) = g(s*), asi s} no es =, —dominante para k.
Pero, como y > x, por (1) de la hipotesis, s}, = s, asi s no es >, —dominante para

k.

Caso 2 g(s*) £y V x =1 y.
Veamos que z > g(s¥). En efecto:

e Si g(s*) = y, entonces por hipotesis z = y, y por (a), de la definicion 4.6, y la
definicion de u*, se tiene que z =} y = g(s").

e Si g(s*) # y, entonces como g(s*) # z, se tiene que g(s*) € {z,y}, y por (b), de
la definicion 4.6, de nuevo z =} g(s").

Ahora bien, z = g(s*71), y s* = s*7Huwy/k] y como g(s*71) =5 g(s*), wy no es =
—dominante para k.

Por otra parte wy = ox(>}), es decir wy es =5 —dominante para k, lo que es una
contradiccion.
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Asi, suponer que x = g(s') nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto = # g(s'). [

Lema 4.4 Sea u un perfil. Si (Vi)[x =; yVy =; x| ey =, x, entonces v(u) # x.

Demostracion. Claramente las hipotesis (2) y (3) del Lema 4.3 son satisfechas . Tomando
s = s = o(u), la condicién (1) también es satisfecha; por lo tanto g(s’) # x. Como
= g(o(u)) = v(u), se tiene que v(u) # x. [

La siguiente afirmacion establece que la funciéon f definida en la expresion 4.6 cumple con
cuatro de las condiciones de Arrow y serda demostrada posteriormente.

Afirmacion 4.1 f satisface Dominio Estandar, Independencia de Alternativas Irrelevantes
(ii), Pareto Débil y Explicaciones Transitivas. Asi, en virtud del Teorema de Arrow tiene un
dictador.

Veamos la demostracion de la afirmacion previa.
Demostracién.

e f satisface Dominio Estandar. Esto es inmediato.
e f satisface Pareto Débil. En efecto. Sea u un perfil, debemos ver que si (Vi)z >; v,

entonces T >, .

Como x € X, entonces por Dominio Estandar Gibbard, para algun perfil s’ se tiene que
g(s') = x. Si s = o(u), entonces todas las hipotesis de la Proposicion 4.3 son satisfechas
excepto (3) y la conclusion es violada. Por lo tanto (3) es falsa, es decir, z >, ¥.

e f satisface Independencia de Alternativas Irrelevantes. En efecto. Sea V =
{z,y}, y consideremos v = (>q,---,>,) y v = (=),---,>}) perfiles y supongamos
que u|, = ufv es decir,

(V)(Vo)(Vy)lz e VIN(y €V) — (x Ziy «— 2 = y)]

He¥} vy en consecuencia

En virtud del Lema 4.2, se tiene que u®¥ =y
z € v(ul™) «— z e v/,

lo que quiere decir, © >, Yy — * >, Y.

e f satisface Explicaciones Transitivas; es decir, >, es una relacién modular.

En efecto. Usaremos la caracterizacion 2.6 (ver preliminares) de una relacién modular,
es decir, debemos ver que >, satisface las siguientes dos propiedades:

(ml) Vo,y € X, (2>, y Ay =, ).
(m2) Vz,y,z€ X, [z>y,2— (x>, yVy>,2).




Capitulo 4. El Teorema de manipulabilidad 52

Es facil ver que >, satisface (m1). En efecto, supongamos que = >, y e y >, =, es
decir,

—zAyAzglo@™)]y,y
- [y £xNyg [a(u{xvy})} x]

Asi tenemos que = # y y ademés zg [o(u!™})] y y yg [o(u!*¥})] 2. Lo que contradice
que g [o(u!®¥})] es un orden lineal.

Veamos que (m2) también es cierto. Sea v’ = u!®¥#}. Entonces en virtud del Lema
4.1, w2 = =2} Note que

Ty 2 (v # 2 Ax = v(u®),

Ty 24— [ # 2 Az = v ),
luego se tiene que x >, z <— & =, 2.

De manera similar se tiene que
T YT 4 Y Y Y 24— Y >y 2.
Entonces, so6lo necesitamos mostrar que para todo z, y y z,
Tz — [Ty V oy =y 2]
Supongamos que x >, z. Claramente 2 # 2 puesto que x >,/ z significa
z# 2z Az = v,

Siy = x, setiene y =, 2, y si y = 2, se tiene x =, y. Falta ver los casos y # = y
z # y. Entonces por la observacion 4.1 para v/, cada > es un orden lineal, y

Vi)[(z =l yVy=io)AN(x=zVz=ia) ANy =2V 2=y

Caso 1 =z =v(u).
Entonces usando la contrapositiva del Corolario 4.4, se tiene que x >, ¥.

Caso 2 = # v(u).
Como x >, z, por el Lema 4.4 se tiene que z # v(v'). Si w ¢ {z,vy, 2z}, entonces
por (b) de la definicion 4.6 y la definicion de u' se tiene que

(Vi)z =) w.
Asi, usando el hecho que f satisface Pareto Débil se tiene
T =y W,

y por el Lema 4.4, w # v(u'). Entonces tenemos z # v(u'), z # v(u'), y si
w & {x,y, 2}, entonces w # v(u').

Por lo tanto, por eliminacion, y = v(u’) y usando la contrapositiva del Lema 4.4
se tiene que Yy >, 2.
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Asi terminamos la prueba de la Afirmacion 4.1.

Afirmacioén 4.2 El dictador de [ es un dictador para g.

En efecto. Sea k el dictador para f. Recordemos que k € N es un dictador para g si, para
cada y € X existe un preorden >=* tal que

(Vu) [g(ul=" /k]) = y]. (4.7)

Sea =Y un preorden tal que
(Vz)[z #y — y =¥ 2]

y sea =*= op(>=?). Usaremos el Lema 4.3 para mostrar que =* satisface la expresion 4.7.
Sea s’ = (s},---,s),) un perfil tal que sj, = ox(>=Y) =>*, y supongamos que = # y. Luego

e n

y =Y x. Mostraremos que g(s') # z y esto vale para cualquier x que es diferente de y, asi
necesariamente g(s') = y.

Sea u = (>=1,---,=y) un perfil tal que
(a) =p=rY
(b) (Vi)[i # k — x> yl,

y sea s = o(u). Entonces s, = oy(>=y) = op(=Y) === 5.

Asi,

Por (b) y (a), solo el individuo k prefiere a y sobre x,

Luego, (1) del Lema 4.3 es satisfecha,

Por construccion, (2) del Lema 4.3, es satisfecha.

Como y >, x y k es un dictador para f, se tiene que y >, x. Asi (3) del Lema 4.3 es
satisfecha.

Luego, por el Lema 4.3 se tiene que = # ¢(s’). Como esto vale para cualquier x # y
necesariamente g(s') = y.
|
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4.2 Manipulabilidad de Funciones de Eleccién Social

En esta seccién vamos a introducir el concepto de manipulabilidad para funciones de elecciéon
generales. Motivados por las ideas de Gibbard - Satterhwaite para establecer resultados de
manipulabilidad para Esquemas de Votos nos concentramos en establecer un concepto de
manipulabilidad y resultados analogos a los de los autores citados para funciones de eleccion,
que son funciones “multivaluadas”. A diferencia de los Esquemas de Voto, las funciones de
eleccion que se estudian en este capitulo tienen como argumento un par (perfil y agenda)
y dan como resultado un subconjunto no vacio de la agenda, es decir, posiblemente varios
elementos de X, (en este sentido decimos “multivaluadas”); esta situacion es llamada por
algunos autores empates (ver [4]).

Es claro que existe una diferencia entre una funcion de eleccion social y un esquema de voto.
Sin embargo, podemos ver a un esquema de voto g como una funcion de eleccion social
particular en los siguientes términos: g(u) = x si, y solo si f(u, X) = {x}. De hecho, el
conjunto de funciones de eleccion social que generan esquemas de votos son restringidas, en
el sentido de que no permite que ocurran empates en el resultado de la eleccion.

Asi es natural buscar un teorema de manipulabilidad para funciones de eleccion social en
general. Comenzamos por dar una definiciéon de manipulabilidad para funciones de eleccion
social, es decir, encontrar una definicion similar a la de Gibbard, para el caso de las funciones
de eleccion social. Interesantes trabajos se han realizado en este sentido |31, 35]. En esta
seccidn mostraremos una propuesta de manipulabilidad bajos ciertas condiciones sobre los
levantamientos y comparando con otros trabajos veremos similitudes y diferencias.

Para este proposito consideraremos funciones que satisfacen explicaciones transitivas o equi-
valentemente funciones que toman valores en P, es decir, el conjunto de llegada es el conjunto
de preodrdenes totales. Por lo tanto, estas funciones a considerar cumplen con la siguiente
proposicion:

Proposicion 4.1 Supongamos que f es una funcion de eleccion social que satisface las condi-
ciones de explicaciones transitivas y dominio estandar. Entonces, existe un unico preorden
total =, tal que f,(V)=max(V,=,).

Esta proposicion aparece en el capitulo 2 con su respectiva demostracion (ver proposicion
4.1).

Por el resultado previo es facil ver a una funciéon que tiene explicaciones transitivas f :
P" x P*(X) — P*(X) como una funcién f : P* —s P. La funcion f es definida a través
de u >, donde >, es el unico preorden total que satisface f,(V) = max(V,>,). Por
el contrario, teniendo a f, la aplicaciéon u —>,, podemos definir f de la manera siguiente
F(u, V) = max(V, =),

Haciendo abuso de notacion, podemos confundir a f y f. Teniendo esto en cuenta, quisie-
ramos tener la situacion de manipulabilidad que buscamos. Lo mas sensato es considerar la
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tripleta k,u, > tal que f(u[> /k]) es estrictamente mejor que f(u). Pero el problema es que
necesitamos relaciones entre las preferencias con el fin de dar sentido claro a la frase anterior.

En realidad, necesitarfamos una relacion J7* sobre las preferencias tal que = 37* =’ exprese
que la relacion > es estrictamente mejor, relativo a =, que =’. Aunque este tipo de enfoque
puede parecer interesante y prometedor, no lo usaremos en este trabajo debido a la dificultad
de definir tal relacion racional 37+, La relacion construida a través de la distancia de Kemeny
[20] ! df en el siguiente sentido: = J=k =’ si, y s6lo si dx (=, =) < dg(>=, =) no es muy
convincente porque no captura la idea natural de manipulabilidad.

El enfoque para abordar el problema de la manipulabilidad en este trabajo es tener en
cuenta todas las entradas de una funcion de eleccion social. En en particular, una situacion
de manipulabilidad serd un cuadruple k,u, >,V donde k,u,> son como antes y V' es una
agenda tal que fyp-/x(V) es mejor que f,(V), relativo al levantamiento de >=;. Esto lo
definiremos de manera precisa y general en la siguiente seccion.

4.3 Levantamientos sobre relaciones de preferencia

La transferencia de la informacion de las preferencias sobre los puntos en preferencias sobre
conjuntos de puntos de manera racional es una tarea bastante conocida (ver por ejemplo
[33, 34]). Tal vez la forma mas comin, en el caso finito (cuando X es finito), es a través de
una probabilidad p definida sobre X, que se extiende de forma aditiva a subconjuntos de X.
Por lo tanto, se puede definir lo que se llama una relacién probabilistica sobre subconjuntos
de (eventos de) X: escribimos F; J Ej siy solo si p(Ey) > p(Es).

Nosotros consideraremos en esta seccion, en primer lugar, la extension de relaciones sobre
conjuntos de puntos a subconjuntos, de manera natural, como lo hizo Shackle [33, 34| (y se
ha propuesto en varias manera por Lewis, Zadeh, Dubois, Spohn, Halpern, etc.). Esto es
llamado la medida de posibilidad comparativa y corresponde a la definicion de levantamiento
., que definiremos méas adelante.

Ahora recordaremos la definicién formal de levantamiento.

Definicién 4.7 Una aplicacion =—Jx que envia una preferencia sobre X, >, sobre un pre-
orden parcial Jx sobre P*(X), es llamado un levantamiento si, y solo si, para cualquier par,
x,y € X se satisface la siquiente condicion:

vry < {r} - {y}

Asi, si =, es un levantamiento, el preorden parcial J, es una “extension” del preorden
total >. En realidad, muchos levantamientos han sido estudiado y caracterizados por Barbera
et al. [2]. A la propiedad que define al levantamiento la llaman propiedad de extension.

!La distancia de Kemeny entre dos conjuntos es el cardinal de la diferencia simétrica entre los conjuntos.
Kemeny usa esta misma idea para establecer distancia entre dos preordenes totales.
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Con la meta de conseguir un teorema de manipulabilidad para funciones de eleccion social,
solo consideraremos los levantamientos que satisfagan las siguientes dos propiedades:

Simple Dominancial z>y — {z,y} 3. {y}

Simple Dominancia 2 z >y = {z} 3. {z,y}

La propiedad de Simple Dominancia 1 se puede interpretar como que un conjunto al que se
le anade algo mejor, mejora; y la propiedad Simple Dominancia 2 como la anadidura de un
malo, empeora.

Estas propiedades han sido ampliamente estudiadas por Barbera y colegas en [2|. En ese
trabajo muchos levantamientos naturales se han caracterizado. Es interesante notar que entre
las propiedades que caracterizan a muchos levantamientos podemos encontrar las propiedades
anteriores de Simple Dominancia.

A continuaciéon daremos algunos ejemplos concretos de levantamientos. El primer levan-
tamiento que daremos es bastante conocido y de mucha importancia dentro de la teoria de
decision; el levantamiento posibilista J,; se define de la siguiente manera: sea > un preorden
total sobre X; sean A y B dos elementos cualesquiera de P*(X), definimos

AJ, B <= da € max(A, =) A3b € max(B,>) talquea > b

La relacion J,, asociada al preorden >, definida previamente, es de hecho la relacién posi-
bilistica comparativa asociada a la “medida posibilistica” = (ver [17, 18|). Se extiende de
manera natural las preferencias sobre los elementos de X expresadas por >, a preferencias
sobre P*(X) expresadas por J,.

La interpretaciéon de A J, B puede establecerse asi: A es preferido a B si el mejor de
los elementos de A (relativo a =) es preferido o indiferente al mejor de los elementos de B
(relativo a =); o, graficamente, que los mejores elementos de A se encuentran en un nivel
superior o en el mismo nivel que los mejores elementos de B.

Ahora definamos una variante del levantamiento leximax (ver |2, 12]). En esta variante,
seran preferidos los conjuntos més precisos. Podemos llamar a esta version el levantamiento
leximaz-preciso. Supongamos que |X| = n y consideremos V' | el conjunto de todos los
vectores de tamano menor o igual a n, cuyas entradas son elementos de X; no existen
repeticiones en las entradas y finalmente son ordenados de manera decreciente por >. Es
decir, dado k < n, @ = (a1, - ,ax) € V | si, y solo si, para todo i, j tal que 1 <i,j < k
coni#j,a; #a; yvV1<i<k-—1,a > a1. Ahora, dado @, @ € V | de longitud m con
m < n, definimos la siguiente relacion:

i=d & a~a, Vi=1,---,m.

)
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Ahora, definimos =P "sobre V' | (donde la longitud de un vector @ es denotada por |a|):

i=bo
Al be ! Jhe e{1,--- min{|c?| 6]}}, tal que Vi < k a; ~, by y ay, = by, 0
jal < by vie{l,---lal}, a;i~ b

Sea A € P(X) y supongamos que |A| = k. El conjunto de vectores en V' | de longitud & con
entradas en A lo denotaremos por R(A), es decir

R(A)={a eV |: |d| =k y las entradas de d estan en A}.

Ahora definimos 3P sobre P(S) como sigue:

ADLE B vhe R(B)3ae R(A)a =52 b

—max

Note que esta definicion no es la version estandar de leximax; por ejemplo cuando conside-
ramos el levantamiento leximax-preciso con el orden lineal finito de los nimeros naturales, el
vector (4,3,2) es preferido (leximax-preciso) al vector (4,3,2,1), asi el conjunto {2,3,4} es
preferido leximax-preciso al conjunto {1,2,3,4}.

Es facil ver que J,, y 3P son preordenes totales sobre P(S). Otro levantamiento interesante

que ha sido considerado en muchas areas, pero especialmente util en el estudio de la seméantica
de los lenguajes de programacion, es llamado el orden de Egli-Milner. Este levantamiento
esta definido de la siguiente manera:

AQ?MB(:)V:EEBEIyeAyiaty‘v’xEAElyeBzvty

Las siguientes observaciones son faciles de verificar:
Observacién 4.2 Los levantamientos JEP 3EM sqtisfacen las propiedades de Dominancia
Simple 1 y 2. El levantamiento 3, satisface las propiedad Dominancia Simple 1 pero no
satisface la propiedad Dominancia Stmple 2.

Observaciéon 4.3 Ezisten diversas maneras naturales de definir levantamientos. Un gran
nimero de levantamientos son caracterizados en [2]. Brams y Fishburn [20] han discutido
sobre el problema de levantamientos de preferencias de candidatos, a conjuntos de candidatos.
Esta discusion se da en el contexto del Voto Aprobatorio. El problema de encontrar la nocion
“correcta” de levantamientos de preferencias es un topico extremadamente importante para
un numero de diversas comunidades.

En este trabajo veremos que podemos hacer una extension del teorema de manipulabilidad
para levantamientos que cumplen con las propiedades de Dominancia Simple 1 y 2.

Asi para nosotros, en el contexto general de las funciones de elecciéon social, los levantamientos
“correctos” son los que cumplen las propiedades de Dominancia Simple 1 y 2.
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4.4 Teorema de manipulabilidad para funciones de elec-
cion social

Una de las contribuciones en este trabajo es una nueva nocion general de manipulabilidad
para funciones de eleccion social relativa a un levantamiento.

Definicién 4.8 Sea f: P" x P*(X) — P*(X) una funcion de eleccion social. Diremos que
f es manipulable (relativo al levantamiento =—y ) si, y sdlo si, existen k, =, u, y V tales
que

fup=mg (V) Dy fu(V).

En pocas palabras, podemos decir que una funcion de eleccion f es manipulable si existe una
situacion de manipulacion sobre la misma. En este sentido, debe existir un individuo k (el
manipulador), la preferencia = (el objeto con que se manipula), un perfil u (la situacion de
voto donde se pueda manipular) y V' el conjunto de candidatos (sobre el que se espera tener
mejores resultados con respecto a la preferencia inicial >y).

Definiciéon 4.9 Una funcion de eleccion social f satisface la Condicion de Dominio Estandar
Fuerte (DEF) si satisface la condicion de Dominio Estindar y para todo x € X existe un

perfil u tal que para todo y, f,({z,y}) = {z}.

Esta condicion significa que para cualquier candidato x existe un perfil v tal que para
cualquier agenda de dos elementos V' (esto es |V | = 2) que contiene a z, el resultado de
la eleccion es x. En otras palabras, u hace a & ganador contra cualquier otro candidato.

Es importante notar que la condicion de Pareto y la condicion de Dominio Estdndar
implican la condicion de Dominio Estandar Fuerte. Para ver esto, es suficiente tomar un
perfil © donde cada individuo tiene a la alternativa x como la mas preferida. Asi, para
cualquier individuo ¢ y para cualquier otra alternativa y, x >; y. Entonces, por la condiciéon
de Pareto y ¢ f.({z,y}) y, necesariamente, por la condicion de Dominio Estandar, se tiene

que fu({z,y}) = {z}.

Definicién 4.10 (Dictador Débil (DD)) Una funcion de eleccion social f tiene un Dic-
tador Débil k si para todo x € X, existe =% tal que para todo y € X, x € fup=/m({x,y}).

En contraste a la nocion de dictador, que es una nocion excluyente (si el dictador k prefiere a
una alternativa z ante una alternativa y, entonces se excluye a la alternativa y del resultado de
la eleccion), la nocion de dictador débil es incluyente (el dictador puede incluir una alternativa
x en el resultado). De hecho, si i es un dictador, entonces ¢ es un dictador débil. Para
verificarlo, basta definir un preorden total >* de manera tal que x se el tnico elemento
maximal. Entonces, obviamente f,-=/({x,y}) = {}, para cualquier y € X.

El siguiente lema sera ttil en la demostracion del teorema central de esta seccion (Teorema
4.3).

Lema 4.5 Sea f una funcion de eleccion social que satisface Explicaciones transitivas y
Dominio Estindar Fuerte. Entonces para cualquier x, existe un perfil u tal que f,(X) = {z}.
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Demostracion. Dado x, consideremos u tal que para todo y se tiene que f,({z,y}) = {z}
(la existencia de u esta garantizada por la propiedad de Dominio Estandar Fuerte). Como f
satisface la propiedad de Explicaciones Transitivas, se tiene que para cada agenda V' € P*(X),
fu(V) esta determinada por un preorden total >, de la siguiente manera (Ver Proposicion
4.1):

fu(V) =max(V, =,)

Afirmamos que, por la escogencia de u, se tiene max(X,>,) = {z}. Razonemos por
el absurdo, supongamos que ese no es el caso; por lo tanto, existe y tal y >, x; asi
max ({x,y}, =) # {z}; es decir, f,({x,y}) # {x}, una contradiccion.

Asi, max(X, »=,) = {z}, y por lo tanto f,(X) = {z}. 1

Teorema 4.3 Sea f : P" x P*(X) — P*(X) una funcion de eleccion social que satisface
Dominio Estdndar Fuerte y Ezplicaciones Transitivas. Sea =+~ un levantamiento que sa-
tisface las condiciones de Simple Dominancia 1 y 2. Entonces, relativo a este levantamiento,
f es manipulable, o [ tiene un dictador débil.

Demostracion. Sea f: P" x P*(X) — P*(X) una funcién de eleccion social que satisface
Dominio Estandar Fuerte y Explicaciones Transitivas. Sea >* un orden lineal sobre X fijado
para el resto de la demostracion.

Definamos g : P" — X de la siguiente manera

9(u) = max(fu(X), =7). (4.8)

Claramente g es un esquema de voto. Por el Lema 4.5 se ve facilmente que g satisface la
condicion de de Dominio Estandar Gibbard. Asi, por el Teorema 4.1, g tiene un dictador
Gibbard o g es manipulable.

Ahora, con el proposito de finalizar la demostracion demostraremos las siguientes afirma-
ciones:

Afirmacion 4.3 Si g tiene un Dictador Gibbard, entonces f tiene un Dictador Débil.

Demostracién. Supongamos que g tiene un Dictador Gibbard. Por la hipotesis existe k£ € N
(el dictador Gibbard) tal que para cualquier x € X existe »=,€ P tal que para cualquier
perfil u € P™ tenemos

g(ul=, /k]) = =,

esto significa que, v = max(fyp-, k) (X),>%). Asi, v € max(X, =, /). Necesariamente,
r € max({z,y}, =y, /x), es decir, € fy-,/m({z,y}). Por lo tanto, k es también un
Dictador Débil para f. 1

Afirmacion 4.4 Si g es manipulable, entonces f es manipulable.
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Demostracion. Asumamos que g es manipulable. Entonces existe una situacion de manip-
ulabilidad; es decir, existen u € P", k € N, y =€ P tales que

g(u[= [k]) =1 g(u). (4.9)

Definamos = y y de la siguiente manera: g(u[> /k]) = {z} y g(u) = {y}. Sera suficiente
verificar lo siguiente

fu= ({3 y3) T ful{z,9})- (4.10)

Notemos que fu;-/k({2,y}) # {y}. Si este no es el caso, entonces por Explicaciones Tran-

sitivas, podemos tener y >,k © y por lo tanto x ¢ max(X, >,-/k). En consecuencia, de
nuevo por Explicaciones Transitivas, € fui-/1(X) y por lo tanto @ # max( fup-/x(X), >");
es decir, z # g(u[> /k]), lo que es una contradiccion. Con un razonamiento analogo, podemos

ver que fu({z,y}) # {x}.

En consecuencia, existen solo cuatro casos posibles para las iméagenes de fu-/u({z,y}) ¥

ful{z,y}):
(a) fup=ym ({2, y}) = {x} (©) ful{z,y}) = {y}
(b) fup=m({z, y}) = {z,yy Aw >"y (d) ful{z,y}) ={z,y} Ny >"a

Los casos (b) y (d) simultaneamente son claramente imposibles. Los demés casos; es decir
(a) y (c), (a) y (d), y (b) y (c) son posibles. Veamos el caso (a) y (d). Para ver que lo
establecido en (4.10) es cierto, es suficiente verificar que {x} 1., {z,y}. Por la definicion de
x ey, y lo establecido en (4.9), se tiene que x = y. Asi, por la propiedad Simple Dominancia
2 se tiene que {2} J-, {z,y}.

Ahora, examinemos el caso (a) y (¢). De nuevo, por la definicién de z e y y lo establecido en
(4.9), se tiene que = >y y. Asi, por la propiedad de extension, {z} T, {y}.

Para el caso (b) & (c), tenemos, por definicion de x e y, y lo establecido en (4.9), que x > y.
Asi, por la propiedad de Simple Dominancia 1, se tiene que {z,y} J-, {y}.
Asi mostramos que f es manipulable.

Note que si f : P" x P*(X) — P*(X) es una funcion de eleccion social que satisface
Dominio Estandar Fuerte y Explicaciones Transitivas, Entonces f tiene un Dictador Débil o
f es manipulable con respecto al levantamiento leximax o al levantamiento Egli-Milner.

Finalizaremos esta seccion con un ejemplo a fin de ilustrar los resultados previos

Ejemplo 4.1 Sea X = {z,y,2} y N = {1,2,3}. Definamos una funcion de eleccion social
f:P3xP*(X) — P*X), la funcion de Borda, como sigue. Primero, para cada relacién de
preferencia = y para cualquier o € X definamos el Rango de Borda o relativo a =, denotado
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por r(a), como el nivel en que aparece o en el preorden total »=. Por ejemplo, si x =y > z
se tiene que Ts(x) =2, r=(y) = 1 yr=(z) = 0. Extenderemos aditivamente esta nocidn sobre
todo el perfil. Mds precisamente, si el perfil u es (=1, =2, =3), definimos r,(a) = X3_ 1y ().
Por ejemplo, si

z
u=< Ty Yy z
z x

entonces r,(x) =3, r,(y) =2 y r(z) = 3.

Podemos asociar al perfil u, una relacion de preferencia =, colocando o =, B si, y solo
si, Tu(@) > ry(B). Es muy fdcil probar que la relacion de preferencia =, es un preorden total.
Finalmente expresamos f,(V) = max(V,»=,). Asi, para el perfil u previamente definido se

tiene que
. :{ Tz }
—u y

y fu(X) = {37’ Z}

Asi, esta funcidn no genera un esquema de voto g a través de la ecuacion g(u) = f,(X). No
obstante, esta funcion satisface cuatro de las cinco propiedades del Teorema de Arrow (ver
7?7, excepto la propiedad de Independencia de Alternativas Irrelevantes.

Ahora, si pudiéramos introducir un sabio que resuelva conflictos, podemos tener un es-
quema de voto; para ello fijamos un orden lineal (el sabio) >* sobre X y ponemos g(u) =
max(f,(X),>%). No resulta dificil ver que g es un esquema de voto que satisface la condi-
cion de Dominio Estandar Gibbard y g no tiene un Dictador Débil, asi en virtud del teorema
Gibbard-Satterthwaite 4.1, g es manipulable. En realidad, si z >* y >* x y u estd definido
como antes, tenemos g(u) = max(f,(X), >*); es decir,g(u) = max({z, z},>*) = z y si

£

|
SN
SRS
< w8

entonces fu({x,y,z}) = {x}, lo que resulta que g(u') = x. Asi, si denotamos por =" la
relacion que satisface que x ="y >" z, u' es de hecho u[>=" /1|. Pero recordemos que en las
preferencia verdadera del individuo 1 (la primera proyeccion en u) se tiene que x =1 z, asi

g(ul=" /1)) = g(u) = x =1 2 = g(u)

es decir, la tripleta (1,u,>") es una situacion de manipulabilidad para g. Asi, el individuo
1, mintiendo, obtiene un resultado que realmente prefiere con respecto a su preferencia indi-
vidual. De hecho, por la afirmacion 4.4, f es manipulable.

Este ejemplo tiene, en efecto, una interpretacion interesante. Supongamos que N es el con-
junto de tres expertos que evalian un articulo para una conferencia; x es la variable cuya
interpretacion significa que el articulo es aceptado, y significa que el articulo debe ser re-
visado y por ultimo z significa que el articulo es rechazado. El perfil u representa la opinion
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de los tres expertos y el sabio es la relacion de preferencia estricta z >* y >* z y puede
interpretarse como la politica del comité editorial del evento. Notamos que en el perfil u la
opinién del primer experto escoge aceptar o revisar el articulo; es decir, para el es indiferente
aceptarlo o mandarlo a revision pero no quiere rechazar el articulo. Sin embargo, luego de la
eleccion existe un empate entre x y z, es decir un conflicto. Si se llama al sabio para redimir
el conflicto entonces gana la opcion de rechazar el articulo, cosa que el primer experto no
le favorece. Por tal razon, el primer experto prefiere cambiar su preferencia inicial (miente)
para tener un resultado mas favorable. esto se ve en el perfil u. Luego de esto no existe
necesidad de llamar al sabio pues el resultado es x. Asi, el primer experto consigue que el
articulo sea aceptado.

Note que en este caso se ilustra el Teorema 4.3; es decir, la tripleta 1,u, >’ {z,2z} es una
situacion de manipulabilidad para f con respecto al levantamiento T, que satisface las
propiedades Simple Dominancia 1 and 2, ya que

fupzr(, 23) = {2} 3y {2, 2} = fu{2, 2})

Con estas reflexiones terminamos este capitulo.




CAPITULO b

Decisiones Miltiples

La teoria de decision es un area que se origina con problemas de la economia. Hoy en dia, es un
area de estudio interdiciplinaria relacionada con una gran cantidad de ramas de la ciencia, la
ingenieria y principalmente de la economia, incluso en la psicologia del consumidor. Se puede
plantear, una situacion de toma de decisiones con ejemplos muy sencillos. Consideremos la
siguiente situacion: una persona debe escoger de un cartén de huevos uno de ellos y verificar
si estd bueno o no. Si se realiza una apuesta sobre este hecho, la persona debe decidir entre
apostar si el huevo esta bueno o esta danado. Simno se conoce informacion adicional sobre
esta situacion, no resulta evidente decidir cual opcién es méas conveniente. Sin embargo, si se
conoce la probabilidad de cuantos huevos salen danados por cartén, entonces seria maés facil
decidir ante la situacion planteada.

Actualmente existen muchos mecanismos para la toma de decisiones individuales, y en gran
parte se a estudiado a través de métodos cuantitativos. El conjunto sobre cual se toman
decisiones son conocidos en la literatura como aptos, politicas o alternativas. Estas politicas
pueden estar definidas de diversas maneras. En la vida real, y tanto en el &mbito profesional
como el personal, nos vemos enfrentados a multitud de situaciones en las que tenemos que
decidir entre varias alternativas. La propia optimizacion no es mas que una forma de tomar
una decision entre unas alternativas factibles.

En el caso particular de la teoria de decision ordinal, un individuo toma decisiones en funcion
de una informacion sobre conjuntos de estados o situaciones y un conjunto de consecuencias
u ocurrencias posibles. Por ejemplo, si un empresario debe decidir entre comprar un equipo
o no, debe considerar el conjunto de estados que le permitan o no la compra de dicho equipo,
como también las consecuencias de comprar ese equipo en cada estado considerado.

En nuestro caso de estudio, la informacion de un individuo la representaremos por dos conjun-
tos finitos: Un conjunto de estados S que representa eventos o eventualidades y un conjunto
de consecuencias X que representa los posibles resultados al aplicar una politica sobre el con-
junto de estados. El conjunto de politicas X es el conjunto de todos las posibles funciones
de S en X. Para referirnos a las politicas usaremos las letras «, 3, v, f, g etc.

63
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En este sentido, tomar una decision es encontrar, a través de algin mecanismo, la mejor
politica. Supondremos que un individuo que posee un conjunto de estados S y un conjunto
de consecuencias X, tiene ademés relaciones de preferencia sobre estos conjunto. En otras
palabras, el individuo sabe ordenar los estados y consecuencias a través de preordenes totales.

Evidentemente, si el problema de decision trata de escoger la mejor politica, entonces debemos
establecer un método o procedimiento para poder asociar al conjunto de todas las politicas
una relaciéon que nos permita compararlas.

5.1 La teoria de Savage

El estudio de la utilidad esperada en el marco de la teoria de decision cuantitativa, consiste en
clasificar las politicas o acciones a través de la esperanza de la utilidad de las consecuencias de
cada politica. En otras palabras, de la esperanza de la variable aleatoria que es la composicion
de la utilidad con la politica (uo f). La esperanza es un promedio ponderado en caso discreto
y en el caso continuo es la generalizacion de esta idea, o bien, a través de series o integrales
dependiendo de la naturaleza del espacio.

Recordando que una politica es una funciéon del conjunto de estados al conjunto de todas las
posibles consecuencias. Si S denota el conjunto de los estados y X denota el conjunto de las
consecuencias, una politica no es méas que una funcion « : S — X. El conjunto de todas las
politicas se denota por X 7.

Uno de los problemas de mayor interés en teoria de decision es tener criterios para decidir cuél
es la mejor politica. Un criterio muy natural surge cuando se dispone de una probabilidad
p sobre los eventos de S y de una funcion u de utilidad sobre las consecuencias, u : X —
R. Entonces se clasifican las politicas a través de la utilidad esperada, la esperanza de las
funciones u o o, donde « es una politica. Las mejores politicas son las que maximizan la
utilidad esperada.

Ahora bien, dada una funciéon de utilidad u sobre X y una funcién de probabilidad p sobre
S, se define la utilidad esperada de « de la manera siguiente (para el caso S discreto)

UEp.(a) =Y p(s)u(a(s))

y se clasifican las politicas como
ar e UL, (a)>UE,,(5).

En 1954 el modelo de la utilidad esperada fue caracterizado axiomaticamente por Savage
[32]. Savage propone que la relacion = satisface ciertos axiomas (axiomas de Savage) si, y
solo si, existe una tnica funcién de probabilidad sobre los eventos de S y una tnica (salvo
transformaciones lineales) funcion de utilidad sobre las consecuencias X que caracteriza a la
relacion > a través de la utilidad esperada.

Savage, en la formulacion de su Teoria, parte de la idea que el comportamiento “racional” de
las personas en la toma de decisiones puede ser axiomatizado. Esta racionalidad se refiere a la
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coherencia y consistencia en sus preferencias. Queremos, precisamente mostrar la axioméatica
que describe este comportamiento racional.

Sean S un conjunto de estados, X un conjunto de consecuencias, y X*° el conjunto de todas
las politicas o acciones. Consideremos una relaciéon binaria > sobre X°, tal que a >
significa que a “es por lo menos tan buena como” [.

El primer axioma de Savage es el siguiente:

(S1) La relacion = es un preorden total sobre X,

Ahora bien, dado un evento A € P(S) y dadas dos politicas o, 3 € X, denotaremos por
aAp la politica que toma los valores de « en los estados de A y los de [ en otro caso. Es
decir, para todo s € S,

a(s) si s€ A

ane ={ 50 % 05 5.1

Cuando « es la funcion constante igual a  y [ la funcion constante igual a y escribimos Ay
en vez de aAp.

En general, dados Aj, Ay, ..., A, eventos que forman una particion de S y ag,as,..., a,
politicas, denotaremos por ay AjasAs ..., A, 10, A, la politica cuyo resultado es «; si s € A;.
Formalmente, para cualquier s € S existe un unico 7 tal que s € A;, de manera que

(1 AjasAy . . A 10, An) () = ay(s).
De hecho, a A abrevia aASAC, donde A€ es el complemento de A.
El segundo axioma de Savage, es conocido como el Principio de la Cosa Segura.
(S2) VA € P(9), Vo, 3,7,k € X7,
aAvy = Ay & aAk = BAK.

Un evento A se dice nulo si, y solo si, para todo par «, 3 en X* se tiene que (a = 3)4. La

nociéon de evento nulo puede interpretarse como una situacion donde no existen dos politicas
tal que una sea estrictamente preferida a la otra.

Dada una relacion de preferencia > sobre X, se puede definir una relacion sobre el conjunto
de consecuencias X, de la siguiente manera: para cada x € X, a, denota la politica constante
de valor x; es decir, para cada s € S, a,(s) = z. Identificamos de manera natural el conjunto
de las politicas constantes {a, : * € X} con el conjunto de las consecuencias X.

Ahora bien, dado = sobre X*, definimos la relacién >, sobre X de la siguiente manera:

T>pY S0y = (5.2)
Observemos que la parte estricta (>,) y la parte indiferente (~,), estan dadas por

x>y a=ay) N (T~pyy S ap o).

Veamos el tercer axioma
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(S3) Para todo evento no nulo A,

(ap = ay)a & x>, 0.

La relacion sobre las politicas también induce una relacion de preferencia sobre el conjunto de
eventos, considerando las politicas que toman dos valores como consecuencia. Sean x,y € X
tales que x >, y y sea {z,y}°; luego, si v € {x,y}°, entonces v = rAy, donde A = {s :

1(s) = 7).

Dada > sobre X*, podemos definimos la relacion de plausibilidad, 3, sobre P(S) de la
siguiente manera: para todo par A, B € P(S)

AL BeVr,ye Xconz >, y,vAy = ©By. (5.3)

Notemos que, {x,y}* es isomorfo al conjunto de eventos 2°. Sin embargo, si escogemos otras
consecuencias ',y con 2’ >, 3/, entonces la clasificacion de las politicas en {z,y}® puede ser
diferente a la clasificacion de las politicas en {z’,y'}”, con respecto a la relacién =. Por esta
razon, Leonard Savage propone un cuarto axioma que simplifica enormemente la definicion
anterior:

(S4) VA, B C S, Vz,y,2',y' € X tales que = >, y y 2’ >, ¢ se tiene que

xAy = xBy < o' Ay’ = 2’ By

Necesariamente se necesitaria de otro axioma para que la relacion Jj, sea distinta a la trivial,
en el sentido que no todos los eventos son indiferentes al vacio; es decir, se necesita que exista
por lo menos dos niveles en la clasificacion de X. Esto se concreta en el quinto axioma de
Savage.

(S5) Existen z,y € X tales que o > au,.

Este axioma asegura que S es un evento no nulo, ya que existen dos funciones constantes que
se pueden comparar estrictamente. Los siguientes axiomas son un poco mas técnicos.

(S6) Para cualesquiera a, 3,7 € X¥, si a = v, existe una particion {Si,...,S,} sobre S tal
que para todo i = 1...n se tiene que vS;a = 0y a = 7.5;5.

Veamos el séptimo y tltimo axioma de Savage.
(S7) Dados a,3€ X°y AC S,

e Si para todo a € A, (a = (a))a, entonces (a = ) a;
a

e Si para todo a € A, (B(a) = «)a, entonces (8 = a)4.

En lineas generales podemos decir que los dos axiomas anteriores buscan la interpretacion
de los modelos de decision cuantitativa en el marco de la decision cualitativa; es decir, bus-
can asegurar la existencia de funciones de probabilidad y funciones de utilidad en el caso
cualitativo.
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Teoremas de representaciéon de Savage

Savage propone y demuestra dos teoremas fundamentales. Uno en el caso para X finito y
otro en el caso infinito. La demostracion de estos los podemos encontrar en [32].

Teorema 5.1 Si X es finito y = una relacion sobre X°. Entonces las siquientes condiciones
son equivalentes:
e > satisface S1-S6;

o Eriste una unica medida de probabilidad p sobre todos los eventos de S la cual es
finitamente aditiva y satisface

VA C S,Vr e [0,1],3B C Atal quep(B) = rp(A)

y existe una unica (salvo transformaciones lineales) funcion no constante u : X — R
tal que para todo par o, B € X°

a>= B UE,,(a)>UE,.3)

donde
UE,u(a) = / (10 a)dp

En este se considera X finito, por lo tanto, u es acotado. Si v no es acotado, pueden existir
politica cuyo valor esperado es infinito. En el caso X infinito, Savage anade el axioma S3
con la finalidad de garantizar que u es acotado.

Teorema 5.2 (Teorema de Savage) Si = una relacion sobre X°. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

e > satisface S1-S7;

o Eriste una unica medida de probabilidad p sobre todos los eventos de S la cual es
finitamente aditiva y satisface:

VA C S, Vre€0,1},3B C Atal quep(B) = rp(A)

y existe una unica (salvo transformaciones lineales) funcion no constante y acotada
u: X — R tal que para todo par o, f € X°

a>= B UE,,(a)>UE,.(3)

donde
UE,.(a) = /(u o av)dp.

Observemos que estos dos resultados caracterizan cémo ordenar politicas bajo ciertas condi-
ciones. A continuacién mostraremos otra manera de ordenar politicas mediante la Regla de
Dominancia Plausible. Veamos de que se trata.
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5.2 Toma de decisiones a través de la regla de dominancia
plausible

Los criterios cualitativos para toma de decision bajo incertidumbre, se fundamentan en clasi-
ficar las politicas a partir de relaciones de plausibilidad sobre el conjunto de estados o de
relaciones de preferencias sobre el conjunto de consecuencias. La Regla de Dominancia Plau-
sible (RDP), fue propuesta por Dubois, Fargier y Prade [11], con el nombre de Regla de
Levantamiento, motivada fundamentalmente por la regla mayoritaria utilizada en la teoria
de eleccion social. Esta regla es usada cuando el conjunto de estados es finito. En palabras,
la regla dice que una politica a es mejor que una politica (3 si, y solo si, el conjunto de estados
donde « le gana a ( es mejor, relativo a algtin levantamiento, que el conjunto de estados en
donde f le gana a «.

Formalmente, sea =% una relacion de preferencia sobre X y J° una relacién de plausibilidad
sobre P(S). Diremos que la relacion = sobre X° estd definida a través de la Regla de
Dominancia Plausible (RDP) con parametros (=%, 3°) si, para cualesquiera a, 3 € X*,

ar felax="p 36 =" q
donde [a =" Bl ={s € S : a(s) =" B(s)}.

Si J° es una relacion de plausibilidad sobre P(.S), la parte estricta e indiferente de 2%, la
denotaremos por 1Y y =° respectivamente.. Esta regla de decision preserva algunos de los
axiomas racionales de Savage y depende basicamente de dos parametros: una relaciéon de
preferencia = sobre el conjunto de las consecuencias X y una relacion de preferencia J°,

que llamaremos de plausibilidad, sobre todos los eventos de S.

A proposito de plantear un teorema de representacion a través de la regla de dominancia
plausible, Fargier y Perny [16|, proponen un axioma llamado Independecia Cualitativa, deno-
tado por QI. En este mismo orden de ideas, Dubois et al. [13, 14|, proponen un versién més
general del axioma QI y lo llaman axioma de Invarianza Ordinal denotado por OI.

En los trabajos publicados en el 2002 y 2003, Dubois, Fargier, Perny y Prade [13, 14] estudian
el axioma OI con el propodsito de dar un teorema de representacion a través de la regla de
dominancia plausible con respecto a una relacion posibilista sobre el conjunto de los eventos.
En [14] dan dos Teoremas de representacion més completos que el propuesto en por Fargier

y Prade en 1999 [16].

El axioma de Invarianza Ordinal es muy natural, ya que consiste en verificar si los even-
tos dominantes entre dos pares de politicas coinciden; si estos eventos son iguales (ordinal-
mente equivalentes), entonces estos pares de politicas preservan la misma clasificacion. A
continuaciéon veremos la definicion formal de pares de politicas ordinalmente equivalente y
posteriormente el axioma de invarianza ordinal

Ahora bien,dada una relacién = sobre X*, diremos que dos pares de politicas (o, 3) y (¢, 8')

son ordinalmente equivalentes, denotadas por (o, 5) = (o/, ') si, y solo si, [a >, 8] = [/ >,
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By [B>pa] =[B >, d]; donde >, es la parte estricta de >, la relacion sobre X definida
por la proyeccion de > en los actos constantes.

Formalmente, el axioma de Invarianza Ordinal (OI) dice que, una relacion = sobre X*
satisface Invarianza Ordinal (O1) si, y solo si, para cualesquiera a, o, 3, 3 € X se tiene

(,.8)= ()= (a=Bed =5

Las relaciones >~ que satisfacen OI son aquellas relaciones >~ definidas a través de Regla
de dominancia plausible; es decir. dadas =" una relacion total sobre X y una relacion J°
sobre P(S) tal que S 3° (). Si = es una relacion sobre X definida a través de la regla de
dominancia plausible con parametros (=%, J3), tal que

azfela>, 276>, a
entonces
1. > es reflexiva,
2. Ve,ye X, (x ="y =z >,v)
3. > es total en los actos constantes ( >, es total),

4. » satisface OlI,

Ademas, si consideramos =7 y ° relaciones de preferencia sobre X y P(S), respectiva-
mente, tenemos que, si > es definida a través de RDP con (=7, J°) entonces > satisface
Ol

Dubois, Fargier y Perny en [15] demostraron que dada una relacion = sobre X, la relacion
>~ es total en las politicas constantes y satisface OI y S5 si, y solo si, existen una relaciéon
% sobre P(S) tal que S 2° () y una relacion total =% sobre X tal que >, y para algin
par =,y € X tales que para todo par o, B € X°,

arzfela> f12 B>

Este resultado, al igual que los trabajos de Savage, permiten ordenar politicas.
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5.3 Decisiones multiples

Claramente el problema de la toma de decisiones no es algo trivial. Sin embargo, trataremos
de enfrentar un problema ain mas complejo que es el de la decisiones multiples o decision
social. Esto consiste en considerar un colectivo de individuos que tomas decisiones sobre un
conjunto de politicas o acciones, para luego establecer algunos mecanismos de decision social;
es decir, plantear un decision para el grupo considerando todas las decisiones individuales.
Para ellos usaremos la teoria de eleccion social y la teoria de decision ordinal cualitativa.

Como lo vimos anteriormente, en los trabajos de Dubois se pueden establecer preferencias
sobre politicas a través de la regla de dominancia plausible sobre todas las posibles politicas.
Por otro lado, en la teoria de eleccion social se establecen preferencias sobre alternativas
y estas preferencias - multiples- las de cada individuo estan representadas en un perfil de
preferencias, como lo vimos en el capitulo 2. La idea es entonces, crear perfiles como en el
marco de la teoria de la eleccion social donde el conjunto de alternativas sean todas las posibles
politicas como en el marco de la decision ordinal. Asi, nuestro conjunto de alternativas seria
entonces el conjunto de todas las politicas X°. Con el proposito de ilustrar la situacién que
queremos introducir veamos el siguiente ejemplo.

Supongamos que {f,g,h} C X° un subconjunto de politicas que tiene tres elementos y
estan ordenadas por tres individuos distintos; es decir, [N| = 3. Esto genera un perfil u
de informacion sobre las decisiones de las politicas f, g y h como se muestra en el siguiente
perfil.

hf

g h gf
U= f g h

~1 72 =3

En el perfil anterior podemos observar que el individuo 1 prefiere a la alternativa h antes que
a la g y a la alternativa g antes que a la f, generando asi un orden lineal sobre las politicas
o alternativas. Si suponemos que el orden de preferencia del individuo 1 viene dado a través
de la regla de dominancia plausible, entonces se tendria lo siguiente.

h=ig e [s:h(s) =5 g(s)] D [s: g(s) =4 h(s)]

Asi, cuando existe un orden tglc sobre el conjunto de consecuencias X y existe un orden t;
sobre el conjunto de estados S se pueden ordenar las politicas via la Regla de Dominancia
Plausible si podemos extender el >, a un orden  sobre los eventos. Estos ordenes per-
miten generar el orden individual sobre las politicas de manera natural, donde J; es un
levantamiento del orden t;. Esta situacion se da para cada uno de los individuos.

De forma general, podemos ilustrar a través del siguiente esquema la situacion de decisiones
miultiples usando la regla de dominancia plausible para generar el orden sobre las politicas
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de cada individuo 7.

~1 =2 ~n

) ) )

I P —n

) ) )
(=8=2) (=2,22) .0 (=8 =D)

Observando lo anterior podemos visualizar mejor toda la informacion que estd involucrada
en una decision miltiple, suponiendo que cada individuo use la regla de dominancia plausible
para ordenar sus politicas. Asi, cada individuo i tiene un orden =° sobre los estado y un
orden =’ sobre las consecuencias y una manera de levantar: =’—J°.

Ahora bien,si consideramos un perfil de preferencias sobre las politicas, sin tomar en cuenta
la informacion que permite generar cada preferencia, facilmente podemos usar las herramien-
tas de la teoria de la eleccion social para agregar una decision global sobre este perfil de
preferencias sobre las politicas.

En otras palabras, si consideramos un perfil u = (>, >2,--+,>,), donde cada >=; es una
preferencia definida sobre el conjunto de politicas X°, entonces podemos aplicar una funcion
de agregacion, por ejemplo la funcion Borda, para obtener una preferencia global sobre el
conjunto de politicas.

El problema practico importante de considerar politicas como conjunto de alternativas es
que la cardinalidad de X*, | X%, puede ser un nimero muy grande dependiendo de X y
de S. Asi, desde un punto de vista computacional, puede ser trabajoso dar explicitamente
preferencias sobre las politicas. Lo ideal seria crear un mecanismo que nos permita mostrar
la relacion de preferencia entre cualesquiera dos politicas sin tener la necesidad de conocer
el orden sobre todas las politicas. O bien, tener un mecanismo, como la regla de dominancia
plausible, en el que las preferencias sobre las politicas estan codificadas por preferencias sobre
los estados >, preferencias sobre las consecuencias >, y un levantamiento.

Para ilustrar la situaciéon que queremos estudiar, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1 Sea N = {1,2,3} el conjunto de individuos. Sean S = {s1,s2,3,54} y X =
{1, 29,83} el conjunto de estados y el conjunto de consecuencias respectivamente. Consid-
eremos para i € N los siguientes pares de conjuntos con su respectivo preorden total (S, =)
y (X, =7), donde S representa el conjunto de estados y X el conjunto de consecuencias.
Es decir, existen tres individuos con preferencias sobre los estados y preferencias sobre las
consecuencias. FEn este ejemplo, para simplificar los cdlculos, consideraremos el orden so-
bre el conjunto de consecuencias igual para todos los individuos. FEsta informacion puede
representarse a través de un perfil miltiple de la siguiente manera:

S1 Sy 52

S3 I S3 I S3 I

S4 T2 | S22 X2 | S1 X2
Us.z =

So X3 | S1 X3 | S4 T3

Rt et S 1 (e S
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Usando el levantamiento posibilistico JT para cada indiwviduo i y la regla de dominancia
plausible, estableceremos la relacion de preferencia (para cada individuo) entre las politicas
a y B que se definen a continuacion:

S1 | S2| S3| Sa
Q| X1 | Ty | X3 | T2
ﬁ Ty | T3 | X1 | T3

Como el orden sobre el conjunto X es igual para todos los individuos, entonces consideremos
A={se S :a(s) =" B(s)} y B={seS:p(s) =" a(s)}. Claramente, A = {s1, 2,54} y
B = {83}.

Para el individuo 1 se tiene entonces que A J7 B, al igual que para los otros dos individuos,
lo que significa que para cada i, o >=; 5. En consecuencia, en el perfil de decisiones multiples
donde aparecen todas las posibles politicas, las politicas o y B respetarian el siguiente orden.

a a «
U= g B B
=1 2 73

Aqui el perfil u representa las preferencias de los tres individuos sobre todo el conjunto de
alternativas, pero se hace énfasis en la relacion que tienen las politicas o y B en cada entrada.
Evidentemente la condicion de Pareto se satisface para la politicas o y 5. En este sentido,
cualquier funcion de eleccion que satisfaga explicaciones transitivas y la propiedad de Pareto
aplicada al perfil u daria como resultado o >, [, donde =, es la relacion asociada al perfil u
a través de explicaciones transitivas.

Ahora bien, recordando el planteamiento inicial y teniendo en cuenta que para cada individuo
1 existe un preorden total sobre los estados y un preorden total sobre las consecuencias, pode-
mos extraer un perfil de preferencias sobre los estados y un perfil de preferencias sobre las

consecuencras.
S1  S4 S2
ry 1 I
§3 83 83
To T2 T2
S4 S22 81

Ug = Uyp = X T T
s So s S4 T 3 3 3

=1 =5 =3

=1 =5 =3

Con esta informacion pretendemos establecer un nuevo mecanismo de agregacion global sobre
las decisiones multiples. Vamos a construir un preorden total asociado al perfil de preferencias
sobre los estados y en el caso del perfil sobre las consecuencias consideraremos el mismo,
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puesto que es igual para todos los individuos. Asi tendriamos un par (=%, =), y de nuevo,
usando la regla de dominancia plausible podemos obtener un preorden global sobre las politicas
a y B. Para esto usaremos la funcion de agregacion de Borda sobre el perfil de preferencia
sobre los estados. Veamos el siguiente esquema:

S1 S4 SS9 — 4
S3 S3 S3 — 3
Sq4 S9 S — 2
S9 S1 sS4 —1

Ty 1 T —3
Tog To To —>2
Us = Uy = r3 T3 T3 — 1

=1 =5 =3

=1 =5 =3

Los numeros a la derecha de cada perfil representan el rango de cada nivel. Claramente,
usando estos rangos se tiene que el rango de Borda para cada estado queda de la siguiente
manera: 1,,(s1) = 7,74,(82) = 7,74.(83) =9 y ry.(s4) = 7. Por lo tanto, el orden asociado
a la regla de Borda seria sz >=° sq ~° 51 ~° s4. Dado que en el perfil u, las relaciones de
preferencias individuales son todas iguales entonces el orden asociado a la regla de Borda
seria el mismo que cualquiera de ellos. Con esto consequimos un par de ordenes sobre S y
X y graficamente quedan de la siguiente manera:

€

S3 To
515254 I3
>_S >_{E

Aplicando de nuevo la regla de dominancia plausible, con el levantamiento posibilistico, para
el par anterior tendriamos que 3 > c.

Es interesante notar que estos dos mecanismos conducen a resultados contrarios, y en con-
secuencia, una de las mas importantes propiedades dentro de la teoria de eleccion social
pareciera perderse cuando se usa el segundo método, la bien conocida propiedad de Pareto.
Esto nos conduce a pensar de manera intuitiva que tal vez usar la funcién de Borda no resulta
ser lo mas sensato para obtener buenas propiedades dentro de la teoria de la eleccion social
asociada a decisiones multiples. A continuacién, formalizaremos modelos de estructuras de
decision ordinal en el caso de miltiples decisiones y al mismo tiempo un mecanismo de de-
cision global considerando algunas propiedades de la teoria de eleccion social que se quisieran
conservar.

5.4 Estructuras de decisiones miultiples

5.4.1 Modelo 1

Consideremos N un conjunto de individuos de tamano n. Esto representa que existiran
(al menos potencialmente) n preferencias individuales sobre las politicas. Cada individuo
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suministra a la estructura de decision una relacion de preferencia sobre los estados y una
relacion de preferencia sobre las consecuencias. Por lo tanto, la estructura de decision busca
establecer una relacion de preferencia sobre las politicas para cada individuo considerando sus
preferencias arraigadas sobre el conjunto de estados y consecuencias (codigos). Es importante
resaltar que el resultado final de la decision es una decision social; es decir, se considera la
opinion o las preferencias dadas por todos los individuos!.

Sea S un conjunto de estados y X un conjunto de consecuencias (finitos). Consideremos el
conjunto de todas las politicas o alternativas X°. Para cada i € N, sea = el preorden total
del individuo 7 sobre el conjunto de estados S, y sea =7 el preorden total del individuo ¢ sobre
el conjunto de consecuencias. Para este modelo consideraremos solamente la informaciéon que
genera cada individuo sobre el conjunto de estados y sobre el conjunto de consecuencias; es
decir, para cada individuo consideraremos las relaciones de preferencias individuales sobre el
conjunto de estados y sobre el conjunto de consecuencias, teniendo asi un perfil de informacion
de preordenes totales sobre el conjunto de estados y un perfil de informacién de preordenes
totales sobre el conjunto de consecuencias.

En términos generales tendremos (=7, =), (=5, >=3%),---, (=5, >=%), n pares de preferencias
de cada individuo que representa la informacion codificada de los individuos respecto a las
preferencias sobre los estados y las preferencias sobre el conjunto de consecuencias.

Sea us = (=5, >5) el perfil de las preferencias sobre los estados y w, = (=7,---,>7)
el perfil de las preferencias sobre los las consecuencias de los n individuos. Consideremos f
una funciéon de eleccion social definida tanto para perfiles de estados como para perfiles de
consecuencias; es decir, f : P? — Py y f: P? — P,, donde P? es el conjunto de todos los
perfiles de tamano n sobre S, P? es el conjunto de todos los perfiles de tamano n sobre X, P,
el conjunto de todos los preordenes totales sobre S y P, el conjunto de todos los preordenes
totales sobre X.

Usando esta funcion de eleccion social aplicada a los perfiles ug v u, tendremos asi dos
preordenes globales >"s y >"* asociados asociados a los perfiles de preferencias y a los
perfiles de estados respectivamente.

Ahora bien, consideramos el par (=", >="*) y haciendo uso de la regla de dominancia plau-
sible (a través de un levantamiento) tenemos un orden sobre las politicas >=; es decir, para
cualesquiera politicas o, 3 € X se tiene que

a=f < a=" ] 3L, [B-" a (5.4)

donde [a =" f] = {s € S:a(s) =" B(s)}, [B =" o] ={s € 5 :B(s) =" a(s)} y 3., es
el levantamiento posibilista asociado a >"s.

Veamos el siguiente ejemplo.

LAqui vamos a considerar el levantamiento posibilista, pero esto puede ser un pardmetro en un modelo
més general.
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Ejemplo 5.2 Sean X = {x1, 20, 73,24}, S = {s1,52,83,54} y o, 8 € X7 definidas de la
siguiente manera:

S1 | S2| S3| Sa
Q| T, | X2 | Xyg | X3
ﬁ Ty | T1 | X3 | T4

Consideremos us y u, el perfil de preferencias sobre los estados y el perfil de preferencias
sobre las consecuencias, de los cuatro individuos, respectivamente como sigue:

S4  S1 Ty T1 Tq4 T1
S2 S4 S1 Sq T3 T3 T3 T2
S3 83 8354 5152 u To Ty T2 I3
U = =
* S1 82 52 53 v Ty Tg4 T1 T4
S S S S X X X X
=7 =5 =3 =3 =1 =5 =3 Zj

Sea f la funcion de Borda que asigna en cada preorden como rango de cada nivel un numero
natural; en otras palabras, los elementos que aparecen en un primer nivel tienen rango 1, los
que aparecen en un sequndo nivel nivel tienen rango 2 y asi sucesivamente. Aditivamente, el
rango global de un elemento para todo el perfil es la suma de los rangos individuales; es decir
la suma de los rangos que tiene en cada entrada del perfil.

Claramente podemos observar que rs(s1) = 10,74(s2) = 7,15(s3) = T,15(s4) = 12 y rp(x1) =
10,7,(z2) = 9,r.(x3) = 11,7.(x4) = 10.  Grdficamente tenemos »=", =" de la siguiente

manera:
S4 Zs3
S1 T4l
5382 I3
>Us U

Sea A = |a(s) =" [(s)] y B = [B(s) =" «a(s)]. Claramente A = {s1,54} y B = {s2,s3}.
Haciendo uso de la regla de dominancia plausible se tiene que A 3L, B, y en consecuencia,
a = .

Esta manera de establecer preferencias entre las politicas (que pueden ser consideradas como
alternativas con estructura) permite comparar cualesquiera dos politicas y simplifica consi-
derablemente el computo de las decisiones mediante el uso del codigo de la informacion de
cada individuo sobre los estados y las consecuencias.

5.4.2 Modelo 2

Ahora daremos otro procedimiento de decision aplicando la regla de dominancia plausible
para cada par (=, =7) obteniendo un perfil de preferencias sobre las politicas, y por tltimo,
aplicamos una funcion de eleccion social sobre este perfil para obtener una relacion de prefe-
rencia global. Esto es un procedimiento mas clasico y mas costoso computacionalmente.
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De nuevo, sean X y S el conjunto de consecuencias y estados respectivamente (finitos).
Cada individuo 7 tiene un par asociado (>=§,>7) de preferencias sobre los estados y las
consecuencias. Para cada par (=, >=7), usando la regla de dominancia plausible asignaremos
un preorden total >; sobre las politicas. Este ultimo preorden total representa la relacion de
preferencia del individuo 7 sobre el conjunto de politicas X°. Resumamos esto es el siguiente
esquema:

=1 ) e “n

T T T

= =7 ==

T T T
(=1, =1) (=5, =3) ... (=%, =3)

donde para cada 7 la relacion JZ; es el levantamiento posibilistico del individuo ¢ con respecto
a la relacion =5.

En el esquema anterior se puede observar que para cada individuo 7 se genera una relaciéon de
preferencia sobre >; sobre el conjunto de politicas; obteniéndose asi un perfil u de decisiones
individuales sobre X7; es decir, se tiene u = (=1, , =,).

Ahora bien, consideremos una funciéon de eleccion f : P* — P, donde P" es el conjunto
de todos los perfiles de preferencias sobre X de tamafio n y P el conjunto de todos los
preordenes totales definido sobre X*°. Esto nos produce una relacion de preferencia global
>. sobre X° que es la decision global sobre la estructura de decision miltiple; es decir,
tenemos:

ur— f(u) ==, (5.5)

En general, este método necesita del calculo completo en cada >; para ¢ € N. Este es el
caso de las funciones que son globales como la funcion de Borda (funciones que no cumple
Independencia de Alternativas Irrelevantes). Ahora bien, para funciones locales (en particular
funciones que cumplen Independencia de Alternativas Irrelevantes) la informacion individual
entre dos alternativas bastaria para saber como es la preferencia social entre ellas.

El siguiente ejemplo ilustra este tipo de calculo.

Ejemplo 5.3 Consideremos X, S, u,, us,a y B como en el ejemplo anterior. A continuacion,
resumimos la informacion en el siguiente esquema:

Sq Ty S1 T T4 T
S9o XT3 S4 I3 S1 T3 Sq i)
S3 i) S3 T2 | 8384 T2 | S1S2 I3
S1 hal S9 Ty S9 Al S3 T4

S1 | S2 | S3 | S4
Ty | T2 | Xq | T3
To | X1 | XT3 | T4

| L

R R I
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Calculemos los siguientes conjuntos

Ay = o -7 ] By =[B8+1 o
Ay = o -3 ] By =[5 af
Az = o =5 ] By =85 o]
Ay = o= Bl By =[B ] o
Claramente tenemos que:

Ay = {s2, 83} By = {s1,s4}
Ay = {51, 53, 54} By = {s:}

Az = {s2, 83} By = {s1,s4}
Ay = {s1,84} By = {s2, 53}

Aplicando reglas de dominancia plausible y considerando el levantamiento posibilista para
cada individuo se tiene que:

B3 jg; Ag A4 __Jgi By

lo que significa que B =1 o, =5 B, B =3 a y o =4 B. Con la funcion de Borda no se tiene
la informacion necesaria para establecer la preferencia global entre o y (5. Si se usa, por
ejemplo, la regla local mayoritaria podriamos concluir que existe un empate entre las politicas
a y B. Como ya dijimos, es importante resaltar que para poder finalizar el proceso de decision
para funciones globales deberiamos tener el perfil u de todas las decisiones individuales sobre
todas las politicas, lo que equivale a realizar un computo para generar 4* politicas posibles; es
decir, 256 politicas posibles.

No obstante, este ultimo modelo serd muy util para establecer algunas propiedades de la teoria
de la eleccion social.

El problema en particular que tratamos de plantear trata sobre como conservar la propiedad
de Pareto (unanimidad) en este contexto; es decir, si en el perfil u se tiene que para todo
i, a »=; (B, entonces o > [, donde > es la relacion de preferencia que se obtiene usando la
regla de dominancia plausible para el par (=%, >="*); es decir,la relacion dada por el método
1. Esa es la pregunta que analizaremos a continuacion.

5.5 La funcién de Borda y la propiedad de Pareto en
estructuras de decisiones miltiples

La propiedad de Pareto es una de las propiedades méas importantes dentro de la teoria de
eleccion social, puesto que representa la unanimidad de una colectividad de individuos dentro
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de una decision global; es decir, si para todos los individuos se tiene que una alternativa o
politica es mejor que otra, entonces esta situacion deberia respetarse en el resultado global de
la decision. Sin embargo, dentro de los dos esquemas que planteamos para establecer estruc-
turas de decisiones multiples podemos observar que considerando dos politicas estos modelos
pueden dar resultados contrarios; es decir, a través de un modelo podemos encontrar que una
politica a resulta mejor que una politica 8 y que con otro modelo resulta lo contrario. Esta
ultima observacion nos motiva a estudiar a fondo el comportamiento de estos dos modelos en
el caso de comportamiento unanime (es decir, via la propiedad de Pareto) segin la funcion
de eleccion social escogida (Borda de Gran Paso, Borda de Niveles Inalcanzables).

Es importante notar que un modelo es més tratable desde el punto de vista computacional que
otro; es decir, con el primer modelo de decision s6lo se consideran los perfiles de relaciones de
preferencia sobre los estados y consecuencias sin llegar a calcular las decisiones individuales.
Esto nos permite comparar cualquiera dos politicas sin necesidad de conocer la estructura
sobre todas las politicas.

Con el proposito de hacer méas autocontenida la lectura recordemos la funcion de Borda. Esta
funcion es una de las reglas mas conocidas en la Teoria de Eleccion, y consiste de alguna
manera en establecer rangos o pesos naturales a los niveles, con respecto a las preferencias
de los individuos entre los candidatos. Veamos su definicion precisa:

Sean A = {ao, -+, ay} un conjunto finito y sea u = (=1,:-+,>,) un perfil de relaciones de
preferencia (preordenes totales) sobre el conjunto A. Para cada elemento =; sean N}, N2 ... N/
los niveles que tiene el preorden =;, con j < m; es decir, N} es el primer nivel del preorden
=, del individuo ¢ y asi sucesivamente. Ahora para cada ¢ definamos una funcién de rango
ri(a) de la siguiente manera:

e Sia € N}, entonces r;(a) =1
e Sia € N/, entonces r;(a) =t, con t < j.

Luego definimos

r(a) = Z ri(a).

=1

r(a) es llamado el ingrediente principal de la Funcion de Borda: Luego
fBw)={ac A: r(a)>r(b), Vbc A}

En este caso fP es una funcion de eleccion social definida fZ : P* — P(A). Sin embargo,
como [P satisface la propiedad de explicaciones transitivas, entonces al perfil u le podemos
asociar un preorden total global >, de manera tal que

a =y b <= r(a) > ()

Con lo anterior podemos entonces ver a la funciéon de Borda definida asi: f? : P* — P,
donde P es el conjunto de todos los preordenes totales definidos sobre A.
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A continuacion ilustraremos a través de un ejemplo los dos métodos de decisiones miultiples
usando la funciéon de Borda.

Ejemplo 5.4 Consideremos X y S conjunto de estados y conjunto de consecuencias, los
perfiles ug y ug, y las politicas o y 3, como en el ejemplo 5.1.

S1 | S2| S3| Sa

Q|1 | X2 | X3 | T2
B x| w3 | x| 3

S1 S4 S92 1 1 1
53 53 53 xXr x x

2 2 2
S4 S22 &1

Ug = Uy = X T T
s So s S4 T 3 3 3

=1 =5 =3

=1 =5 =3

Evidentemente, r(s1) = 7,7(sy) = 7,7(s3) = 9,7(s4) =7 y r(x1) = 9,r(xz) = 6,r(x3) = 3.
Graficamente tenemos =", =" de la siguiente manera:

€

53 €2
S45152 X3
>Us > Ua

Sea A =[a =" f] y B=[8>" a]. Claramente A = {s1, 52,54} y B = {s3}. Haciendo uso
de la regla de dominancia plausible se tiene que B 1., A, y en consecuencia, 3 = «.

Ahora bien, apliquemos el sequndo modelo de decision; es decir, haremos primero las deci-
stones individuales y luego usaremos la funcion de Borda para dar informacion del resultado
con respecto a las politicas o y 5. Consideremos los siguientes pares de preferencias.

S1 S4 52

S3 1| S3 T1 | S3 I
S4 T2 | S22 T2 | S1 T2
So T3 | S1 T3 | S4 T3

st il et S ) e St

Como el orden de preferencia para las consecuencias es igual para cada individuo, entonces
claramente se tiene que

Ay = [a =7 B] = {s1, 82, 84} By = [ =7 o] = {s3}
Ay = [ =5 B] = {51, 82, 84} By = [ =5 o] = {s3}
Az = [a =5 B] = {51, 82, 84} By = [3 =5 o] = {s3}
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Visualizando lo anterior tenemos que A; ZI>i By, Ay 3L By y As le B3, lo que significa
que o =1 B, =9 By a =3 B. Si consideramos la funcion de Borda, entonces en virtud de
que esta funcion satisface la propiedad de Pareto (unanimidad) se tiene que o >, 3, donde
= €s el preorden total asociado a la funcion de Borda.

Note que en este caso fue posible determinar que o =, B por la unanimidad sin necesidad de
calcular completamente las relaciones =; para i = 1,2, 3.

En el ejemplo anterior se puede observar que el resultado global de la decision a través del
modelo 1 resulta contrario al resultado usando el modelo 2. Es decir, a pesar que en el perfil
de las decisiones individuales la condicién de Pareto se cumple, no se obtiene la unanimidad
con respecto al resultado obtenido aplicando el modelo 1. A fin de comprender més a fondo
la situacion que se presenta propondremos algunas funciones de Borda modificadas, en el
sentido de las distribucion de los pesos o rangos asignados a los niveles.

5.5.1 Funcién de Borda de gran paso

Sea A = {ay,as, -+ ,a,} un conjunto de alternativas y u = (>=1,---,>,) un perfil de prefe-
rencias donde cada >; es un preorden total sobre A. Para cada i sean N} (A), N?(A),---, N/(A),
con j < m, los subconjuntos de A que estan en el nivel 1, nivel 2, y asi sucesivamente para
el preorden >;. Sea ¢/ = |NF(A)| el nimero de elementos que estan en el nivel p en el orden
=;. Por induccion definamos para cada >; el rango de los elementos de A para el individuo
i

e sia € N} (A), entonces ri(a) = 1 = ri,

i i i
rieg+1=mr. .

WE

e sia € N/ (A), entonces r'(a) =
=1

Asi, el rgp(a) = Zri(a).

i=1
Para cada perfil u definamos la funcion de Borda de gran paso asi:
a =P b <= 1,,(a) > 1, (b).

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.5 Sea A = {a1,a9,a3,a4} un conjunto con cuatro elementos y sea u un perfil de
preferencias sobre A como se muestra a continuacion;

a a2
azaz Qa4
u =
a4 Q30

~1 72
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haciendo cuentas tenemos que r'(a;) = 6, r'(ag) = 2, r*(az) = 2, r'(as) = 1, r*(a;) = 1,
r2(ag) = 6, r*(az) = 1 y r?(as) = 3. Por lo tanto, ryy(ar) = 7, rep(as) = 8, ryp(az) = 3,
rop(as) = 4.

Ast, el orden social es

Ahora bien, consideremos la situacion del ejemplo 5.4, especificamente sobre el perfil u.

$S1 S4 S — 8
S3 Sz S3 — 4
S4 SS9 S — 2
S S1 sS4 —> 1

=1 =5 =3

Los numeros a la derecha, indicados con la flechas, representan el peso o rango sobre los
niveles y esto se puede hacer ya que los ordenes son lineales; es decir, en cada nivel solo hay
un elemento. Teniendo en cuenta esto, podemos calcular el rango global de cada estado s;.
Esto es, 7(s1) = 11,7(s2) = 11,r(s3) = 12 y r(s4) = 11, lo que nos genera un preorden global
sobre S de la siguiente manera

Es obvio que el orden tfxg” es:

- Bgp

— Uy

Asi pues, aplicando la regla de dominancia plausible para el par de preordenes totales (ifsgp
,=59%) (para oy  como en el ejemplo 5.4) se tiene que B Q’;f?p A; o equivalentemente,
B > «a. Esto nos quiere decir que a pesar de hacer algunas modificaciones sobre la funcion de
Borda continuamos con la misma situacion, a saber: el método 1 nos dice 5 > a y el método
2, por unanimidad, nos dice o > 3.

Con el ejemplo anterior podemos ver que aunque tengamos la condiciéon de unanimidad, puede
resultar que el resultado final a través de los dos modelos no sea el mismo. A continuacion,
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daremos una propiedad que deben tener el rango de la funcién de Borda para obtener con-
sistencia en el resultado cuando se tiene la condicién de Pareto. Méas precisamente, cuando
se tiene « »; § para todo ¢ € N, tendremos « =, [ por el modelo 1.

5.5.2 Funcion de Borda con niveles inalcanzables

Sea A = {aj,as, -+ ,a,} un conjunto de alternativas, y sea u = (>=y,---,>,) un perfil de
preferencias donde cada >=; es un preorden total sobre A. Para cada i, sea N}, ---, NF los
niveles del preorden >=;, con k < m; es decir, N} es el primer nivel, N? es el segundo nivel
y NF es el ultimo nivel donde se encuentran los elementos maximales de A con respecto al
orden ;.

Ahora bien, para cada a € A y para cada ¢, definamos por induccion el rango de a con
respecto al nivel donde se encuentre en el preorden total >;.

e Sia € N}, entonces ri(a) =1

k
e Siac N entonces r'(a) = (Z r%m)) n+ 1.
r<a
El rango inalcanzable para cada a € A en el perfil u se define como 7"*(a) = Z r'(a). Para
i=1
cada perfil u definamos la funcion de Borda inalcanzable asi:

a tBin e Tina(a) 2 ,,,,z'na(b)‘
Con el fin de ilustrar el comportamiento de los rangos inalcanzables veamos el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 5.6 Sea A = {ay,as,as,a4} un conjunto con cuatro elementos y sea u un perfil de
preferencias sobre A como se muestra a continuacion;

a a2
asao ay
u g
a4 Q30
1 72

de las definiciones tenemos que 7'(ay) = 1, r*(as) = 3, r(a3) = 3, r'(a1) = 15; r*(a;) =
r?(a3) =1, r*(as) = 5 yr*(az) = 15,. Por lo tanto, v (a;) = 16, 1™ (ay) = 18, r™(az)
rint(a,) = 6.

Ast, el orden social es

)

1
4

)
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Ahora bien, consideremos nuevamente la situacion del ejemplo 5.4, especificamente sobre el
perfil ug. Este perfil ya lo tratamos con la Funciéon de Borda de gran paso. Veamos que
sucede cuando consideramos niveles inalcanzables.

S1 S4 SS9 —> 64
S3 S3 S3 — 16
S4 S99 s — 4
So 81 Sq4 —> 1

=1 =5 =3

Los nimeros a la derecha, indicados con la flechas, representan el peso o rango sobre los
niveles y esto se puede hacer ya que los ordenes son lineales; es decir, en cada nivel solo hay
un elemento. Teniendo en cuenta esto, podemos calcular el rango global de cada estado s;.
Esto es, 7(s1) = 69,7(s3) = 69,7(s3) = 48 y r(s4) = 69, lo que nos genera un preorden global
sobre S de la siguiente manera
$15954
53

Bi
tusln
Notemos que el resultado es totalmente contrario al que se obtiene considerando la funcién
de Borda a gran paso.

En el siguiente ejemplo comparamos el comportamiento de la funciéon de borda a gran paso y
la funcion de borda con rangos inalcanzables sobre los dos modelos de estructuras de decision
multiple.

Ejemplo 5.7 Sea X = {x1, 22,23} y S = {s1, 82, $3, S4, S5} un conjunto de consecuencias y
un conjunto de estados, respectivamente. Consideremos las siguientes politicas:

S1 | S2|S3| S4| S5

Q| X1 | Ty | X3 | To | X1
B x| w3 | w2 | 23| T2
Sean
S1 S22 S4  Ss
§3 S3 83 53 ry 1 1 I1
S2 S1 S5 S4 Ty T2 T2 T2
Us = S4  S4 S1 82 Uy = r3 T3 X3 T3

S5 S5 S22 81 - —
x x xT T

o S

S S S S

=1 =3 Z3 =3

Los perfiles sobre el conjunto de estados y el conjunto de consecuencias, respectivamente. Si
consideramos los rangos de Borda de gran paso para cada nivel sobre el perfil us quedaria de
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la siguiente manera:

S1 S2 S4 S5 — 16
S3 S3 S3 S3 — 8
Sg 81 S5 Sa — 4
S4 S4 S1 S9 — 2
S5 S5 So 0§51 — 1

=1 =5 =3 =i Rango de Borda gran paso

Recordemos que esto lo podemos hacer ya que en este ejemplo las relaciones de preferencia
sobre los estados son ordenes lineales.

Como las relaciones de preferencia en el perfil u, son todas iguales para cada individuo,
entonces para cada i se tiene que: A; = {s1,52,54,55} Yy Bi = {s3}, donde A, = {s € S :

a(s) =¥ B(s)} y Bi={s € S:B(s) =¥ a(s)}.

Haciendo los cdlculos respectivos se tiene que r9(s1) = 23, r9P(sy) = 23, r9%(s3) = 32,
r9P(s4) = 24 y r9(s5) = 22, lo que da como resultado un preorden total asociado a la funcion
de Borda de gran paso, de la siguiente manera:

83
S4
5152
S5

Bgp
)

Ahora bien, si consideramos el par (=89 =B y haciendo uso de la regla de dominancia
plausible se tiene que B T 54y A; es decir, 8 = «. Fs importante notar que para cada

i, a =; [ (basta notar qu;en el perfil us cada entrada tiene un elemento mazimal del
conjunto A), y suponiendo que la funcion de Borda gran paso satisface la propiedad de Pareto
(unanimidad), deberia tenerse en el resultado que o = B, lo que es contrario al resultado
anterior.

Ahora veamos el comportamiento de los rangos inalcanzables.

( S1 S9 S4 S; — 625 )

S3 S3 S3 S3 — 125
S S1 S5 S4 — 25

S4 S4 S SS9 — D >
S5 S; SS9 S — 1

| =1 =5 =3 =i Rango de Borda de rango inalcanzable |

Como las relaciones de preferencia en el perfil u, son todas iguales para cada individuo,
entonces para cada i se tiene que: A; = {s1,52,54,55} y Bi = {s3}, donde A, = {s € S :

a(s) =¥ B(s)} y Bi={s € S:B(s) =¥ a(s)}.
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Haciendo los cdlculos respectivos se tiene que 1(sy) = 656, r(s2) = 656, r(s3) = 500, r(ss) =
660 y r(s5) = 652, lo que da como resultado un preorden total asociado a la funcion de Borda
de niveles inalcanzables, de la siguiente manera:

S4
5152
S5
53

>_Bin
Ts

Ahora bien, si consideramos el par (=57 =B™) y haciendo uso de la regla de dominancia
plausible se tiene que A Q’;sBm B; es decir, a = . Notemos que para cada i, o =;  (basta
notar que en el perfil u cada entrada tiene un elemento mazimal del conjunto A), y como
la funcion de Borda de rango inalcanzable satisface la propiedad de Pareto (unanimidad), se
tiene en el resultado que a = (3, el mismo resultado anterior; es decir, se cumple la propiedad
de Pareto.

Las siguientes definiciones son claves para el enunciado del teorema principal de este
capitulo.

Definicion 5.1 Una estructura de decision (X°,=') es una Estructura de Decision Social
Multiple si existen, un perfil de decisiones individuales w = (=1, - , =), donde cada =; es
un preorden total sobre X°, y una funcion de bienestar social f : P* — P tal que f(u) =>".

Definicién 5.2 (Modelo 1) Una Estructura de Decision Social Multiple es Posibilista, para
cada v el preorden >=; se obtiene a través de la regla de dominancia plausible usando el
levantamiento posibilista.

Definicion 5.3 (Modelo 2) Una estructura de decision (X°,=) es una Estructura de De-
cision Social Miltiple Codificada si dados, perfiles us = (=5,--+,>=3) y u, = (=7,--- ,=¥),
donde para cada @ los preordenes = y =7 son preordenes totales definidos sobre S y X re-
spectivamente, y dadas dos funciones de bienestar social f : P" — P tal que f(us) =>° y
g(u,) ==%, se tiene que para cualesquiera dos politicas o, 3 € X°

arf<={seS:als) =" P(s)} dxs {s€ S:B(s) = a(s)} (5.6)
donde Jyxs es un levantamiento asociado al preorden =°.

Definicion 5.4 Una FEstructura de Decision Social Miltiple Codificada es Posibilistica si el
levantamiento Jws es el levantamiento posibilista I asociado al preorden >=°.

A la relacion >, de una estructura de decision multiple codificada posibilista, la vamos a
denotar a veces con =™¢ para distinguirla de == f(u) la preferencia de una decision social
multiple.
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Teorema 5.1 Supongamos que X° tiene una Estructura de Decision Social Multiple Posi-

bilista con u = (=1, ,=y), donde cada =; se obtiene del par (=:,>") a través de RDP.
Supongamos ademds que sobre X° se considera una Estructura de Decision Social Muiltiple
Codificada Posibilista tal que us = (=3, ,=5) y u, = (=%,--- ,=") y la funciones de bie-

nestar social f y g son la funcion de Borda de Niveles Inalcanzables. Luego, si para todo 1
se tiene que o —; B entonces a ="¢ (; es decir, la propiedad de Pareto se cumple.

Otra manera de ver el teorema es la siguiente: suponga que f(u) ="y f cumple Pareto.
Entonces, si para todo i, a =; [, los dos métodos nos dicen que o > (3, es decir a >=' S y
e B
Demostracién. Por hipotesis tenemos un perfil v de relaciones de preferencia sobre X* bajo
una Estructura de Decision Social Multiple Posibilista como lo podemos ver en el siguiente
esquema

u=(~1, =2, e )
T T T
= =7 =
T T T
(=1, =%) (=35.=") ... (=3, =%)

Es importante notar que la para cada individuo ¢ la relacion de preferencia sobre el conjunto de

consecuencias X siempre es la misma. Ademas, para cada ¢ la relacion JT; es el levantamiento
—1

posibilista.

El hecho de que para todo i se tiene a >; (3 significa que
{se€S:a(s) =" B(s)} 2L {s € S: B(s) =" a(s)} (5.7)
Sea A={se S:a(s) > [(s)} y B={s€S:8(s) >" a(s). Asi, usando 5.7 se tiene que

que para cada ¢
a=; B+ ATL. B (5.8)

Ahora bien, consideremos los perfiles u, = (=5,--+,=5) y u, = (=% -+, =%). Sea fB"
la funcion de Borda de niveles inalcanzables y apliquemos esta funciéon a los perfiles ug y
ug; es decir, fP"(uy) y fP™(u,). Sea =.,.= fP™(us) y como en el perfil u, todas sus
entradas son iguales entonces obviamente se tiene que f%"(u,) ==%. Con el par (=,,, =%),

el levantamiento posibilista JT —asociado al preorden total =, y considerando la Estructura
de Decision Social Miultiple Codificada Posibilista sabemos que

a-pB+= A2 B (5.9)
Asi que para ver que « > 3 tenemos que probar que
Vi, ADJI,.B= A7l B

Es decir, existe a € A tal que para todo b € B, a =, b.
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Como para todo i, A JZ. B entonces para cada i existe a; € max(A, =7) tal que a; =7 b para

todo b € B.

Sea b* un elemento de B con rango inalcanzable maximal; es decir, para todo b € B,
fBn(b*) > fBin(b). Sea ig el individuo en el perfil donde b* tiene el rango inalcanzable

maximal. Es decir, para todo . ' '

10

Sea a;, el elemento maximal en =7 de todos los a; en A. Asi tenemos,

FPm i) = Y r'(ai) = ( > Ti(%)> +1%(aig) > (0% +1 > f7()

i=1 i=1,i#ig

ya que 7 (a;,) > nr(b*) + 1, y en consecuencia fP"(a;,) > fP(b*).

Ahora colocando a = a;, se tiene que f5™(a) > fP"(b*) y por la escogencia de b* se tiene

que para todo b € B, fP"(a) > fP"(b)
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CAPITULO 6

Observaciones finales y perspectivas

Queremos terminar este trabajo con algunas observaciones finales sobre nuestra contribucion,
algunas preguntas y unas perspectivas de trabajo.

En este trabajo hemos hecho aportes a la teoria de la eleccion social pura y a la teoria de
decision desde un punto de vista social (multiagente).

Nuestras primeras contribuciones a la teoria de eleccion social aparecen en el capitulo 3. Alli
estudiamos algunas funciones de eleccion social y analizamos sus propiedades. Propusimos
nuevas propiedades de racionalidad y ademas se realizo el analisis general de las propiedades
més resaltantes de la teoria de eleccion social incluyendo las nuevas. Definimos nuevas fun-
ciones que satisfacen estas nuevas propiedades y para ello se introduce la nocion de perfiles
d-consistentes. También vimos, que funciones de eleccion social restringidas a estos perfiles
cumplen con las nuevas propiedades propuestas. Es decir, estas funciones asi definidas tienen
un buen comportamiento.

En el cuarto capitulo hicimos una contribucion al estudio de la manipulabilidad de funciones
de eleccion social (funciones multivaluadas). Nuestra nocion de manipulabilidad se basa en la
nocion de levantamiento. En particular damos condiciones suficientes sobre los levantamien-
tos para obtener el teorema de manipulabilidad (Teorema 4.3), resultado principal de este
capitulo.

El quinto capitulo concierne al estudio de decisiones miiltiples. En esencia, nuestro aporte
consistio en establecer dos métodos de agregacion global de preferencias a través de estruc-
turas de decision multiple y estructuras de decision multiple codificada. Mostramos que estos
dos métodos pueden llevar a resultados contrarios. Esto lleva a preguntarse sobre la existen-
cia de condiciones, tanto dentro de las estructuras de decision miultiple codificada como en la
definicion de las funciones de agregacion que permitan coincidencia de los métodos. Ello nos
llevé a introduccion de la funcion de Borda de niveles inalcanzables. Finalmente, enunciamos
y demostramos el teorema principal, que muestra que bajo ciertas condiciones estos modelos
coinciden. En particular preservan la condicién de Pareto.
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Ahora quisiéramos enunciar unas preguntas:

1. ;Son las condiciones sobre los levantamientos que aparecen el el Teorema 3.4, condi-
ciones necesarias para la manipulacion?

2. ;Es la funcién de Borda de niveles inalcanzables una funcion minimal para que se
cumpla el Teorema 5.17

Ahora quisiéramos esbozar algunas perspectivas de trabajo.

Primero sobre las aplicaciones de nuestros resultados y métodos. En particular los métodos
de decisiones miiltiples en la clasificacion de candidatos (a un cargo). Para esto consideremos
lo siguiente: supongamos que existe un cargo de concurso de credenciales para profesor en
una universidad. Las variables que se van a medir son las clasicas; es decir, experiencia en
Docencia, Investigacion, Extension y Trabajo Administrativo. Si se establece un comité de
jueces para evaluar a cada candidato puede pasar que difieran en las caracteristicas que deba
tener el candidato al cargo de profesor. En otras palabras, puede ser que a un juez le parezca
méas importante que el candidato sea “bueno” en docencia que en investigacion, mientras que
a otro juez difiera de esa opinién. En este sentido, cada juez ordena las variables a medir. Es
importante saber que cada candidato tiene un rango o peso en su curriculum con respecto a
las variables consideradas. Lo interesante es preguntarse cuales mecanismos de escogencia de
candidatos pudieran ser utilizados y en qué medida estos mecanismos pudieran ser “buenos”
socialmente (es decir para el comité de jueces). Ademads, seria oportuno considerar estudiar
lo sensible a manipulacidon que pudieran ser estos mecanismos.

Otro aspecto que quisiéramos desarrollar es el estudio de las decisiones dinamicas. Esto
pudiera hacerse de diversas maneras. Con el propoésito de entender de que se trata consi-
deremos la siguiente situacion: supongamos que una persona esta interesada en trasladarse
de un sitio A a un sitio B por tres vias o rutas distintas, digamos 7,72 y r3. Ilustramos lo
anterior en el siguiente grafico.

T

A " B

\/

El conjunto de opciones que tiene el individuo de trasladarse desde el punto A al punto
B es X = {ry,rq,r3}. Cada elemento de X tiene asociado cierto conjunto de atributos o
caracteristicas. Por ejemplo, podemos pensar en tres caracteristicas: ¢; =“tiempo minimo”,
cy ="“poco trafico” y c¢g =“poco recorrido”. En otras palabras podemos considerar un vector
de la forma

(Tla 2,73, C1, Co, C3)
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donde cada entrada se le asigna 0 (cero) o 1 (uno) dependiendo si la opcion o la caracteristica
se cumple. Por ejemplo, el vector
(1,0,0,1,0,1)

nos dice que la persona ha decidido tomar la ruta r; y considera que minimiza tiempo, tendra
mucho trafico y pero el recorrido seré corto.
El conjunto de todas las alternativas es el siguiente.

T T2 Ty G C2 C3
A (1 0 0 o o 9
10 1 0 o o 9
0 0 1 o o o
donde ¢ € {0,1}. Claramente |A| = 24 y un elemento = € A tiene la siguiente forma

(7“1 T2 T'3 C1 Co 03).
Supongamos que de todas las alternativas solo tomamos las siguientes
V = {(100111), (010011), (001001)}.

La persona o individuo ¢ establece su preferencia absoluta que llamaremos A = {(100111)};
es decir, el prefiere viajar por la ruta r; teniendo en cuenta, que en su opinién, todos los
atributos le favorecen.

Ahora bien, sea d la distancia de Hamming! extendida sobre P(A) y definamos la siguiente
relacion sobre A dado A. Para z,y € A

T Ay <= d(z,A) <d(y,A).

Asi, dada la preferencia absoluta A de la persona ¢ podemos establecer su preferencia sobre

todo V' de la siguiente manera:
A — (100111)
(010011)
(001001)
tf‘UV
Esto se interpreta de la siguiente manera: la persona ¢ tiene como primera opcion la ruta rq,

como segunda opcion la ruta ro y por tltima opcion la ruta rs.

Ahora bien, ;Qué pasaria si a la persona i se le informa que no hay paso por la ruta ;7.
Es posible que ¢ cambie su preferencia dado que pudiera conocer algunas consecuencias del
hecho, es decir, por ejemplo 7 pudiera saber, o estar convencido, de que si no hay paso por la
ruta r; entonces habra mucho trafico por la ruta ro y en consecuencia tardara mas, entre otras
informaciones posibles. En este sentido podemos plantearnos lo siguiente: Dada las creencias
de una persona y su preferencia original sobre una situaciéon ;sera posible hacer un modelo
que nos permita, dada una nueva informacion que afecte a las opciones, crear una nueva

I'Del ntmero de coordenadas en que difieren los vectores se toma la menor.
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situacion donde podamos establecer preferencias que nos beneficien el lo posible con respecto
a nuestra preferencia original? ;Como podemos usar la teoria de decision, teoria de eleccidon
social y la teoria de revision de bases de conocimiento para hacer frente a esta situacion?.
Nosotros pensamos que conjugar esta teorias permitird obtener resultados importantes.

Por dltimo seria interesante entender la relacion que pudiera establecerse entre Teoria Espec-
tral en el Algebra Lineal y la teoria de eleccion social. Particularmente, podemos estudiar
las aplicaciones de la teoria de Perron - Frobenius, que se han usado en el desarrollo de
ciertos algoritmos computacionales, conocidos como algoritmos de bisqueda computacional,
asignacion de rangos con herramientas estadisticas, entre otros. La idea es estudiar estos
mecanismos de ordenamiento desde el punto de vista de la teoria de decision y la teoria de
eleccion social.
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