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Resumen

Este trabajo se desarrolla dentro del maro de la teoría de deisión. Partiularmente estudi-

amos la teoría de eleión soial y a la teoría de deisión ordinal (o ualitativa).

En una primera parte realizamos un análisis sobre propiedades de las funiones de eleión

soial. Para esto onsideramos las propiedades típias de la teoría de eleión soial y adi-

ionalmente proponemos nuevas propiedades.

En el maro de la teoría de eleión también estudiamos la manipulabilidad de las funiones

de eleión soial. En otras palabras nos interesamos en saber uándo un sistema eletoral

es bueno en el sentido de que no sea ditatorial. Estudiamos, además, uando un proeso es

manipulable.

Finalmente, estudiamos estruturas de deisión y nos planteamos omo tomar deisiones

oletivas a partir de deisiones de múltiples agentes. Básiamente se trata de ómo deidir

uál andidato o polítia es la mejor. Estudiamos métodos o meanismos que permitan

esoger una o algunas polítias de un onjunto dado de polítias. Sobre estas estruturas

estableemos un resultado que propone ondiiones que permiten garantizar la propiedad de

Pareto en el maro de deisiones oletivas.

Palabras Claves: Teoría de eleión soial, Teoría de deisión ordinal, Levantamientos, Estru-

turas de deisión, Preórdenes totales, Imposibilidad, Manipulabilidad.
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CAPÍTULO 1

Introduión

Este trabajo es una ontribuión a la teoría de deisión en general. Más partiularmente a

la teoría de eleión soial y a la Teoría de Deisión Ordinal (o ualitativa).

Las interrogantes que motivan el estudio de estos ampos pueden plantearse senillamente

de la siguiente manera: ¾Cómo deidir uál andidato es mejor? ¾Qué es un buen sistema

eletoral? ¾Cómo deidir uál polítia es la más adeuada? Estos problemas de deisión se

pueden formalizar y estudiar desde el punto de vista matemátio. Las dos primeras preguntas

orresponden a lo que se denomina teoría de eleión soial y la última a la teoría de deisión

propiamente diha.

El problema de la eleión, en general, onsiste, en enontrar algunos métodos o meanismos

que permitan esoger una o algunas alternativas de un onjunto dado de alternativas. La

eleión está implíita en diversos problemas de naturaleza real. Las más onoidas son la

eleión de un andidato por un onjunto de individuos (teoría de eleión soial) y también la

esogenia de una polítia (teoría de deisión), omo por ejemplo, qué haer si los preios del

petróleo suben, o si hay depresión eonómia, ómo distribuir reursos, manejo de reursos

humanos en empresas e industrias, en general manejo de subasta o ompra de aiones en la

bolsa de valores, hasta el tratamiento de imágenes satelitales, entre otros.

La deisión ha venido planteando diversos maros formales para resolver problemas de ele-

ión. Uno de ellos, la teoría de eleión soial, trata sobre la toma de deisiones oletivas a

partir de las preferenias de los individuos que onforman una soiedad. Estas preferenias

están representadas mediante relaiones binarias sobre el onjunto de alternativas. Tenga-

mos presente que los individuos, por supuesto, pueden tener opiniones distintas sobre las

alternativas. El problema entones onsiste en lo siguiente: dado un grupo de alternativas

(andidatos) y un grupo de individuos (votantes) on sus preferenias sobre los andidatos

¾Cómo elegir los �mejores� andidatos para todo el grupo de individuos?, ¾En qué medida el

método esogido es �bueno�?

Las respuestas a esas preguntas no son tan simples. Desde el siglo XVIII [5, 10℄ fueron

apareiendo diversos trabajos apuntando a soluionar los problemas de la votaión, pero no

1
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Capítulo 1. Introduión 2

tuvieron ni la ontinuidad esperada ni el desarrollo mereido. Haia la mitad del Siglo XX

omienza una nueva etapa produtiva y profunda en esta área. En efeto, en 1951 J. K.

Arrow [1℄ probó un resultado importante que le dio un nuevo vigor y un nuevo enfoque a lo

que hoy se llama la �teoría de eleión soial�. Este resultado es onoido omo El Teorema

de Imposibilidad de Arrow, también llamado la paradoja de Arrow. Allí se demuestra que no

es posible diseñar métodos de eleión que obedezan al mismo tiempo a un ierto onjunto

de riterios �razonables�.

Uno de los temas importantes dentro de la Teoría de Eleión Soial es el de la manipu-

labilidad de las funiones de eleión soial. Grosso modo, una funión de eleión soial (un

sistema de voto) es manipulable si hay una situaión en que uno de los votantes pre�ere mentir

para haer que el resultado lo favoreza. Sorprendentemente los trabajos de Gibbard [21℄ y

Satterthwaite [31℄, nos dien que todo sistema de voto, mínimamente bueno, es manipulable o

ditatorial. Cabe alarar que ellos se re�eren a sistemas de voto que arrojan siempre un únio

ganador (funiones univaluadas). Ellos no estudian el problema de las funiones generales de

eleión que pueden arrojar empates (funiones multivaluadas) y que de heho dependen de

dos parámetros: las preferenias de la poblaión de votantes y de un onjunto de andidatos

a elegir, que en general es un subonjunto de todos los andidatos posibles.

Más reientemente, Salvador Barberà [3℄, Duggan-Shwartz [19℄, y Jean-Pierre Benoit [4℄

han estableido resultados de manipulabilidad para funiones de eleión multivaluadas bajo

iertas ondiiones sobre los per�les de preferenias de los votantes. Sus trabajos son en

muhos aspetos similares al trabajo de Gibbard y Satterthwaite. Ellos ambian el tipo de

objetos a onsiderar: en vez de andidatos ellos onsideran onjuntos de andidatos. Ese es

el espaio de alternativas y es sobre esas alternativas que la poblaión de votantes expresa sus

preferenias. De heho, ellos no onsideran todas las preferenias posibles en ese espaio de

alternativas, sino que onsideran solamente algunas que tienen una estrutura muy partiular.

Una pregunta natural es la siguiente: ¾Habrá un resultado de manipulabilidad para funiones

de eleión generales?

Investigamos noiones de manipulabilidad para funiones de eleión generales. Ellas depen-

derán de la manera de interpretar una preferenia sobre los andidatos, omo una preferenia

sobre onjuntos de andidatos.

Así, en uanto a la teoría de eleión Soial nos onentraremos en tres aspetos fundamen-

tales: Estudio de Nuevas Propiedades y presentaión de algunas funiones de eleión soial

de�nidas a partir de distanias, Estudio de Manipulabilidad Generalizada.

En lo onerniente a la deisión entre polítias, que son funiones de un espaio de estados

S en un onjunto de onseuenias X , está el maro lásio de Savage [32℄ que onsiste en

el estudio de la Utilidad Esperada. Para ello se debe disponer de una funión de utilidad

u : X −→ R y de una medida de probabilidad p : A −→ [0, 1] (donde A es una sigma álgebra

sobre S). Con estos dos elementos se le asoia a ada polítia f ∈ XS
un número que no es

otra osa que la esperanza de u ◦ f on respeto a la medida de probabilidad p (se supone
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Capítulo 1. Introduión 3

que u ◦ f es medible). Ese número es la utilidad esperada. Así, una polítia f es mejor

que una polítia g si la utilidad esperada de f es más grande que la utilidad esperada de

g. La axiomátia de Savage en la Teoría de la Deisión aptura exatamente las deisiones

que se pueden haer, en términos numérios y en un maro in�nito, on una funión de

utilidad y una funión de probabilidad en términos de la utilidad esperada omo desribimos

previamente. En otras palabras, una estrutura (XS,�), on |S| =∞, satisfae los axiomas

de Savage si, y sólo si, la relaión � se onstruye a partir de una funión de utilidad u y una

funión de probabilidad p. Aquí la mejor polítia es la que maximiza la utilidad esperada.

En este maro la relaión �, sobre las polítias, viene dada por la utilidad esperada, es deir,
f � g si, y sólo si, UE(f) ≥ UE(g). Ahora bien, ¾qué pasa uando no se tienen funiones de

probabilidad ni una funión de utilidad, sino más bien un maro de preferenias puramente

ordinal? En ese maro debemos itar los trabajos pioneros de Dubois et al. [11, 13, 14℄.

Allí se estudian Estruturas de Deisión Ordinal en el aso �nito inspirados de la estrutura

axiomátia de Savage.

En el aso de Teoría de Deisión Ordinal onsideramos un onjunto �nito S de estados y un

onjunto �nito X de onseuenias. Las polítias o atos son apliaiones f : S −→ X, es

deir, una polítia es una funión f en (XS). El problema en la teoría de la deisión onsiste

en saber deidir uales son las mejores polítias (atos). Ahora bien, en este aso, el pro-

blema onsiste es onstruir estruturas puramente ordinales, es deir, ¾será posible debilitar

los axiomas de Savage para obtener estruturas (XS,�) para la toma de deisiones sobre

polítias que sean raionales de�nidas a partir de preferenias >p sobre X y �L sobre P(S)?.
En los trabajos de Dubois, Fargier, Perny y Prade [11, 13, 14, 15℄ se enuentran algunas

araterizaiones axiomátias que tienen relaión estreha on la axiomátia de las Lógias

No Monótonas (relaiones prefereniales y raionales) de los trabajos de Kraus, Lehmann

y Magidor [29℄ [27℄. Sobre resultados de representaión en este maro ualitativo debemos

referirnos a los trabajos de Franklin Camaho y Pino Pérez [6, 7, 8℄ y a la tesis dotoral de

Camaho [9℄.

Un problema natural es ómo integrar diferentes estruturas de Deisión Ordinal. Esto nos

lleva a preguntarnos sobre las relaiones entre Teoría Deisión Ordinal y la Teoría de Eleión.

En este sentido, estudiaremos estruturas de deisiones múltiples. Básiamente onsiste en lo

siguiente: supongamos que tenemos un numero �nito de individuos que tienen preferenias

sobre un onjunto de polítias, es deir, ada individuo posee implíitamente una estrutura

de deisión sobre esas polítias. Entones el problema onsiste en estudiar meanismos que

permitan tomar una deisión soial; es deir, rear una estrutura de deisión sobre las

polítias onsiderando la estrutura multiple que onforma las estruturas partiulares de

ada individuo. Además, mostramos un resultado que aptura una de las propiedades más

importante de la teoría de eleión soial omo lo es la propiedad de Pareto.

Este trabajo esta estruturado en uatro apítulos fundamentales que siguen a esta pequeña

introduión. El apítulo 2, se dedia a presentar los resultados y de�niiones básias uti-

lizadas en los apítulos subseuentes. En prinipio se muestran de�niiones y resultados sobre

relaiones de preferenias y levantamientos. En el apítulo 3 estudiamos la teoría de eleión

soial. Partiularmente introduimos algunas funiones de eleión soial y luego analizamos
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Capítulo 1. Introduión 4

el umplimiento de algunas propiedades importante de la teoría de eleión soial para estas

funiones. Adiionalmente, motivados por la similitud entre esta teoría de eleión soial

y la problemátia de la fusión de bases de onoimiento en el maro de la lógia [23, 24℄

introduimos nuevas propiedades de raionalidad para las funiones de eleión soial. Se

establee una orrespondenia preisa entre propiedades que se re�eren a la onsistenia de

per�les y propiedades que generalizan las propiedades de Pareto. El apítulo 4 está dediado

al estudio de manipulabilidad de funiones de eleión soial; es deir, estudiamos uándo

puede existir una situaión de manipulaión para este tipo de funiones. Pudiera pensarse

que en el proeso de eleión existe un individuo manipulador o pudieran existir varios (una

oaliión). Nosotros ataaremos el problema sólo uando hay una situaión de manipula-

bilidad para un únio individuo que manipula. El apítulo 5 está dediado al estudio de

deisiones múltiples. Comenzamos por mostrar algunos resultados de la teoría de deisión en

el maro ualitativo para luego plantearnos el problema del estudio de estruturas de deisión

múltiple. Basándonos en los trabajos de Dubois, Fargier, Perny y Prade [11, 13, 14, 15℄ ,

partiularmente la Regla de Dominania Plausible. En este sentido, mostramos dos métodos

de agregaión global de preferenias sobre estas estruturas y planteamos nuevas funiones

de agregaión que, bajo iertas ondiiones, nos permita apturar el umplimiento de la

propiedad de Pareto interpretada en estas estruturas a través de los dos métodos.

Finalmente, tenemos un apítulo de onlusiones y perspetivas donde mostramos algunas

ideas para trabajo futuro.www.bdigital.ula.ve
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CAPÍTULO 2

Relaiones de preferenia

Este apitulo está dediado a presentar los resultados y de�niiones básias utilizadas en los

apítulos subseuentes. Iniialmente se muestran de�niiones y resultados sobre relaiones

de preferenias y levantamientos.

Usaremos las notaiones usuales de la lógia para estableer y enuniar propiedades matemáti-

as. Así los símbolos ∧,∨,=⇒,⇐⇒, ∀, ∃ y ¬, denotarán la onjunión (�y� ), la disyunión

(�o�), la impliaión (�implia�), la doble impliaión (�si, y sólo si�), uanti�ador universal,

(�para todo�), uanti�ador existenial (�existe� ) y la negaión (�no� ) respetivamente.

Como es usual, uando R es una relaión (binaria) esribiremos x R y en vez de [R(x, y)] o
de (x, y) ∈ R; por ejemplo x 6= y, x 6< y, x 6≤ y, x 6≺ y, x 6� y, en vez de ¬(x = y), ¬(x < y),
¬(x ≤ y), ¬(x ≺ y) y ¬(x � y) respetivamente.

2.1 Relaiones modulares y preórdenes totales

En la teoría del orden se estudian varias lases de relaiones binarias que apturan la noión

intuitiva del orden matemátio. Muhas de las estruturas que son estudiadas emplean

relaiones on propiedades adiionales. De heho, algunas relaiones que no son de orden

parial son de espeial interés. Prinipalmente, el onepto de preorden total o simplemente

preorden, tiene que ser menionado. Un preorden es una relaión que es transitiva y total,

pero no neesariamente antisimétria. Cada preorden R indue una relaión de equivalenia

entre elementos, donde a es equivalente a b, si aRb y bRa. Los preórdenes pueden ser

onvertidos en órdenes identi�ando todo elemento equivalente on respeto a esta relaión.

Las relaiones modulares también se pueden identi�ar on los preórdenes y de eso se trata

esta seión. En general se estudia la relaión que existen entre los preórdenes y las relaiones

modulares a �n de poder onfundirlas en asos neesarios.

Comenzamos formalizando las propiedades que pueden tener las relaiones binarias.

De�niión 2.1 Una relaión binaria R sobre un onjunto X es:

5
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Capítulo 2. Relaiones de preferenia 6

re�exiva si ∀x ∈ X, xRx
irre�exiva si ∀x ∈ X, x 6Rx
simétria si ∀x, y ∈ X, xRy =⇒ yRx
asimétria si ∀x, y ∈ X, xRy =⇒ y 6Rx
antisimétria si ∀x, y ∈ X, xRy ∧ yRx =⇒ x = y
transitiva si ∀x, y, z ∈ X, xRy ∧ yRz =⇒ xRz
total si ∀x, y ∈ X, xRy ∨ yRx

De�niión 2.2 Una relaión binaria R sobre un onjunto X es un preorden total (sobre

X) si es transitiva y total, y es un orden lineal (sobre X) si además es antisimetria.

De�niión 2.3 Dado un orden lineal ≥ se de�ne el orden lineal estrito >, asoiado a

≥, de siguiente manera:

x > y ⇐⇒ x ≥ y ∧ x 6= y,

es deir, >=≥ \{(x, x) : x ∈ X}.

Se puede probar que un orden lineal estrito> esta araterizado por las siguientes propiedades:

1. Transitividad

2. Cuasi-totalidad (triotomía): ∀x, y[x 6= y =⇒ x > y ∨ y > x]

3. Asimetría

De heho, si > es un orden lineal estrito entones la relaión ≥=> ∪{(x, x) : x ∈ X} es un
orden lineal.

En lo suesivo, muhas vees diremos relaión en vez de relaión binaria.

De�niión 2.4 Una relaión R sobre un onjunto X se llama modular-1 si existe un orden

lineal > sobre un onjunto Y , y existe una apliaión γ : X −→ Y , tal que para todos x, y ∈ X
se umple

xRy ⇐⇒ γ(x) > γ(y). (2.1)

De�niión 2.5 Una relaión binaria R sobre un onjunto X se llama modular-2 si es (i)

Irre�exiva, (ii) Transitiva y además satisfae

(iii) ∀x, y, z ∈ X, [xRz ∧ (x 6Ry ∧ y 6Rx) −→ yRz] (Estrati�aión).

De�niión 2.6 Una relaión ≻ sobre un onjunto X se llama modular-3 si satisfae

(m1) ∀x, y ∈ X, ¬(x ≻ y ∧ y ≻ x).

(m2) ∀x, y, z ∈ X, [x ≻ z −→ (x ≻ y ∨ y ≻ z)].

En el siguiente resultado mostraremos la equivalenia entre las tres de�niiones anteriores.
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Capítulo 2. Relaiones de preferenia 7

Proposiión 2.1 Las de�niiones 2.4, 2.5 y 2.6 son equivalentes. Por onsiguiente una

relaión que satisfae ualquiera de ellas, será llamada modular.

Demostraión. Primero mostraremos que la de�niión 2.5 se obtiene a partir de la de�niión

2.4.

(i) Debemos ver la irre�exividad, es deir, se debe umplir que ∀x ∈ X, [x 6≻ x].
En efeto, x 6≻ x⇐⇒ f(x) 6> f(x), pero es ierto que f(x) 6> f(x) por ser > irre�exiva,

luego x 6≻ x.

(ii) Debemos ver la transitividad, es deir, se debe umplir que:

∀x, y, z ∈ X [x ≻ y ∧ y ≻ z ⇒ x ≻ z].

Asumamos que x ≻ y e y ≻ z. Como,

[x ≻ y ∧ y ≻ z]⇐⇒ [f(x) > f(y) ∧ f(y) > f(z)],

se tiene que f(x) > f(y) y f(y) > f(z). Por ser > transitiva se tiene que f(x) > f(z),
y usando 2.1 se tiene que x ≻ z.

(iii) Por último veremos que ≻ satisfae la estrati�aión:

∀x∀y∀z [x ≻ z ∧ (x 6≻ y ∧ y 6≻ x) −→ y ≻ z].

Razonemos por reduión al absurdo. Supongamos que [x ≻ z ∧ (x 6≻ y ∧ y 6≻ x)] y
que y 6≻ z. Del heho y 6≻ z se tiene que f(y) 6> f(z) y omo > es total y sabemos que

y 6= z (ya que x ≻ z pero y 6≻ z), se tiene que f(z) > f(y). Además, x ≻ z implia

que f(x) > f(z) y por ser > transitiva se tiene que f(x) > f(y), es deir, x ≻ y lo que

ontradie el heho que x e y son inomparables.

Como segundo paso veremos que la de�niión 2.6 se obtiene a partir de la de�niión 2.5.

(m1) Debemos ver que ∀x, y ∈ X, ¬(x ≻ y ∧ y ≻ x). Razonemos por el absurdo. Supon-

gamos que x ≻ y e y ≻ x. Como ≻ es transitiva se tiene que x ≻ x lo que ontradie

la irre�exividad de ≻.

(m2) Veamos que ≻ satisfae la siguiente propiedad:

∀x, y, z ∈ X, [x ≻ z −→ (x ≻ y ∨ y ≻ z)].

En efeto, si y es inomparable on x, se tiene x 6≻ y ∧ y 6≻ x, y usando la propiedad

de estrati�aión se tiene y ≻ z.

Ahora, si y es omparable on x, se tiene x ≻ y o y ≻ x. En el primer aso no hay nada

que probar y en el segundo aso, usando la transitividad de ≻, se tiene que y ≻ z.
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Finalmente veremos que la de�niión 2.4 se obtiene a partir de la de�niión 2.6.

Sea X un onjunto dotado on la relaión ≻ modular-3. De�namos la relaión x ∼ y de la

siguiente manera:

x ∼ y ⇐⇒ x 6≻ y ∧ y 6≻ x. (2.2)

Esta relaión ∼ es llamada la relaión de indiferenia asoiada a ≻. Probemos que ∼ es una

relaión de equivalenia.

Notemos que la propiedad (m1) implia que x 6≻ x, así x ∼ x para ualquier x ∈ X .

Si x ∼ y ∧ y ∼ z, laramente, usando (m2), se tiene que x ∼ z, ya que de lo ontrario

tendríamos x ≻ z o z ≻ x y en el primer aso (m2) implia que x ≻ y o y ≻ z lo ual viola

la hipótesis x ∼ z ∧ y ∼ z; para el segundo aso usando de nuevo (m2) se tiene que z ≻ y o

y ≻ x lo que de nuevo viola la hipótesis x ∼ z ∧ y ∼ z.

Finalmente la simetría es evidente por de�niión.

Ahora de�nimos [x] omo la lase de equivalenia de x on respeto a la relaión ∼, es deir,

[x] = {y ∈ X : x ∼ y}.

De�namos Y = {[x] : x ∈ X} y de�namos una relaión > sobre Y de la siguiente manera:

[x] > [y]⇐⇒ x ≻ y. (2.3)

Veamos que > esta bien de�nida, es deir, no depende del representante: si x ∼ x′ y y ∼ y′,
entones x ≻ y implia x′ ≻ y′. En efeto, omo x ≻ y, usando (m2) y el heho que x ∼ x′,
neesariamente x′ ≻ y; de igual manera, omo x′ ≻ y, usando (m2) y del heho que y ∼ y′,
se tiene que x′ ≻ y′.

Ahora veamos que > es un orden lineal sobre Y .

(i) Debemos ver ∀[x] ∈ Y , se umple que [x] 6> [x]. En efeto, [x] 6> [x] ⇐⇒ x 6≻ x. Así,

usando la propiedad (m1) y tomando y = x se tiene que x 6≻ x, por lo tanto [x] 6> [x].

(ii) Ahora probaremos que > satisfae la siguiente propiedad:

∀ [x], [y], [z] ∈ Y, [[x] > [y] ∧ [y] > [z]]⇒ [x] > [z].

En efeto, [x] > [y] y [y] > [z] si, y sólo si, x ≻ y e y ≻ z. Como x ≻ y, usando
la propiedad (m2) se tiene que x ≻ z o z ≻ y, pero en virtud de (m1) z ≻ y no es

posible, por lo tanto se tiene x ≻ z, es deir, [x] > [z].

(iii) Finalmente debemos ver que ∀ [x], [y] ∈ Y , on [x] 6= [y], se umple que [x] > [y]∨ [y] >
[x]. Razonemos por el absurdo. Supongamos que existen [x] e [y] en Y , on [x] 6= [y]
tales que [x] 6> [y] e [y] 6> [x]. Por lo tanto x 6≻ y e y 6≻ x, es deir x ∼ y, lo que implia

que [x] = [y] lo que es una ontradiión.
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Para onluir, tenemos Y dotado on un orden lineal > y de�nimos f : X −→ Y de la

siguiente manera f(x) = [x]. Por de�niión tenemos x ≻ y si, y sólo si, f(x) > f(y). Esto

termina la prueba.

Sean RM y P los onjuntos de relaiones modulares y preórdenes totales sobre X respeti-

vamente, es deir,

RM = {≻: ≻ es una relaión modular sobre X}

P = {�: � es un preorden total sobre X}.

Teorema 2.1 Existe una biyeión entre las relaiones modulares y los preórdenes totales

sobre un onjunto X.

Demostraión.

• Dada una relaión modular ≻ de�nimos una relaión � de la siguiente manera:

a � b⇐⇒ [a ≻ b ∨ a ∼ b],

donde ∼ es la relaión de�nida en (2.2) la ual, ya vimos, es una relaión de equivalenia.

Veamos que � es efetivamente un preorden total.

Re�exividad: Claramente esta propiedad es satisfeha ya que para todo x ∈ X se

tiene x � x si, y sólo si, x ≻ x o x ∼ x, pero esto último siempre ourre, pues ∼ es una

relaión de equivalenia.

Transitividad: Supongamos que x � y ∧ y � z. Consideremos uatro asos:

(i) x ≻ y ∧ y ≻ z, se onluye, usando transitividad de ≻, que x ≻ z, por lo tanto

x � z.

(ii) x ≻ y ∧ y ∼ z, se onluye, usando (m2), que x ≻ z (pues z ≻ y está prohibido

por y ∼ z), de donde x � z.

(iii) x ∼ y ∧ y ≻ z, se onluye, usando estrati�aión, que x ≻ z, de donde x � z.

(iv) x ∼ y ∧ y ∼ z. Usando la transitividad de ∼ se onluye que x ∼ z, por lo tanto

x � z.

Totalidad: Debemos ver que para todo x, y ∈ X se umple que x � y o y � x. Si

x ∼ y, laramente x � y. Si x 6∼ y, entones x ≻ y o y ≻ x. Así, x � y o y � x.

Hemos de�nido una funión ϕ que envía una relaión modular ≻ en un preorden total

�, es deir, ≻ 7−→ϕ �.
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• Ahora onstruyamos una funión ψ que envía una preorden total � en una relaión

modular ≻, es deir, de�nimos � 7−→ψ ≻ de la siguiente manera:

a ≻ b⇐⇒ [a � b y b 6� a]

Veamos que ≻ es efetivamente un relaión modular.

Irre�exividad: Debemos ver que para todo x ∈ X se umple que x 6≻ x, es deir,
x 6� x o x � x, pero x � x es ierto por ser � re�exiva. Así, ≻ es irre�exiva.

Transitividad: Supongamos que x ≻ y∧y ≻ z, es deir, x � y∧y 6� x, y � z∧ z 6� y.
Por transitividad de � se tiene x � z. Falta ver que z 6� x. En efeto, si suponemos

z � x, entones usando la transitividad de � tenemos z � y, lo ual ontradie la

hipótesis z 6� y.

Estrati�aión: Debemos ver que para todo x, y, z ∈ X se umple que: x ≻ z y y
inomparable on x, implia y ≻ z. Supongamos que x ≻ z y y inomparable on x.
Esto signi�a:

x ≻ z ⇐⇒ [x � z ∧ z 6� x] (2.4)

y x ∼ y es equivalente a x � y ∧ y � x. En efeto,

x ∼ y ⇐⇒ x 6≻ y ∧ y 6≻ x

⇐⇒ (x 6� y ∨ y � x) ∧ (y 6� x ∨ x � y)

⇐⇒ (x 6� y ∧ y 6� x) ∨ (x 6� y ∧ x � y) ∨ (y � x ∧ y 6� x) ∨ (y � x ∧ x � y)

Pero (x 6� y ∧ y 6� x) no puede ourrir porque � es total y tampoo puede ourrir

(x 6� y ∧ x � y) o (y � x ∧ y 6� x) por ser ontraditorias. Así la únia que ourre es

y � x ∧ x � y), por lo tanto

x ∼ y ⇐⇒ x � y ∧ y � x.

Así, uando x ≻ z y x ∼ y se tiene x � z, z 6� x, x � y e y � x. De allí, y � z
(por transitividad de �). Falta ver que z 6� y. Si no fuese así tendríamos z � y y

por transitividad, z � x, lo ual es una ontradiión. En onlusión tenemos y � z y

z 6� y, es deir, y ≻ z.

Hemos probado que ≻ es modular. Así, hemos onstruido dos funiones ϕ y ψ, tales que

ϕ : RM −→ P
ψ : P −→ RM .
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Para terminar la prueba del teorema, basta notar que

ϕ◦ψ = idP y ψ◦ϕ = idRM ,

es deir ϕ es una biyeión on inversa ψ.

El teorema 2.1 hará que a vees onfundamos un preorden total � on su relaión modular

≻ y vieversa. Más aún, tenemos que estos proesos son el inverso uno del otro. A manera

de preisar veamos el siguiente resultado.

Proposiión 2.2 Sean ≻� la relaión modular asoiada a � y �≻ el preorden total asoiado

a ≻. Entones (�)≻�
=� y (≻)�≻

=≻, es deir, que la relaión modular ≻ origina un únio

preorden total � que a su vez origina una únia relaión modular que es ≻.

2.1.1 Representaión Grá�a de las relaiones modulares y preór-

denes totales

Sean ≻ y � la relaión modular y el preorden total respetivamente, de�nidos por:

≻= {(x, z), (x, w), (x, r), (x, t), (y, z), (y, w), (y, r), (y, t), (z, w), (z, r), (z, t), (w, t), (r, t)}

�=≻ ∪{(x, x), (y, y), (z, z), (w,w), (r, r), (t, t), (x, y), (y, x), (w, r)}

Usaremos la siguiente notaión para representar de manera grá�a y abreviada las relaiones

anteriores:

x y

z

w r

t

x y

z

rw

t

Figura a Figura b

t

w r

z

x y

Figura 

El grafo dirigido en la Figura a expresa lo siguiente: Las �ehas indian el orden de relaión,

por ejemplo, t −→ w signi�a que t ≻ w y w y r son inomparables on respeto a la relaión

modular ≻. Así, ≻ es la lausura transitiva del grafo de la �gura a y � es la lausura

transitiva de ≻ ∪ ∼ generadas por la Figura a, por ejemplo, se umple r � w y w � r.

El la Figura b se expresan ≻ y � mediante niveles, donde los elementos que están en el

nivel mas alto son �mejores� on respeto a la relaión modular ≻, o al preorden total � que

los elementos que están en niveles inferiores por ejemplo, z ≻ x y z ≻ y. Los elementos que

están en el mismo nivel son �indiferentes� (inomparables), por ejemplo, x � y y y � x.

La Figura , es simplemente una abreviaión de la Figura a y la Figura b, y es la que

generalmente usaremos posteriormente.
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De�niión 2.7 Sean �1 y �2 preórdenes totales sobre un onjunto X. De�nimos una

relaión lex(�1,�2) (para simpli�ar la notaión la llamaremos �lex) sobre X de la siguiente

manera:

∀a, b ∈ X, a �lex b⇐⇒ [a ≻1 b ∨ (a ∼1 b ∧ a �2 b)] .

Lema 2.1 La relaión �
lex

es un preorden total sobre X.

Demostraión.

Re�exividad: Debemos ver que ∀x ∈ X [x �
lex

x]. En efeto, x �
lex

x signi�a

[x ≻1 x ∨ (x ∼1 x ∧ x �2 x)] .

Ya que ∼1 y �2 son re�exivas, ourre x ∼1 x y x �2 x. En onseuenia x �
lex

x.

Transitividad: Debemos ver que ∀x, y, z ∈ X si x �
lex

y ∧ y �
lex

z entones x �
lex

z, es
deir, queremos ver que

x ≻1 z ∨ (x ∼1 z ∧ x �2 z) (2.5)

Notemos que

x �
lex

y ∧ y �
lex

z ⇐⇒ [x ≻1 y ∨ (x ∼1 y ∧ x �2 y)] ∧ [y ≻1 z ∨ (y ∼1 z ∧ y �2 z)] .

Veamos los posibles asos:

Caso 1: x ≻1 y∧y ≻1 z. Claramente, por transitividad de �1, se tiene x ≻1 z. Por lo tanto
se umple (2.5).

Caso 2: x ≻1 y ∧ (y ∼1 z ∧ y �2 z). Aquí tenemos que x ≻1 y ∧ y ∼1 z implia que x ≻1 z.
Por lo tanto se umple (2.5).

Caso 3: (x ∼1 y ∧ x �2 y) ∧ y ≻1 z. En partiular tenemos que x ≻1 z. Así, se umple

(2.5).

Caso 4: (x ∼1 y ∧ x �2 y) ∧ (y ∼1 z ∧ y �2 z). Como x ∼1 y ∧ y ∼1 z se tiene que x ∼1 z.
Por otra parte, omo x �2 y ∧ y �2 z se tiene que x �2 z. Por lo tanto tenemos que

x ∼1 z y x �2 z y de nuevo se umple (2.5).

Totalidad: Debemos ver que ∀x, y ∈ X [x �
lex

y ∨ y �
lex

x]. Es deir, debemos ver que

[x ≻1 y ∨ (x ∼1 y ∧ x �2 y)] ∨ [y ≻1 x ∨ (y ∼1 x ∧ y �2 x)] . (2.6)

Como �1 es un preorden total entones siempre suede que x ≻1 y o y ≻1 x o bien x ∼1 y.
También se tiene que x �2 y o y �2 x, graias a la totalidad de �2. De este heho es fáil

ver que 2.6 se umple.

Consideremos un onjunto X . Denotaremos on P(X) al onjunto {V : V ⊆ X} (el onjunto
de subonjuntos de X) y denotaremos on P∗(X) = P \ {∅}.
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De�niión 2.8 Sea X un onjunto �nito y sean A,B ∈ P∗(X). De�nimos una relaión

≥car entre la ardinalidad de dos onjuntos omo sigue: A ≥car B si, y sólo si, el número de

elementos que tiene el onjunto A es mayor o igual que el número de elementos que tiene el

onjunto B.

Se puede veri�ar fáilmente que la relaión ≥car es un preorden total sobre P∗(X).

De�niión 2.9 Dado V ⊆ X y � un preorden total sobre X, de�nimos:

max(V,�) = {x ∈ V : ∀y ∈ V, x � y}.

Los dos siguientes lemas tienen una prueba inmediata.

Lema 2.2 Si � es un preorden total sobre X y V ⊆ X, a ∈ V se tiene que: si a ∈ max(V,�)
y b ∈ V \max(V,�) entones a ≻ b.

Lema 2.3 Si � es un preorden total sobre X y V ⊆ X, V 6= ∅ se tiene que: a 6∈ max(V,�)
si, y sólo si, existe b ∈ V tal que b ≻ a.

Lema 2.4 Sean �1 y �2 preórdenes totales sobre un onjunto X.

Consideremos �lex y V ∈ P∗(X). Entones

max(V,�lex) = max(max(V,�1),�2).

Demostraión. Sea a ∈ max(V,�lex), esto signi�a que a ∈ V y para todo b ∈ V se tiene

que a �lex b, es deir, a ≻1 b o (a ∼1 b ∧ a �2 b).

Primero notemos que a ∈ max(V,�1); si no, existe b ∈ V tal que b ≻1 a (ver Lema 2.3) y

esto ontradie el heho que a ≻1 b o a ∼1 b.

Sea B = max(V,�1). Veamos ahora que a ∈ max(B,�2). Si suponemos lo ontrario, tenemos

que existe b ∈ B tal que b ≻2 a, pero esto ontradie el heho que a �2 b.

Reíproamente, si a ∈ max(max(V,�1),�2), tenemos que a ∈ max(V,�1), es deir, ∀b ∈ V
se tiene a �1 b.

Ahora bien, los elementos de V se pueden dividir en dos ategorías, B = max(V,�1) y su

omplemento, es deir, V \ B. Así, si b ∈ V se umple que, b ∈ B o bien b ∈ V \ B. En el

primer aso tenemos que a ≻1 b (ver Lema 2.2) y en el segundo aso se tiene a ∼1 b, pero
omo b ∈ B se tiene a �2 b, pues a ∈ max(B,�2). En resumen, tenemos que para todo b ∈ V
suede que

a ≻1 b o bien, (a ∼1 b ∧ a �2 b),

es deir, a �
lex

b. Esto implia que a ∈ max(V,�
lex

).
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2.2 Algunos preórdenes totales de�nidos on �distanias�.

De�niión 2.10 Sea X = {x0, · · · , xk} un onjunto �nito. Sea

d : X ×X −→ N

una distania, es deir, una funión que satisfae:

(i) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X,

(ii) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y ∀x, y ∈ X,

(iii) d(x, y) ≥ d(x, z) + d(z, y) ∀x, y, z ∈ X.

Podemos extender d a una funión entre elementos de X y onjuntos formados por elementos

de X , de la siguiente manera

d∗ : X × P∗(X) −→ N

d∗(x,A) = min
y∈A

(d(x, y))

Sea A ⊆ X un onjunto no vaío. Se onstruye una relaión �A sobre X de la manera

siguiente:

x �A y ⇐⇒ d∗(x,A) ≤ d∗(y, A)

Es laro que�A es un preorden total sobreX . Si� es un preorden total sobreX , denotaremos

max(�) al onjunto max(X,�).

De�niión 2.11 Sea � un preorden total sobre X y A = max(�). Diremos que � es d-
onsistente si �=�A.

Si u es un vetor, entones uk denotará la k-ésima oordenada de u.

Ejemplo 2.1 Sea X = {0, 1}n, es deir, los elementos de X son vetores de eros y unos de

tamaño n. La siguiente distania es llamada distania de Hamming (estudiada en la Teoría

de Códigos, ver [23℄, [24℄, [25℄ y [26℄); y la de�nimos de la siguiente manera:

d : X ×X −→ N

d(u, v) = |{i : ui 6= vi}|

es deir la distania entre u y v es el número de oordenadas en que di�eren.
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Sea X = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 1)}. Considere-

mos los preórdenes �1 y �2 dados por:

(1, 1, 0) (1, 1, 0)(0, 0, 0)
(0, 1, 0)(1, 0, 0)(1, 1, 1) (1, 0, 0)(1, 0, 1)(0, 1, 1)
(1, 0, 1)(0, 0, 0)(0, 1, 1) (0, 1, 0)(1, 1, 1)

(0, 0, 1) (0, 0, 1)
↑ ↑
�1 �2

Resulta fáil veri�ar que el preorden �1 es d-onsistente, mientras que �2 no lo es. Se puede

observar que en la relaión �2 los vetores (0, 0, 0), (1, 1, 0) aparee en el terer nivel y en

el nivel dos aparee el vetor (1, 0, 1) que di�ere en dos oordenadas de los de los vetores

(0, 0, 0), (1, 1, 0).

Si � es un preorden total sobre X , y V ⊆ X , denotaremos por �↾V a la restriión de � al

onjunto V , es deir.
�↾V = {(x, y) ∈ V

2 : x � y}.

Por extensión, si u es un vetor de preórdenes totales sobre X , digamos u = (�1, · · · ,�n), y
V ⊆ X , de�nimos

u↾V =
(
�1↾V

, · · · ,�n↾V

)

Ejemplo 2.2 Si X = {x, y, z, w}, V = {x, z} y � está representado por:

z
w
xw

entones �↾V estará representado por:

z
x

2.3 Levantamientos

De�niión 2.12 Una apliaión �7→⊒� que envía una relaión � sobre X, a una relaión

⊒� sobre P∗(X), es llamada un levantamiento si, y sólo si, para ada par, x, y ∈ X se umple

la siguiente ondiión:

x � y ⇐⇒ {x} ⊒� {y}

Así, si �7→⊒� es un levantamiento, la relaión ⊒� es una �extension� de la relaión �.

Ejemplos 2.1 Sea � un preorden total sobre X. Sea A y B subonjuntos P∗(X). De�nimos:

A ⊒I� B ⇐⇒ ∃a ∈ max(A,�) ∧ ∃b ∈ max(B,�) tal que a � b
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A ⊒II� B ⇐⇒ A ❂
I
� B o (A ≃I� B & |A| ≤ |B|)

A ⊒III� B ⇐⇒ A ❂
I
� B o (A ≃I� B & |max(A,�)| ≤ |max(B,�)|)

A ⊒IV� B ⇐⇒ A ❂
III
� B o (A ≃III� B & |A| ≤ |B|)

Veamos la ilustraión de los levantamientos de�nidos anteriormente.

Ejemplo 2.3

En la �gura (a) � es representado por

niveles. Así, podemos observar que A
y B satisfaen B ❂

I
≻ A, por lo tanto

B ❂
II
� A, B ❂

III
� A y B ❂

IV
� A.

B

A

�

Figure (a)

En la �gura (b) los onjuntos C y

D satisfaen las siguientes relaiones:

C ≈I� D, |C| = |D|, por lo tanto C ≈II�
D sin embargo, |max(C)| < |max(D)|,
así C ❂

III
� D y C ❂

IV
� D .

D

C

�

Figure (b)

En la �gura () los onjuntos E y

F satisfaen las siguientes relaiones:

E ≈I� F pero |F | < |E|, por lo

tanto, F ❂
II
� E. Como |max(E)| =

|max(F )|, se tiene E ≈III� F sin em-

bargo F ❂
IV
� E.

E

F

�

Figure ()

Proposiión 2.3 Las uatro apliaiones �7→⊒�α, para α ∈ {I, II, III, IV } son levan-

tamientos quer envían preórdenes totales sobre X en preórdenes totales sobre P∗(X).
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Demostraión.

Veri�ar la ondiión de levantamiento de la de�niión 4.7 es trivial. El trabajo resulta en

hequear que para ada α ∈ {I, II, III, IV }, la relaión ⊒�α es un preorden total. Para

α = I la demostraión es trivial. Para los demás α se debe notar que la relaión lexiográ�a

asoiada a dos preórdenes totales también es un preorden total.

La relaión⊒I� asoiada a � trata de extender de manera natural las relaiones de preferenia

sobre los elementos deX expresadas por�, a relaiones de preferenia sobre P∗(X) expresada
por ⊒I�. En palabras, A ⊒I� B signi�a que los mejores elementos de A (relativo a �) son
preferidos o indiferentes a los mejores elementos de B (relativo a �); o grá�amente, los

mejores elementos de A en un nivel mas alto o en el mismo nivel que donde están los mejores

elementos de B.

La relaión ⊒II� puede expliarse en palabras de la siguiente manera: A ⊒� B si, y sólo si, los

mejores elementos de A (relativo a �) son estritamente preferidos a los mejores elementos

de B (relativo a �) o en el aso en que los mejores elementos de A y B (relativo a �) están
en el mismo nivel, A tiene menor o igual antidad de elementos que B, es deir, uando los

mejores de A y B estan en el mismo nivel, preferimos al onjunto más preiso (el de menor

tamaño).

Para las otras relaiones la interpretaión es similar.

Otros levantamientos onoidos en la literatura son los siguientes:

Ejemplo 2.4

1. Levantamiento minimal: Si es � un preorden total sobre un onjunto X, de�nimos

el Levantamiento minimal, denotado por ⊒m, de la siguiente manera: para ua-

lesquiera A,B ∈ P(X)

A ⊒m B ⇐⇒ ∀b ∈ min(B), ∃a ∈ min(A), a � b.

2. Levantamiento Posibilista: Si es � un preorden total sobre un onjunto X, de�nimos

el Levantamiento Posibilista, denotado por ⊒Π, de la siguiente manera: para ua-

lesquiera A,B ∈ P(X)

A ⊒Π B ⇐⇒ ∀b ∈ max(B), ∃a ∈ max(A), a � b.

3. Levantamiento maxmin: Si � es un preorden total sobre X, de�nimos el levan-

tamiento maxmin, denotado por ⊒mxm, de la siguiente manera: para ualesquiera

A,B ∈ P(X)

A ⊒mxm B ⇐⇒ (A ❂Π)B ∨ [(A ≃P iB) ∧ (A ⊒m B)]
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Otro levantamiento importante es el levantamiento lexiográ�o. Previo a su de�niión dare-

mos algunas de�niiones preliminares.

De�niión 2.13 Dado un onjunto A de�nimosM(A) omo el onjunto formado por todos

los multionjuntos uyos elementos están en A. Por ejemplo si, A = {a, b, c}, entones

{a, a, a, b, b} ∈ M(A).

Además dados µ1, µ2 ∈M(A) denotamos la unión de multionjuntos por µ1⊔µ2, el ual es el

multionjunto formado por los elementos que están o bien en µ1, o bien en µ2. Por ejemplo,

{a, b, b} ⊔ {b, a} = {a, a, b, b, b}.

De�niión 2.14 Sea D un onjunto formado por vetores de dimensión �nita uyas entradas

son números naturales. De�nimos la funión ↓: D −→ D, que ordena los vetores de manera

dereiente, omo sigue:

↓ (v1, · · · , vn) = (vk1, · · · , vkn), donde vki ≥ vki+1
para i = 1, · · · , n−1 y {vk1, · · · , vkn} = {v1, · · · , vn}

(la última igualdad omo multionjunto).

Ejemplo 2.1 Consideremos un vetor w = (2, 5, 6, 7, 9, 2, 5, 9). Así, ↓ (w) = (9, 9, 7, 6, 5, 5, 2, 2).

De�niión 2.15 Sean v = (v1, · · · , vn) y w = (w1, · · · , wn) dos vetores de números natu-

rales. De�nimos el orden ≥l lexiográ�o entre los vetores v y w, de la siguiente manera:

v >l w ⇐⇒ ∃i ≥ n tal que vi > wi y ∀j > i se tiene vj = wj.

es deir, en la primera omponente i en que di�eren se tiene vi > wi.

Ahora de�nimos ≥l por

v ≥l w sii v = w o bien v >l w.

Es muy fáil ver que ≥l es un preorden total y que >l es un orden lineal.

Ejemplos 2.2

• Si v = (3, 6, 5, 9, 1) y w = (3, 5, 8, 1, 1), entones v >l w.

• Si v = (8, 3, 2, 9, 8) y w = (9, 1, 1, 1, 1), entones v >l w.

• Si v = (3, 3, 3, 3, 1) y w = (3, 3, 3, 3, 2), entones w >l v.

Ahora bien, pasemos a de�nir el Levantamiento Lexiográ�o ⊒l de la siguiente manera:

Sea � un preorden total sobre un onjunto �nito X . Para ualesquiera dos subonjuntos A
y B de X le asoiamos los vetores v =↓A y w =↓B que onsisten de los elementos de A y B
ordenados de manera dereiente, según el preorden �, respetivamente. Así,

A ⊒l B ⇐⇒ v �l w

Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.5 Supongamos que X = {a, b, c, s, o, p, j,m, h, d, e, f, g, i, k} que el el preorden

total � sobre X esta dado de la siguiente manera:

a b c
e f g

i k
j m h d
s o p

�

Supongamos que A = {m, h, p, i, c, g} y B = {j, f, b}. Entones, relativo al preorden �, los
vetores v =↓A y w =↓B resultan de la siguiente manera, v = (c, g, i,m, h, p) y w = (b, f, j)
respetivamente. Note que lexiográ�amente se tiene que v ≻l w, pues en la primera y

segunda omponente se umple que b ≃ c y f ≃ j, pero di�eren en la terera omponente ya

que i ≻ j. Por lo tanto, A ❂l B.
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CAPÍTULO 3

Funiones de eleión soial y propiedades

Este apítulo esta dediado al estudio de la teoría de eleión soial. Comenzaremos estu-

diando funiones de eleión soial para luego esudriñar sobre algunas propiedades onoidas

dentro de la teoría de eleión soial. Ya que la Teoría de la eleión soial, que grosso modo

estudia ómo seleionar las mejores alternativas para un grupo de individuos ada uno on

sus preferenias partiulares [1, 22℄, se plantea el estudio de similitud entre esta teoría y la

problemátia de la fusión de bases de onoimiento en el maro de la lógia [23, 24℄. Esta

similitud aparee en los trabajos de Sebastien Koniezny [26℄. Usando esta similitud, se intro-

duen nuevas propiedades de raionalidad para las reglas de eleión soial. Estas propiedades

se inspiran de propiedades análogas estudiadas en el maro de la lógia de la dinámia del

onoimiento [25℄. Se establee una orrespondenia preisa entre propiedades que se re�eren

a la onsistenia de per�les y propiedades que generalizan las propiedades de Pareto. Otras

de las propiedades nuevas oniernen araterizaiones de reglas mayoritarias. Mostraremos

algunos ejemplos de reglas de eleión soial que satisfaen las propiedades introduidas.

Dihas reglas serán de�nidas a partir de distanias entre las diferentes alternativas.

3.1 Introduión

La teoría de la eleión soial trata sobre la toma de deisiones oletivas a partir de las

preferenias de los individuos que onforman una soiedad. Consideremos un onjunto de

alternativas y una soiedad uyos individuos tienen preferenias sobre diho onjunto. Repre-

sentemos estas preferenias por relaiones binarias, en nuestro aso de estudio preórdenes

totales, sobre el onjunto de alternativas; tengamos presente que los individuos pueden tener

opiniones distintas sobre las alternativas soiales. La teoría de la eleión soial estudia el

proeso de agregaión de las preferenias individuales en una preferenia soial.

Las deisiones oletivas, entones, se tomarán a partir de la relaión binaria soial que se

ha obtenido al agregar las preferenias individuales. Más preisamente, dado un onjunto

de alternativas soiales, una funión de eleión soial asigna a un vetor de relaiones de

preferenia un resultado que onsiste de un subonjunto de las alternativas soiales. No es

21
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difíil darse uenta de que, en general, existen in�nidad de proesos de agregaión; algunos

pareen interesantes y otros lo pareen muy poo. Casos de funiones de eleión soial, asi

triviales, se dan uando el onjunto de alternativas onsiste sólo en dos andidatos. Allí es

natural onsiderar mayoría simple o mayoría absoluta. Los asos de nuestro interés se dan

uando existen tres o mas andidatos.

Comenemos a formalizar lo expuesto anteriormente. Sea N = {1, 2, · · · , n} un onjunto de

n de individuos o votantes que onforman una soiedad, y onsideraremos el onjunto de

alternativas o andidatos representado omo X = {x, y, z, · · · }. Es importante resaltar que

el tamaño del onjunto de votantes esta �jo. En aso de onsiderar éste variable se indiará

oportunamente.

Representaremos las preferenias de ada individuo mediante un preorden total �i. Teniendo
las posibles preferenias de ada individuo, podemos representar las preferenias de todos los

individuos mediante un vetor, el ual llamaremos per�l . Es deir, un per�l u es un vetor

de la forma

u = (�1, · · · ,�n).

Grá�amente podemos ilustrar esta informaión de la siguiente manera. Supongamos que el

onjunto de andidatos o alternativas es X = {x, y, z, w} y supongamos que el onjunto de

votantes o individuos es N = {1, 2, 3}; es deir, tenemos uatro andidatos o alternativas y

tres votantes o individuos. Esto pudiera simular una situaión de un jurado de onurso que

estableen preferenias sobre los andidatos para optar a un argo en determinada empresa.

Es importante haer notar que, en una situaión omo ésta no se esta onsiderando los

parámetros o meanismos que tiene el jurado para ordenar las alternativas. Un posible per�l

de votos o preferenias puede representarse así.

u =




z w
xz x z
w w y
y y x
−− −− −−
�1 �2 �3




En general, ada omponente �i es preorden total y representa la preferenia del individuo

i. Así, ada omponente de u almaena la informaión respeto al voto de algún individuo.

Denotemos on la letra P al onjunto de todos los per�les sobre X .

Consideraremos el aso que, dado un onjunto de alternativas X la eleión se hae sobre un

subonjunto de X , en este sentido de�niremos una agenda V 6= ∅ omo ualquier subonjunto

de X no vaío, es deir, V ⊆ X . Al onjunto de todas las agendas lo denotaremos así:

P∗(X) = {V ⊂ X : V 6= ∅}.

Vale omentar que la naturaleza del onjunto de alternativas o andidatos puede ser muy

extensa. En partiular, las alternativas pudieran ser polítias de alguna empresa, proyetos,

et. Por tal razón usamos las palabras alternativa y andidato. Notemos que, si usamos solo

la palabra andidatos se tiene a pensar en personas y en general el onjunto X no se re�ere

sólo a ello.
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De�nir funión de eleión soial es el próximo paso, pues tenemos los objetos neesarios

para ello; es deir, una soiedad (N), un onjuntos de andidatos o alternativas (X) y la

informaión de los votos almaenada en un per�l (u).

3.2 Funión de Eleión Soial

La teoría de eleión soial tiene omo objetivo fundamental el estudio de las reglas que

asoian a un per�l de preferenias y a una agenda de andidatos los �mejores� andidatos

de esa agenda; es deir, el estudio de los meanismos que atúen sobre estos dos parámetros

y nos den un resultado ganador. Esto fundamentalmente es el estudio de las funiones de

eleión soial. Es importante entender el signi�ado que tiene la a�rmaión imperativa

de elegir un modo de aión soial sobre la base de preferenias individuales. Reglas o

funiones de eleión soial mayoritarias son estudiadas desde hae muhos años. Estas

reglas mayoritarias pretenden respetar la opinión uando una mayoría está de auerdo en

que una alternativa es mejor que otra. Las reglas omo mayoría simple o mayoría absoluta

son usadas freuentemente.

En este apítulo estudiaremos funiones de eleión soial y partiularmente las mayoritarias.

Para esto omenzaremos de�niendo formalmente el onepto de funión de eleión soial.

De�niión 3.1 Se de�ne funión de eleión soial, omo una funión parial:

f : P× P∗(X) −→ P∗(X),

tal que para todo u ∈ P y todo V ∈ P∗(X), se tiene que f(u, V ) ⊂ V , siempre que f(u, V )
exista.

Es importante notar, que el subonjunto de andidatos alternativas del resultado de la ele-

ión sea no vaío, omo también que las preferenias individuales están de�nidas sobre todo

el onjunto de alternativas X .

En la époa de la revoluión franesa, es deir, en el Siglo XVIII, Marie-Jean-Antoine Niolas

de Caritat,un integrante de la realeza franesa, onoido omo el Marqués de Condoret fue

uno de los pioneros en en el estudio de la eleión soial. Condoret en 1785 Condoret publió

el �Ensayo sobre la apliaión del análisis a la probabilidad de las deisiones sometidas a la

pluralidad de voes�. Allí, se expone la paradoja onoida ahora omo El Dilema de Condoret

o La Paradoja de Condoret, que muestra una situaión de intransitividad en un proeso de

eleión.

En este orden de ideas presentamos la paradoja de Condoret a través de una funión que

esoge a los Ganadores de Condoret . Veamos su de�niión formal:

f(u, V ) = {x ∈ V : ∀y ∈ V, N(x �i y) > N(y �i x)}
= {x ∈ V : x es ganador de Condoret en V }.

N(x �i y) uenta el número de vees que x le gana o empata on y respeto a la preferenia

del individuo i. Sin embargo, ésta no es una funión de eleión soial omo la de�nimos antes
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pues se pudiera enontrar una situaión donde la eleión no pudiera darse. Consideremos el

per�l:

u =




x y z
y z x
z x y
�1 �2 �3




Claramente, el número de vees que la alternativa x le gana a la alternativa y es 2, el número

de vees que la alternativa z le gana a la alternativa x es 2 y el número de vees que la

alternativa y le gana a la alternativa z también es 2. Esto rea una situaión de indeibilidad

y es onoida omo la paradoja del voto. Es deir, f(u,X) no esta de�nido.

3.2.1 La funión de Borda

La regla de Borda o Funión de Borda fue propuesta en 1770 por el físio y o�ial de marina

franés Jean Charles de Borda, de quien toma el nombre. Es una de las funiones de eleión

más popular dentro de la teoría de eleión soial. Esta funión de eleión soial onsiste

esenialmente en estableer rangos de números naturales a los niveles on respeto a las

preferenias individuales. De este modo, para ada preferenia individual, una alternativa

tendrá un rango asignado dependiendo del nivel en que se enuentre, y en onseuenia, el

rango global será la suma de los rangos individuales. Veamos su de�niión.

De�niión 3.2 Sean X = {x1, · · · , xn}. Para ada elemento �i de un per�l u = (�1

, · · · ,�m) existe una funión ri(x) de�nida por:

ri(x) = n⇐⇒ n es el mayor entero tal que ∃xo, x1, · · · , xn ∈ X on xj ≺ ixj+1 y xn = x.

Así asignamos un rango global para ada elemento x ∈ X de la siguiente manera:

r(x) =
∑

i

ri(x).

r(x) es llamada el ingrediente prinipal de la Funión Global de Borda:

Finalmente de�nimos la funión de Borda así:

fB(u, V ) = {x ∈ V : r(x) ≥ r(y), ∀y ∈ V }.

Vale resaltar que en el año 1785, tres años después de que Condoret introdujera el onepto

de ganadores de Condoret, Charles Borda mostró la situaión de la paradoja del voto para

luego proponer la funión que lleva su nombre.

A propósito de ilustrar la funión de Borda mostramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 Sea X = {x, y, z, w} un onjunto de andidatos o alternativas y supongamos

que el onjunto N onsiste de tres individuos o votantes. Consideremos el siguiente per�l de
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preferenias u, donde indiaremos el rango que tiene ada nivel:

u =




x w
y zy y
z w z
w x x
−− −− −−
�1 �2 �3




←− 4
←− 3
←− 2
←− 1

Veamos los rango de ada andidato:

• r1(x) = 4, r2(x) = 1 y r3(x) = 1. En onseuenia r(x) = 6.

• r1(y) = 3, r2(y) = 3 y r3(y) = 3. En onseuenia r(y) = 9.

• r1(z) = 2, r2(z) = 3 y r3(z) = 2. En onseuenia r(z) = 7.

• r1(w) = 1, r2(w) = 2 y r3(w) = 4. En onseuenia r(w) = 7.

Por lo tanto el resultado de la eleión usando la funión de Borda es la alternativa y, es
deir; fB(u,X) = {y}.

3.3 Propiedades generales y el teorema de Arrow

En esta seión enuniaremos iertas propiedades importantes, estudiadas en la teoría de ele-

ión soial y el importante Teorema de Imposibilidad de Arrow. Estas propiedades pudieran

deirse no sólo son naturales, sino raionales y deseables. Cino de estas intervienen en el

teorema de imposibilidad de Arrow. Primero omenzaremos por el planteamiento y análisis

de diversas propiedades básias y algunas relaiones entre ellas.

Dominio Estándar (DE) f es una funión total y |X| ≥ 3.
Esta propiedad simplemente die que no existen restriiones sobre el tamaño de los per�les

y la ardinalidad del número de alternativas es mayor a tres (3), on la ondiión de que en

ambos asos debe ser �nito.

Ditador (D) Existe un individuo i ∈ N tal que para ualquier per�l u, para todo x, toda
agenda V , si x ∈ V y x ≻i y entones y 6∈ f(u, V ).
Esenialmente esta propiedad plantea que existe individuo que impone su preferenia de

manera exluyente; en otras palabras, las alternativas no preferidas por este individuo no

pueden apareer en el resultado de la eleión; no obstante pudiera darse el aso de que una

alternativa de sus preferidas tampoo apareiera.

No Ditador (¬D) Para todo i ∈ N existe un per�l u y existe V , on x ∈ V , tales que,

existe y ∈ V , on x ≻i y, y y ∈ f(u, V ).
La propiedad anterior es simplemente la negaión de la propiedad del ditador; es deir,

ausenia del ditador.
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Independenia de Alternativas Irrelevantes (IAI) f umple (IAI) si para ualesquiera

dos per�les u, u′ y V ⊂ X,

si u|V = u′|V entones f(u, V ) = f(u′, V ).

Básiamente, aquí se plantea lo siguiente: si se tienen dos per�les donde en ada entrada el

orden de al menos dos alternativas oiniden para ambos per�les, entones el resultado de la

eleión restringido a estas dos alternativas debe ser el mismo para ambos per�les.

Esta ondiión no toma en uenta el nivel de preferenia de las alternativas en las entradas

de los dos per�les; es deir, sólo onsidera las relaiones de preferenias individuales entre

estos dos elementos de V sin importar la estrutura total de las entradas de ambos per�les.

Además, es importante resaltar que esta propiedad es pieza fundamental en la demostraión

del teorema de Arrow. Así, esta propiedad pudiera resultar una de las propiedades más

polémias dentro del estudio de la teoría de la eleión soial.

Independenia de Caminos (IC) Para ualesquiera V, S y T agendas y para ualquier

per�l u se tiene que:

si V = S ∪ T entones f(u, V ) = f (u, f(u, S) ∪ f(u, T )) .

Independenia de aminos plantea lo siguiente: si se desea elegir sobre una agenda de

andidatos y esta agenda pudiera separarla en dos subagendas de andidatos, entones elegir

sobre la agenda total sería igual que elegir primero sobre las subagendas, unir estos resultados

y luego elegir sobre ellos.

Propiedad de Consistenia (α) Para ualesquiera agendas V, V ′ ⊂ X y un per�l u, tales
que ∀x, V ′ ⊂ V , x ∈ V ′

y x ∈ f(u, V ) se tiene x ∈ f(u, V ′).
Podemos ilustrar la propiedad de onsistenia en poas palabras: si una alternativa x

resulta ganadora de un grupo de andidatos V , entones el es el ganador on respeto a

ualquier agenda más pequeña que lo ontenga.

Expliaiones Transitivas (ET) Para todo per�l u existe un preorden total �u tal que para
todo V se tiene f(u, V ) = max(V,�u).

Partiularmente, pudiéramos deir que la propiedad de expliaiones transitivas es la más

natural, o raional, dentro de las propiedades de la teoría de eleión soial. Básiamente,

permite que el resultado de la eleión pueda ser ordenado a través de un preorden total

donde los ganadores de la eleión son los maximales on respeto a ese preorden.

Condiión Fuerte de Pareto (PF) Para todo u = (�1, · · · ,�n) y para toda agenda V , si
∀ i ∈ N x �i y, ∃j ∈ N x ≻j y, y x ∈ V , entones y 6∈ f(u, V ).

La ondiión de Pareto tiene varias versiones dentro de la literatura de la teoría de eleión

soial. En este apítulo onsideraremos una versión fuerte y una versión débil y ambas ex-

luyentes; es deir, si unánimemente una alternativa es preferida a otra alternativa, entones

la no preferida no debe apareer en el resultado de la eleión.
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Condiión Débil de Pareto (PD) Para todo u y y toda agenda V , si ∀i ∈ N x ≻i y y

x ∈ V , entones y 6∈ f(u, V ).
La ondiión débil de Pareto es similar a la ondiión fuerte de Pareto exepto que las

relaiones de preferenias individuales entre las dos alternativas son estritas, pero la on-

lusión es la misma, exluye a la alternativa no preferida unánimemente por todos los agentes

o individuos del per�l.

Anonimato (A)Dados dos per�les u, u′ tales que u′ es ualquier permutaión de u, se tiene
que f(u, V ) = f(u′, V ).
La propiedad de anonimato establee, omo su nombre lo india, que si en un per�l de

preferenias individuales las entradas son permutadas, entones el resultado de la eleión

no depende de ese reordenamiento, esto es, que el voto de un individuo pudiera estar en

ualquier entrada y no afetar el resultado de la eleión. Esta propiedad razonable tiene

relaiones importantes on otras propiedades.

Dentro de la teoría de eleión soial, la paradoja de Arrow o teorema de imposibilidad

de Arrow, es onsiderado uno de los aportes más importantes dentro de este ampo. Este

teorema fue planteado y demostrado por primera vez por el premio nobel Kenneth Arrow en

su tesis dotoral titulada Soial hoie and individual values, y popularizado en su libro, que

lleva el mismo nombre, en el año 1951. El artíulo donde se publió por primera vez este

resultado lleva por nombre A Di�ulty in the Conept of Soial Welfare, en agosto de 1950

en The Journal of Politial Eonomy. La motivaión de este trabajo se debe esenialmente

en el estudio de omportamientos de agentes eonómios individuales, partiendo de que las

relaiones de preferenia son raionales. Por raionalidad se entiende que las relaiones de

preferenia sobre los agentes son preordenes totales. Este teorema establee que uando se

tienen tres o más alternativas y un ierto número de votantes no es posible onseguir una

funión de eleión soial que permita generalizar las preferenias individuales haia una

preferenia soial de toda la omunidad, de manera tal, que se umplan iertos riterios

raionales y valores demorátios. O en términos más senillos: si una funión de eleión

satisfae uatro propiedades, que pareieran razonables, entones debe existir un ditador.

Presentamos a ontinuaión el Teorema de Imposibilidad de Arrow uya demostraión está

en el Apéndie A.

Teorema 3.1 Teorema de Imposibilidad de Arrow.

No existe una funión de eleión soial que satisfaga las siguientes propiedades:

1. Dominio Estandar,

2. Pareto Fuerte,

3. Independenia de Alternativas Irrelevantes,

4. Expliaiones Transitivas,

5. No Ditador.

El Teorema de Imposibilidad nos die de manera equivalente que si una funión de eleión

satisfae las uatro primeras ondiiones, entones diha funión posee un ditador.
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3.4 Algunas Propiedades Nuevas

En esta seión introduimos nuevas propiedades en el maro de la teoría de eleión soial

las uales serán analizadas en la seión siguiente.

Notemos que para las funiones eleión soial que hemos onsiderado el dominio es P ×
P∗(X), donde P onsiste en los per�les de preferenia de tamaño n. Esto orresponde a una

poblaión de n votantes o individuos �jo. Ahora vamos a onsiderar funiones en donde la

poblaión es de tamaño variable. Para ello sea P el onjunto de todos los preórdenes totales

sobre el onjunto de alternativas X y P
n
el onjunto de todos los per�les de tamaño n.

Denotemos por P =
⋃

n≥1

P
n
, deir; onsideramos per�les de ualquier tamaño. Ahora las

funiones que onsideraremos son del tipo f : P ×P∗(X) −→ P∗(X), tales que f(u, V ) ⊆ V .

Estas nuevas funiones se seguirán llamando funiones de eleión soial por abuso de lenguaje.

Motivados por el trabajo de Pino-Koniezny [25℄ en el maro del estudio de la fusión de

la informaión o fusión lógia presentamos una interpretaión de algunas propiedades en la

teoría de eleión soial.

Dados dos per�les u = (�1, · · · ,�n) y u
′ = (�′

1, · · · ,�
′
n) de�nimos la onatenaión entre

per�les omo

u⊙ u′ = (�1, · · · ,�n,�
′
1, · · · ,�

′
n)

Consistenia Fuerte de Per�les (CFP). Una funión de eleión f satisfae CFP sii

para todos u1, u2 per�les y toda agenda V se tiene que: Si f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) 6= ∅ entones
f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) = f(u1 ⊙ u2, V ).

En palabras senillas la propiedad CFP establee lo siguiente: si el onjunto de votantes está

dividido en dos grupos on sus respetivas preferenias individuales y en ada grupo se hae

una eleión y en este resultado existen elementos en omún, entones estos elementos en

omún (ganadores), deberían ser los mismos resultantes de la eleión heha para el grupo

en su totalidad.

Consistenia Débil de Per�les (CDP). Una funión de eleión f satisfae CDP sii para

todos u1, u2 per�les y toda agenda V , si f(u1, V )∩f(u2, V ) 6= ∅ entones f(u1, V )∩f(u2, V ) ⊆
f(u1 ⊙ u2, V ) ⊆ f(u1, V ) ∪ f(u2, V ).

Similar a la propiedad CFP, la propiedad CDP establee que el resultado de la interseión

de ganadores de los dos grupos de individuos on sus preferenias individuales debe estar al

menos ontenido dentro del resultado de la eleión sobre el grupo total y la del grupo total

en la unión del resultado de los subgrupos.

Propiedad K-P (KP). Dada una funión (u 7−→�u) que asoia a ada per�l u un preorden

total �u, deimos que esta funión satisfae la propiedad KP, si:

(i) Si x �u1 y y x �u2 y, entones x �u1⊙u2 y.
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(ii) Si x ≻u1 y y x �u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

(ii) Si x �u1 y y x ≻u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

Esta propiedad establee que si se tienen dos grupos de votantes on sus votos (dos per�les) y

on respeto a las preferenias asoiadas ada uno de ellos una alternativa x es preferida a otra
y, entones la alternativa x es preferida a una alternativa y, y deben preservar esta relaión

de preferenia en la relaión asoiada a la onatenaión de estos dos per�les. En partiular,

si una de las preferenias de uno de los per�les es estrita, entones en la onatenaión se

preserva esta relaión estrita.

Propiedad Débil K-P (KP

∗
). Dada una funión (u 7−→�u) que asoia a ada per�l u un

preorden total �u, deimos que esta funión satisfae la propiedad KP

∗
, si:

(i) Si x �u1 y y x �u2 y, entones x �u1⊙u2 y.

(ii) Si x ≻u1 y y x ≻u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

Esta propiedad es similar a la anterior, exepto que la ondiión (ii) es más débil, pues

requiere en las hipótesis que la relaión sea estrita respeto a ambos per�les.

Las propiedades CFP, CDP, KP KP

∗
aparee por primera vez en los trabajos de S.Koniezny

y R. Pino Pérez, desde el punto de vista de la fusión lógia, ver [23℄, [24℄, [25℄, y [26℄

Propiedad de la Identidad (PI). Una funión (u 7−→�u), satisfae PI sii para un per�l

u = (�1) (onstituido por un solo elemento) se tiene �u=�1.

Aunque pareiera trivial, la propiedad PI es indispensable a la hora de obtener algunos

resultados; básiamente die que si hay un sólo votante, entones el resultado de la eleión

orresponde a la opinión de ese votante.

Propiedad de Pareto Indiferenia (PPI). Una funión de eleión soial f satisfae la

Propiedad de Pareto Indiferenia si se umple la siguiente ondiión:

∀i ∈ N, x ∼i y =⇒ f(u, {x, y}) = {x, y}.

3.5 Análisis de las nuevas propiedades

En esta seión estudiaremos algunas interrelaiones entre las propiedades antes menionadas

así omo algunas onseuenias de ellas.

La siguiente proposiión forma parte del folklore de la Teoría de Eleión Soial, y esenial-

mente arateriza las funiones de eleión soial que satisfaen la propiedad de expliaiones

transitivas.
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Proposiión 3.1 Suponga que una funión de eleión f tiene Expliaiones Transitivas y

es total. Para ada per�l u de�nimos �u de la siguiente manera:

x �u y ⇐⇒ x ∈ f(u, {x, y}).

entones �u es el únio preorden que satisfae f(u, V ) = max(V,�u).

Demostraión. Veamos que es un preorden total. Para esto veri�quemos la transitividad;

si x �u y y y �u z entones x �u z. En efeto, x �u y si y sólo si x ∈ f(u, {x, y}) y y �u z
si y sólo si y ∈ f(u, {y, z}). Como f tiene Expliaiones Transitivas, para ada u existe un

preorden total �′
u tal que para ualquier agenda V ∈ P(X) se tiene que

f(u, V ) = max(V, ) �′
u (3.1)

Como asumimos que x �u y y que y �u z entones por de�niión se tiene que x ∈ f(u, {x, y})
y y ∈ f(u, {y, z}); es deir, usando 3.1, que x �′

u y y y �
′
u z. Así, por transitividad de �′

u se

tiene que x �′
u z. De esto último y de 3.1 tenemos que x ∈ f(u, {x, z}); es deir, x �u z, por

de�niión.

Veamos que la relaión es total. En efeto, omo f satisfae es total entones f(u, {x, y}) 6= ∅.
Luego siempre suede que x ∈ f(u, {x, y}) ó y ∈ f(u, {x, y}), es deir, x �u y ó y �u x.
Veamos ahora que f(u, V ) = max(V,�u) y que �u es el únio preorden on esta propiedad.

Para todo preorden total �′
u tal que f(u, V ) = max(V,�′

u), mostraremos que �′
u=�u.

Veamos las dos onteniones:

a.- Como x �u y, x ∈ f(u, {x, y}) esto implia que x ∈ max ({x, y},�′
u), es deir x �

′
u y.

b.- Sean x, y ∈ V . Supongamos x �′
u y. Queremos ver x �u y. Como x �′

u y se tiene

x ∈ f(u, {x, y}) y esto implia, por la de�niión de �u, que x �u y.

La proposiión preedente nos permite deir que en presenia de expliaiones transitivas,

hay una únia funión u 7−→�u que determina a f en el sentido de la siguiente euaión:

f(u, V ) = max(V,�u)

En este aso simplemente diremos que u 7−→�u es la funión que determina a f .

Teorema 3.2 Sea f una funión de eleión que satisfae Expliaiones Transitivas y sea

u 7−→�u la funión que determina a f . La funión u 7−→�u satisfae KP, si, y sólo si, f
satisfae Consistenia Fuerte de Per�les.

Demostraión.

(=⇒) Supongamos que f umple on Expliaiones Transitivas y supongamos además que

u 7−→�u satisfae las propiedades KP.
Queremos ver que f satisfae la propiedad de Consistenia Fuerte de Per�les. Para esto, sean

u1, u2 per�les y una agenda V ⊂ X , tales que f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) 6= ∅.
Queremos ver que f(u1 ⊙ u2, V ) = f(u1, V ) ∩ f(u2, V ). Demostremos la doble ontenión:
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(a) Veamos que f(u1 ⊙ u2, V ) ⊆ f(u1, V ) ∩ f(u2, V ). Sea x ∈ f(u1 ⊙ u2, V ), es deir

x �u1⊙u2 y, ∀y ∈ V (3.2)

Sabemos que ∃x0 ∈ f(u1, V ) ∩ f(u2, V ). Razonemos por el absurdo. Supongamos que

x 6∈ f(u1, V ) ∩ f(u2, V ), es deir x /∈ f(u1, V ) ó x /∈ f(u2, V ). Hay dos asos:

(a.1) Supongamos que x 6∈ f(u1, V ). Como �u1 y �u2 son totales y x0 es maximal on

respeto a ambos, neesariamente

x0 �u1 x y x0 �u2 x

pero además x0 ≻u1 x. En efeto basta ver que x 6�u1 x0. De lo ontrario, ∀y ∈ V
x �u1 x0 �u1 y. Esto implia que x ∈ f(u1, V ), lo que es una ontradiión.

Así x0 ≻u1 x y x0 �u2 x, de donde se tiene, usando KP (ii), que x0 ≻u1⊙u2 x, lo
que ontradie el heho de que ourre (3.2).

(a.2) El aso en que x /∈ f(u2, V ) es análogo. Usando KP (iii) en vez de KP ii.

(b) Veamos ahora que f(u1 ⊙ u2, V ) ⊇ f(u1, V ) ∩ fu2(V ). Sea x ∈ f(u1, V ) ∩ f(u2, V ), es
deir

x �u1 y y x �u2 y ∀y ∈ V.

Luego por KP (i), se tiene x �u1⊙u2 y ∀y ∈ V . Así x ∈ f(u1 ⊙ u2, V ).

(⇐=) Sean u1, u2 dos per�les ualesquiera. Debemos ver que se umplen:

(i) Si x �u1 y y x �u2 y, entones x �u1⊙u2 y y,

(ii) Si x ≻u1 y y x �u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

(iii) Si x �u1 y y x �u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

Sabemos que f umple on CFP, es deir

∀u1, u2, ∀V ⊆ X, [f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) 6= ∅ =⇒ f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) = f(u1 ⊙ u2, V )] ,

Además sabemos que f satisfae ET y usando 4.1, podemos deir que x ∈ f(u, {x, y})⇐⇒
x �u y. Supongamos x �u1 y y x �u2 y. Entones x ∈ f(u1, {x, y}) y x ∈ f(u2, {x, y}). Por
lo tanto x ∈ f(u1, {x, y})∩ f(u2, {x, y}). Luego por CFP, x ∈ f(u1⊙u2, {x, y}), de donde se
tiene x �u1⊙u2 y. Esto prueba (i).

Ahora supongamos x ≻u1 y y x �u2 y. Entones x ∈ f(u1, {x, y}), y 6∈ f(u1, {x, y}) y

x ∈ f(u2, {x, y}). Así, {x} = f(u1, {x, y}) ∩ f(u2, {x, y}). Usando CFP se tiene que f(u1 ⊙
u2, {x, y}) = {x}, es deir; x ≻u1⊙u2 y. Esto prueba (ii).

La prueba de (iii) es similar.

Así onluimos la demostraión del teorema.

Teorema 3.3 Sea f una funión de eleión que satisfae Expliaiones Transitivas y sea

u 7−→�u la funión que determina a f . La funión u 7−→�u satisfae KP*, si, y sólo si, f
satisfae Consistenia Débil de Per�les (CDP).
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Demostraión.

(=⇒) Supongamos que f satisfae ET y que u 7−→�u satisfae KP*, es deir

(i) Si x �u1 y y x �u2 y, entones x �u1⊙u2 y.

(ii) Si x ≻u1 y y x ≻u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

Debemos ver que si f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) 6= ∅ entones

f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) ⊆ fu1⊙u2(V ) ⊆ f(u1, V ) ∪ f(u2, V )

Veamos que f(u1, V )∩f(u2, V ) ⊆ fu1⊙u2(V ). Sea x ∈ f(u1, V )∩f(u2, V ), luego x ∈ f(u1, V )
y x ∈ f(u2, V ), esto quiere deir, que para todo y ∈ V , se tiene que x �u1 y y x �u2 y. Luego
por KP*(i), se tiene que x �u1⊙u2 y para todo y ∈ V . Así x ∈ f(u1 ⊙ u2, V ).
Veamos que f(u1 ⊙ u2, V ) ⊆ f(u1, V ) ∪ f(u2, V ). Sea x ∈ f(u1 ⊙ u2, V ), luego x �u1⊙u2
y, ∀y ∈ V . Como f(u1, V ) ∩ f(u2, V ) 6= ∅, se tiene que existe x0 ∈ V tal que, para todo

y ∈ V , x0 �u1 y y x0 �u2 y.
Supongamos que x 6∈ f(u1, V ) ∪ f(u2, V ), es deir, x 6∈ f(u1, V ) y x 6∈ f(u2, V ), así en
partiular, x0 satisfae que x0 ≻u1 x y x0 ≻u2 x. Luego por KP*(ii) x0 ≻u1⊙u2 x, lo que

ontradie el heho de que x ∈ f(u1 ⊙ u2, V ).
(⇐=) Supongamos que la funión, u 7−→�u, tiene satisfae Consistenia Débil de Per�les.

Sean u1, u2 dos per�les ualesquiera y sea V = {x, y} . Debemos ver que

(i) Si x �u1 y y x �u2 y, entones x �u1⊙u2 y.

(ii) Si x ≻u1 y y x ≻u2 y, entones x ≻u1⊙u2 y.

Como f tiene ET entones, y en virtud de la Proposiión 4.1, podemos deir que

x ∈ f(u, {x, y})⇐⇒ x �u y.

Así, omo x �u1 y y x �u2 y, se tiene que x ∈ f(u1, {x, y}) y x ∈ f(u2, {x, y}). Luego

x ∈ f(u1, {x, y}) ∩ f(u2, {x, y}). Por lo tanto, por CDP, se tiene x ∈ f(u1 ⊙ u2, {x, y}), es
deir x �u1⊙u2.

Como x ≻u1 y y x ≻u2 y se tiene que {x} = f(u1, {x, y}) y {x} = f(u2, {x, y}), de donde,
{x} = f(u1, {x, y}) ∩ f(u2, {x, y}). Además {x} = f(u1, {x, y}) ∪ f(u2, {x, y}). Así, usando
CDP podemos deir que

{x} = f(u1, {x, y}) ∩ f(u2, {x, y}) ⊆ f(u1 ⊙ u2, {x, y}) ⊆ f(u1, {x, y}) ∪ f(u2, {x, y}) = {x}

de donde tenemos que f(u1 ⊙ u2, {x, y}) = {x}, es deir, x ≻u1⊙u2 y.

Las siguientes dos proposiiones tienen una prueba inmediata:

Proposiión 3.2 Si una funión f satisfae Consistenia Fuerte de Per�les entones f sat-

isfae la propiedad de Consistenia Débil de Per�les.

Proposiión 3.3 Si una funión (u 7−→�u) que asoia a ada per�l u un preorden total �u,
satisfae KP entones f satisfae la propiedad de KP

∗
.
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Lema 3.1 Sea u′ 7−→�u′ una funión que a ada per�l u′ asoia un preorden total �u′.
Supongamos que para ualesquiera u1, u2 per�les, esta funión satisfae la propiedad (i) de

KP, es deir,

si x �u1 y y x �u2 y, entones x �u1⊙u2 y, (1)

y además satisfae la Propiedad de la Identidad (PI)). Sea u = (�1, · · · ,�n) tal que x �i y
para i = 1, · · · , n. Entones x �u y.

Demostraión. Apliamos induión sobre n. Para n = 1 es inmediato en virtud de PI.

Supongamos que es ierto para n = k, probemos que es ierto para n = k + 1.
En efeto. Sea u = (�1, · · · ,�k,�k+1). Consideremos u1 = (�1, · · · ,�k) y u2 = (�k+1).
Es laro que u = u1 ⊙ u2. Como para n = k y n = 1 se satisfae el resultado, se tiene que

x �u1 y y x �u2 y. Así por (1) se tiene que x �u1⊙u2 y, es deir, x �u y.
La proposiión siguiente formaliza una a�rmaión heha en los trabajos de S. Koniezny y

R. Pino Pérez [23℄. Ellos a�rmas que la propiedad KP es una generalizaión de Pareto.

Proposiión 3.4 Si una funión u′ 7−→�u′ satisfae la Propiedad KP y además �u′ satisfae
la Propiedad de la Identidad, entones la funión de eleión de�nida por �u′ satisfae la

Propiedad de Pareto Fuerte.

Demostraión. Sean N = {1, 2, · · · , n}, V una agenda, u = (�1, · · · ,�n) un per�l y �u el

preorden total asoiado a u. Supongamos las hipótesis de Pareto Fuerte, es deir,

a) ∀ i ∈ N, x �i y,

b) ∃j ∈ N tal que x ≻j y,

) x ∈ V .

Consideremos u1 = (�1, · · · ,�j−1), u2 = (≻j), y u3 = (�j+1, · · · ,�n). Es laro que

u = u1 ⊙ u2 ⊙ u3.

Sea f la funión determinada poru 7−→�u, es deir, f(u, V ) = max(V,�u). Por el Lema 3.1,

la hipótesis (a) y por de�niión de u1, se tiene que x �u1 y. Pero además en virtud de PI y

por de�niión de u2 se tiene que x ≻u2 y.
Luego por la Propiedad KP(ii) se tiene que x ≻u1⊙u2 y. Por otra parte, de nuevo por Lema

3.1, la hipótesis (a) y por de�niión de u3 se tiene que x �u3 y, así de nuevo en virtud de la

Propiedad KP(ii) se tiene que x ≻u1⊙u2⊙u3 y, es deir, x ≻u y. Luego y 6∈ f(u, V ).

Más adelante veremos que la ondiión PI es neesaria para obtener la obtener la proposiión

preedente.

Usando una ténia de prueba similar a la del resultado preedente se puede probar lo sigui-

ente:

Proposiión 3.5 Si una funión u′ 7−→�u′ satisfae la Propiedad KP
∗
y además �u′ satisfae

la Propiedad de la Identidad, entones la funión de eleión determinada por u′ 7−→�u′
satisfae la Propiedad de Pareto Débil.
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Se pudiera, a primera vista, pensar que un resultado inmediato sería en siguiente heho: Si

una funión de eleión f satisfae la propiedad de Pareto Fuerte y Expliaiones Transitivas,

entones f satisfae la Propiedad de la Identidad. Sin embargo, tal a�rmaión no es ierta.

Para ver esto onsideremos lo siguiente. Sea ≥∗
un orden lineal sobre X . De�namos una

funión que a un preorden total � le asoia un orden lineal �l, (�7−→�l), que umple lo

siguiente:

• Si x � y, entones x ≻l y.

• Si x ∼ y on x 6= y, entones x ≻l y si, y sólo si x >∗ y.

Ahora de�nimos la funión de eleión soial f determinada por u 7−→�u de manera tal que

�u= (�1)
l
. En esta onstruión se veri�a que f determinada por u 7−→�u umple ET, PF

y D pero laramente no umple PI.

Proposiión 3.6 Si una funión de eleión soial satisfae PD, ET y PPI, entones f sa-

tisfae PI.

Demostraión. Sea u = (�1) un per�l de un sólo elemento. Como f satisfae ET, onsi-

deremos la funión que determina a f , u 7−→�u; es deir, f(u, V ) = max(V,�u). Queremos

ver que f(u, V ) = max(V,�1); es deir, x �1 y ⇐⇒ x �u y. Veamos la doble ontenión.

Supongamos que x �1 y, es deir x ≻1 y ó x ∼1 y. Si x ≻1 y entones por PD se tiene que

y 6∈ f(u, V ); es deir, y 6∈ max(V,�u) lo que implia que x ≻u y. Ahora bien, si x ∼1 y,
entones por PPI se tiene que {x, y} = max({x, y},�u), lo que implia que x ∼u y. Veamos

la otra ontenión. Supongamos que x �u y y supongamos que x 6�1 y, es deir que y ≻1 x.
Como f satisfae PD entones x 6∈ max(V,�u), lo que ontradie el heho de que x �u y.

3.6 Funiones de Eleión que umplen las nuevas propiedades

De�niremos funiones de eleión a partir de una distania entre las alternativas y analizare-

mos uales de las nuevas propiedades son satisfehas. Es bueno notar que estas funiones son

estudiadas desde otro punto de vista omo lo es la fusión lógia, ver [23, 24, 25, 26℄.

Sea d : X2 −→ N una distania. Esta distania se extiende a una funión d∗ : X×P∗(X) −→
N de la siguiente manera:

d∗(x,A) = min{d(x, y) : y ∈ A}.

Reordemos que X es �nito y en onseuenia d∗ esta bien de�nida. V(P(X)) denota el

onjunto de vetores �nitos de P(X).

De�niión 3.3 De�nimos la distania-Σ entre un elemento de X y un un vetor �nito de

P(X) de la siguiente manera:

dΣ : X × V (P(X)) −→ N

dΣ(x, µ) =
∑

A∈µ

d∗(x,A)
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Dado un per�l u = (�1, · · · ,�k) se le puede asoiar un elemento ρu ∈ V(P(X)), llamado el

onjunto de preferenias prinipales, de la siguiente manera:

ρu = ({max(�1)}, · · · , {max(�k)}) (3.3)

Se le puede asoiar a un elemento ρ ∈ V(P(X)) un per�l uρ, omo desribimos a ontinuaión:

Observaión 3.1 d∗ permite onstruir preferenias de la siguiente manera: Sea A ⊆ P(X),
se onstruye �A un preorden total de la manera siguiente:

x �A y ⇐⇒ d∗(x,A) ≤ d∗(y, A)

Observaión 3.2 Dado un vetor de P(X) ρ = (A1, · · · , Ak), de la observaión anterior

podemos onstruir un per�l uρ = (�A1
, · · · ,�Ak

).

De�niión 3.4 Un per�l u es d−onsistente si u = uρu, es deir, si u = (�1,�2, · · · ,�n)
entones u = uρu, donde ρu = (max(�1), · · · ,max(�n)).

Ejemplo 3.2 Sea X = {0, 1}n, es deir, los elementos de X son vetores de eros y unos de

tamaño n. Consideremos la distania de Hamming.

SeanX = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 1)},A1 = {(1, 1, 0)}
y A2 = {(1, 1, 0)(0, 0, 0)}. Consideremos los per�les u y u′, de tamaño dos, de la siguiente

manera:

u =




(1, 1, 0) (1, 1, 0)(0, 0, 0)
(0, 1, 0)(1, 0, 0)(1, 1, 1) (0, 0, 1)(0, 1, 0)(1, 1, 1)(1, 0, 0)
(1, 0, 1)(0, 0, 0)(0, 1, 1) (0, 1, 1)(1, 0, 1)

(0, 0, 1)
↑ ↑
�A1

�A2




u′ =




(1, 1, 0) (1, 1, 0)(0, 0, 0)
(0, 1, 0)(1, 0, 0)(1, 1, 1) (1, 0, 0)(1, 0, 1)(0, 1, 1)
(1, 0, 1)(0, 0, 0)(0, 1, 1) (0, 1, 0)(1, 1, 1)

(0, 0, 1) (0, 0, 1)
↑ ↑
�′
A1

�′
A2




El per�l u es d-onsistente, mientras que el per�l u′ no lo es. En efeto, para �′
A2

los

vetores (0, 0, 0), (1, 1, 0) aparee en el terer nivel y en el nivel dos aparee el vetor (1, 0, 1)
que di�ere en dos oordenadas de los de los vetores (0, 0, 0), (1, 1, 0). es deir no están a

distania minimal.

Ahora se de�ne �Σ
u asoiado a un per�l d-onsistente u:

x �Σ
u y ⇐⇒ dΣ(x, ρu) ≤ dΣ(y, ρu).

Observaión 3.3 Es fáil ver que �Σ
u es un preorden total, pues está de�nido por una fun-

ión de rango en los números naturales.
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3.7 La funión fΣ

De�niión 3.5 Sean X = {x1, · · · , xn}. Para ada elemento �i de un per�l u = (�1

, · · · ,�m) de�nimos una funión de rango riu(x) : X −→ R+
que satisfae lo siguiente:

riu(x) ≥ riu(y)⇐⇒ x �i y

Dado un per�l u, asignamos un rango global para ada elemento x ∈ X de la siguiente

manera:

ru(x) =
∑

i

riu(x).

Ahora bien, dado un per�l u podemos de�nir u 7−→�Σ
u tal que

x �Σ
u y ⇐⇒ ru(x) ≥ ru(y).

Ahora podemos de�nir la funión fΣ
u omo la funión de eleión asoiada a �Σ

u , es deir,

fΣ(u, V ) = max(V,�Σ
u ).

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Sea X = {x0, · · · , x15} un onjunto de dieiséis alternativas y N = {1, 2, 3, 4}
uatro votantes.

Codi�quemos las alternativas de la siguiente manera:

x0 = (0, 0, 0, 0) x1 = (0, 0, 0, 1) x2 = (0, 0, 1, 0) x3 = (0, 0, 1, 1)
x4 = (0, 1, 0, 0) x5 = (0, 1, 0, 1) x6 = (0, 1, 1, 0) x7 = (0, 1, 1, 1)
x8 = (1, 0, 0, 0) x9 = (1, 0, 0, 1) x10 = (1, 0, 1, 0) x11 = (1, 0, 1, 1)
x12 = (1, 1, 0, 0) x13 = (1, 1, 0, 1) x14 = (1, 1, 1, 0) x15 = (1, 1, 1, 1)

Sea u = (�1,�2,�3,�4) un per�l d-onsistente, tal que el vetor de preferenias prinipales

asoiado ρu = (max(�1), · · · ,max(�4)) viene dado de la siguiente manera:

max(�1) = {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0)} max(�2) = {(1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0)}
max(�3) = {(0, 0, 0, 0)} max(�4) = {(0, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 0)}

Sea V = X \ {(0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0)} y para ada i = 1, · · · , 4, sea

Ai = max(�i). Veremos que fΣ
u (V ) = {(1, 1, 1, 1)}. Para ello usaremos la siguiente tabla,

donde en la primera olumna tenemos las alternativas, en las entradas de las siguientes

uatro olumnas tenemos la distania de ada alternativa a ada Ai y en la última, la dis-

tania al multionjunto orrespondiente (la suma de las uatro entradas preedentes de la �la

en uestión). El resultado onsiste en el onjunto de alternativas que minimizan la última

olumna.
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A1 A2 A3 A4 dΣ

(0,0,0,0) 3 3 0 2 8

(0,0,0,1) 3 3 1 3 10

(0,0,1,0) 2 2 1 1 6

(0,0,1,1) 2 2 2 2 8

(0,1,0,0) 2 2 1 1 6

(0,1,0,1) 2 2 2 2 8

(0,1,1,1) 1 1 3 1 6

(1,0,0,0) 2 2 1 2 7

(1,0,0,1) 2 2 2 3 9

(1,0,1,1) 1 1 3 2 7

(1,1,0,1) 1 1 3 2 7

(1,1,1,1) 0 0 4 1 5

Así, fΣ
u (V ) = {(1, 1, 1, 1)}.

Ahora nuestra meta es ver uales propiedades satisfae fΣ
restringida a los per�les d−onsistentes.

3.7.1 Análisis de la funión fΣ
restringida a los per�les d−onsistentes.

Es importante notar que esta funión umple on Expliaiones Transitivas, pues fΣ
está

de�nida a partir de �Σ
u .

Veamos a ontinuaión, mediante los siguientes resultados, las ventajas que nos produe

trabajar restringiendo esta funión a los per�les d−onsistentes.

Proposiión 3.7 La funión u 7−→�Σ
u , satisfae la propiedad KP.

Demostraión. A �n de haer la prueba más amena la demostraión onsideremos, sin

perdida de generalidad, u1 = (�1, · · · ,�n) y u2 = (�n+1, · · · ,�m) dos per�les. Ahora bien,

el per�l onatenado u1 ⊙ u2 tiene tamaño m y lo podemos expresar así: u1 ⊙ u2 = (�1

, · · · ,�n,�n+1,�m).

Reordemos que

x �Σ
u y ⇐⇒ ru(x) ≥ ru(y)

donde ru(x) =
∑

i

riu(x).

En primer lugar veamos que si x �Σ
u1 y y x �

Σ
u2 y entones x �Σ

u1⊙u2 y. Esto es equivalente a

[ru1(x) ≥ ru1(y)] ∧ [ru2(x) ≥ ru2(y)] =⇒ ru1⊙u2(x) ≥ ru1⊙u2(y) (3.4)

y esto último es una onseuenia de la siguiente a�rmaión.
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A�rmaión: ru1⊙u2(x) = ru1(x) + ru2(x). En efeto.

ru1⊙u2(x) =
t∑

k=1

ru1⊙u2(x)

=

n∑

k=1

ru1⊙u2(x) +

m∑

k=n+1

ru1⊙u2(x)

= ru1(x) + ru2(x)

Ahora bien, de las hipótesis de 3.4 y por monotonía de la adiión, se tiene

ru1(x) + ru2(x) ≥ ru1(y) + ru2(y)

luego, por la a�rmaión, ru1⊙u2(x) ≥ ru1⊙u2(x), por lo tanto x �Σ
u1⊙u2

y.

En segundo lugar veamos que si x ≻Σ
u1
y y x �Σ

u2
y entones x ≻Σ

u1⊙u2
y.

Esto es equivalente a

[ru1(x) > ru1(y)] ∧ [ru2(x) ≥ ru1(x)] =⇒ ru1⊙u2(x) > ru1⊙u2(y) (3.5)

Pero esto es laro, pues de las hipótesis de (3.5) y por monotonía estrita de la adiión, se

obtiene ru1(x) + ru2(x) > ru1(y) + ru2(y), luego, por la a�rmaión

ru1⊙u2(x) > ru1⊙u2(y)

por lo tanto x ≻Σ
ρu1⊙ρu2

y.
La terera propiedad de KP se prueba de manera análoga a la propiedad preedente.

De los Teoremas 3.2, 3.3 y de las Proposiiones 3.2, 3.3, se tiene que esta funión de eleión

soial fΣ
satisfae las propiedades de Consistenia Fuerte de Per�les, Consistenia Débil de

Per�les, y KP

∗
.

Proposiión 3.8 La funión u 7−→�Σ
u satisfae la Propiedad de la Identidad.

Demostraión. Sea u = (�1). Luego

x �Σ
u y ⇐⇒

1∑

i=1

riu(x) ≥
1∑

i=1

riu(y)

⇐⇒ r1u(x) ≤ r1u(y)⇐⇒ x �1 y.

Así �Σ
u=�1.

Proposiión 3.9 fΣ
restringida satisfae Pareto Fuerte.
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Demostraión. Sea u un per�l y �Σ
u el preorden asoiado a u. Por el Lema 3.8 de tiene que

u 7−→�Σ
u satisfae la Propiedad de la Identidad; además por la Proposiión 3.7 la funión

u 7−→�Σ
u satisfae la Propiedad KP.

Luego por la Proposiión 3.4 se tiene que fΣ
satisfae la propiedad de Pareto Fuerte.

Claramente omo la suma es onmutativa la funión fΣ
satisfae anonimato. Como onse-

uenia de esto fΣ
es no ditatorial.

En el uadro siguiente resumimos los resultados del análisis de fΣ
.

ET PF CFP CDP KP KP

∗
PI A ND

X X X X X X X X X

Demostraremos que si repetimos ierta antidad k vees un mismo preorden (voto), entones

el resultado de la eleión esta sujeto a la preferenia es ese preorden. En este sentido,

sobre preferenias estritas, la funión fΣ
tiene un omportamiento que re�eja un aspeto

mayoritario. Esto se expresa on preisión en la proposiión 3.10.

De�niión 3.6 Dado un preorden �, de�nimos (�)k, omo

(�)k =


� ⊙ � ⊙ · · · ,⊙ �︸ ︷︷ ︸

k−veces




Proposiión 3.10 Sea X un onjunto �nito de alternativas. Para todo preorden total (�),
y para todo per�l u, existe un k ∈ N tal que para todo k′ ≥ k se tiene que

si x ≻ y entones x ≻Σ
u⊙(�)k′

y.

Demostraión. Sean {(xi, yi)}
p
i=1, el onjunto de todos lo posibles pares de alternativas

tales que xi ≻ yi. Sean {max(�)} = A, y ρu = (A1, · · · , An) donde ada Ai = {max(�i

)}, i = 1, · · · , n, y además onsideremos u′ = u⊙ (�)k
′

, on ρu′ =


A1, · · · , An, A, · · · , A︸ ︷︷ ︸

k′−veces



.

Fijemos un par (xj , yj). Luego

dΣ(xj , ρu) =

n∑

i=1

d∗(xj , Ai) = a y dΣ(yj, ρu) =

n∑

i=1

d∗(yj, Ai) = b.

Por otra parte dΣ(xj, ρu′) =
∑n

i=1 d
∗(xj , Ai)+

∑k′

i=1 d
∗(xj , A) = a+k′d∗(xj , A), análogamente

dΣ(yj, ρu′) = b+ k′d∗(yj, A),.

Ahora omo (�) es d−onsistente y xj < yj, se tiene que d
∗(xj , A) < d∗(yj, A). Así tenemos

que

dΣ(xj , ρu′) = a + k′d∗(xj , A) y d
Σ(yj, ρu′) = b+ k′d∗(yj, A).
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Ambas expresiones se pueden ver omo funiones lineales (retas) en k′, donde la pendiente

de la primera es estritamente menor que la pendiente de la segunda.

Por lo tanto, existe kj ∈ N tal que para todo k′ > kj se tiene que

a+ k′d∗(xj , A) < b+ k′d∗(yj, A).

De�namos k = max{k1, · · · , kp} y sea k′ > k y u′ = u ⊙ (�)k
′

. Luego, si x ≻ y, entones
existe j ∈ N tal que x = xj y y = yj. Así

dΣ(xj , ρu′) = a+ k′d∗(xj , A) < b+ k′d∗(yj, A) = dΣ(yj, ρu′)

de donde se tiene que x ≻Σ
u⊙(�)k′

y.

3.8 La funión fGMax

Comenzaremos dando más de�niiones preliminares:

De�niión 3.7 Sea D un onjunto formado por vetores de dimensión �nita uyas entradas

son elementos de un onjunto ordenado. De�nimos la funión ↓: D −→ D, que ordena los

vetores de manera dereiente, omo sigue:

↓ (v1, · · · , vn) = (vk1, · · · , vkn), donde vki ≥ vki+1
para i = 1, · · · , n−1 y {vk1, · · · , vkn} = {v1, · · · , vn}

(La última igualdad omo multionjunto).

Observaión 3.4 Note que si v y w son dos vetores �nitos, entones ↓ (v⊙w) =↓ (w⊙v).

De�niión 3.8 Sea ρ = (A1, · · · , Ak) un onjunto de preferenias, y sea x ∈ X, de�nimos

dGMax(x, ρ) =↓ (d∗(x,A1), · · · , d
∗(x,Ak)) .

Para la siguiente de�niión onsideremos el orden lineal ≤l de la de�niión 2.15.

De�niión 3.9 Sea u un per�l y sea ρu = (A1, · · · , Ak) el vetor de preferenias, asoiado a

u. De�nimos �GMax
u , un preorden total asoiado a u, de la siguiente manera

x �GMax
u y ⇐⇒ dGMax(x, ρ) ≤l d

GMax(y, ρ),

Así dada una agenda V ⊂ X podemos expresar una funión de eleión de la siguiente

manera:

fGMax(u, V ) = max
(
V,�GMax

u

)
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Proposiión 3.11 La relaión ≻GMax
u es un preorden total.

Demostraión. Es inmediato pues ≤l es un orden lineal.

Ejemplo 3.4 Sea X = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 0), (1, 1, 1), (0, 1, 1)},
d la distania de Hamming y u = (�1,�2,�3) un per�l dado por:

u =





(0, 0, 1) (1, 0, 0) (1, 0, 0)
(1, 0, 1)(0, 0, 0)(0, 1, 1) (1, 0, 1)(0, 0, 0)(1, 1, 0) (1, 0, 1)(0, 0, 0)(1, 1, 0)
(0, 1, 0)(1, 0, 0)(1, 1, 1) (0, 1, 0)(0, 0, 1)(1, 1, 1) (0, 1, 0)(0, 0, 1)(1, 1, 1)

(1, 1, 0) (0, 1, 1) (0, 1, 1)
↑ ↑ ↑
�1 �2 �3

Sea ρu = (A1, A2, A3), donde A1 = {(0, 0, 1)}, A2 = {(1, 0, 0)} y A3 = {(1, 0, 0)} el per�l
asoiado a u, y onsideremos V = X. Observando, mediante la tabla, el omportamiento de

la distania podemos onluir que

fGmaxu (X) = {(0, 0, 0), (1, 0, 1)}.

A1 A2 A3 dGMax

(0, 0, 0) 1 1 1 (1,1,1)

(0, 0, 1) 0 2 2 (2, 2, 0)
(0, 1, 1) 1 3 3 (3, 3, 1)
(0, 1, 0) 2 2 2 (2, 2, 2)
(1, 0, 1) 1 1 1 (1,1,1)

(1, 1, 0) 3 1 1 (3,1,1)

(1, 0, 0) 2 0 0 (2,0,0)

(1, 1, 1) 2 2 2 (2,2,2)

Analiemos a ontinuaión las propiedades para la funión fGmax.

3.8.1 Análisis de las propiedades para la funión fGMax

Comenemos notando que fGMax
esta de�nida a partir de un preorden total �GMax

u , por lo

tanto satisfae Expliaiones Transitivas.

Para haer la notaión menos pesada denotaremos v ⊙ (a) por v ⊙ a.

Lema 3.2 Sean v = (v1, · · · , vn) y w = (w1, · · · , wn) dos vetores uyas omponentes son

numeros naturales.

(i) Si ↓ (v) <l ↓ (w) entones ↓ (v ⊙ a) <l ↓ (w ⊙ a), donde a ∈ N

(ii) Si ↓ (v) ≤l ↓ (w) entones ↓ (v ⊙ a) ≤l ↓ (w ⊙ a), donde a ∈ N
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Demostraión. (i) Sin pérdida de generalidad supongamos que v =↓ (v) y w =↓ (w).
Como v <l w, entones por la de�niión 2.15 se tiene que

∃i ≤ n tal que vi < wi y ∀j < i se tiene vj = wj.

En virtud de lo anterior podemos esribir

v = (v1 · · · , vi−1)⊙ (vi)⊙ (vi+1, · · · , vn), y w = (w1 · · · , wi−1)⊙ (wi)⊙ (wi+1, · · · , wn)

Veamos los asos, donde pueda apareer ubiado a. Usaremos la siguiente notaión: Para la

i-ésima omponente de ↓ (s) es denotada ↓ (s)i
Caso 1: Si a ≥ vi−1 tenemos que:

↓ (v ⊙ a) =↓ (v1 · · · , vi−1, a)⊙ (vi)⊙ (vi+1, · · · , vn), y

↓ (w ⊙ a) =↓ (w1 · · · , wi−1, a)⊙ (wi)⊙ (wi+1, · · · , wn)

Luego por la de�niión 2.15, laramente ↓ (v ⊙ a) < l ↓ (w ⊙ a), ya que

↓ (v1, · · · , vi−1, a) =↓ (w1, · · · , wi−1, a).
Caso 2: Si vi−1 > a > vi tenemos que:

↓ (v ⊙ a) = (v1 · · · , vi−1)⊙ (a)⊙ (vi)⊙ (vi+1, · · · , vn), (I)

si a ≥ wi ↓ (w ⊙ a) = (w1 · · · , wi−1)⊙ (a)⊙ (wi)⊙ (wi+1, · · · , wn) (II) o bien,

si a < wi ↓ (w ⊙ a) = (w1 · · · , wi−1)⊙ (wi)⊙ ↓ (wi+1, · · · , wn, a) (III).

Cuando se umple (I) y (II) la primera omponente donde di�eren es en i+ 1, es deir

↓ (v ⊙ a)i+1 = vi < wi =↓ (w ⊙ a)i+1,

donde ↓ (v⊙ a)i+1 y ↓ (w⊙ a)i+1 denotan a las omponentes i+1 de los vetores ↓ (v⊙ a) y
↓ (w ⊙ a) respetivamente. Luego, de nuevo por la de�niión 2.15, se tiene que ↓ (v ⊙ a) <l

↓ (w ⊙ a).
Cuando se umple (I) y (III), la primera omponente donde di�eren es en i, y se tiene

↓ (v ⊙ a)i = a < wi =↓ (w ⊙ a)i,

así ↓ (v ⊙ a) <l ↓ (w ⊙ a).
Caso 3: Si a ≤ vi, tenemos que a < wi y

↓ (v ⊙ a) = (v1, · · · , vi)⊙ ↓ (vi+1, · · · , vn, a), y

↓ (w ⊙ a) = (w1, · · · , wi)⊙ ↓ (wi+1, · · · , wn, a)

Luego la primera omponente en que di�eren es i, es deir

↓ (v ⊙ a)i = vi < wi =↓ (w ⊙ a)i,

Así ↓ (v ⊙ a) <l ↓ (w ⊙ a).

La propiedad (ii) se dedue inmediatamente de (i) y de la de�niión 2.15.

Un orolario del del lema preedente es el siguiente.
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Corolario 3.1 Sean v, v′ y w vetores de números reales tales que v y v′ tienen la misma

dimensión. Entones

(i) si ↓ (v) <l ↓ (v
′), entones ↓ (v ⊙ w) <l ↓ (v

′ ⊙ w)

(ii) si ↓ (v) ≤l ↓ (v
′), entones ↓ (v ⊙ w) ≤l ↓ (v

′ ⊙ w)

Demostraión. Demostraremos (i) (la prueba de (ii) es análoga). Para ello proedemos

por induión en n la dimensión de w. Primero supongamos que w = (a1). Entones por el
lema 3.2, parte (i), se tiene que ↓ (v ⊙ a1) <l ↓ (v

′ ⊙ a1), es deir ↓ (v ⊙ w) <l ↓ (v
′ ⊙ w).

Supongamos ahora que (i) es ierto para vetores w′
de longitud n. Sea w = (a1, · · · , an, an+1)

y onsideremos w′ = (a1, · · · , an). Por hipótesis de induión ↓ (v ⊙ w′) <l ↓ (v′ ⊙ w′) y
por el lema 3.2, parte (i), se tiene que ↓ (v ⊙ w′ ⊙ an+1) <l ↓ (v′ ⊙ w′ ⊙ an+1), es deir,

↓ (v ⊙ w) <l ↓ (v
′ ⊙ w).

Proposiión 3.12 Sean v = (v1, · · · , vn), v
′ = (v′1, · · · , v

′
n), w

′ = (w′
1, · · · , w

′
m) y w =

(w1, · · · , wm) vetores uyas omponentes son numeros reales.

(i) Si ↓ (v) ≤l ↓ (v
′) y ↓ (w) ≤l ↓ (w

′), entones ↓ (v ⊙ w) ≤l ↓ (v
′ ⊙ w′).

(ii) Si ↓ (v) ≤l ↓ (v
′) y ↓ (w) <l ↓ (w

′), entones ↓ (v ⊙ w) <l ↓ (v
′ ⊙ w′).

Demostraión. Vamos a demostrar (ii) (la demostraión de (i) es análoga).

Suponga que ↓ (v) ≤l ↓ (v
′) y ↓ (w) <l ↓ (w

′). Por el orolario 3.1 (parte (i)) se tiene que

↓ (w ⊙ v) <l ↓ (w
′ ⊙ v) (3.6)

Por el orolario 3.1 (parte (ii)) se tiene que

↓ (v ⊙ w′) ≤l ↓ (v
′ ⊙ w′) (3.7)

Pero por la observaión 3.4 se tiene que

↓ (v ⊙ w) = ↓ (w ⊙ v) y ↓ (w′ ⊙ v) = ↓ (v ⊙ w′)

Así, de (3.6) y (3.7), por transitividad se tiene que

↓ (v ⊙ w) <l ↓ (v
′ ⊙ w′)

Como orolario de la proposiión 3.12 se tiene la siguiente proposiión.

Proposiión 3.13 La funión u 7−→�GMax
u satisfae la propiedad KP.

De los Teoremas 3.2, 3.3 y de las Proposiiones 3.2, 3.3, se tiene que esta funión de eleión

satisfae las propiedades de Consistenia Fuerte de Per�les, Consistenia Débil de Per�les, y

KP

∗
.
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Proposiión 3.14 El preorden �GMax
u asoiado a per�les d−onsistentes, satisfae la Propiedad

de la Identidad.

Demostraión. En efeto. Sea u = (�1) un per�l d−onsistente. Sea ρu = (A1) donde
A1 = max(�1). De las observaiones 3.1 y 3.2 podemos onstruir uρu = (�A1

). Como u es

d−onsistente se tiene que �1=�A1
. Luego

x �GMax
u y ⇐⇒ ↓ (d∗(x,A1)) ≤l↓ (d

∗(y, A1))

⇐⇒ x �A1
y ⇐⇒ x �1 y.

Así �GMax
u =�1.

Observaión 3.5 Por la proposiión anterior se tiene que la funión u 7−→�GMax
u satisfae

la Propiedad de la Identidad y además por la Proposiión 3.13 la funión u 7−→�GMax
u satis-

fae la Propiedad KP. Luego por la Proposiión 3.4 se tiene que fGMax
satisfae la propiedad

de Pareto Fuerte.

Notemos que, si v es un vetor de números reales y v′ es un vetor obtenido omo permutaión

de v, entones
↓ (v) =↓ (v′)

Como onseuenia de esto tenemos la siguiente observaión:

Observaión 3.6 La funión fGmax satisfae anonimato y por lo tanto no puede ser dita-

torial.

Veamos el resultado del análisis de fGMax
restringida a per�les d-onsistentes mediante la

siguiente tabla.

ET PF CFP CDP KP KP

∗
PI A ND

X X X X X X X X X

www.bdigital.ula.ve

C.C.Reconocimiento



CAPÍTULO 4

El Teorema de manipulabilidad

Dentro del estudio de la teoría de eleión soial es inevitable no toparse on el problema

de la manipulabilidad de meanismos de eleión. Para nosotros estos meanismos no serán

mas que los esquemas de voto, funiones de eleión soial o funiones de bienestar soial.

El problema de la manipulabilidad, en palabras simples, plantea uándo puede existir una

situaión de manipulabilidad. Pudiera pensarse que en el proeso de eleión existe un indi-

viduo manipulador o pudieran existir varios. Nosotros ataaremos el problema sólo uando

hay una situaión de manipulabilidad on un sólo individuo que manipula.

Los resultados importantes on respeto a este tema plantean que que bajo iertas propiedades

los meanismos de eleión son vulnerables a la manipulabilidad o bien tienen un ditador.

Con el �n de que este trabajo sea autoontenido exponemos en este apítulo la prueba del

teorema de manipulabilidad para esquemas de votos que son funiones univaluadas (omo lo

veremos más adelante). Hemos esogido exponer la prueba original de Gibbard [21℄, por su

simpliidad.

En este apítulo, las letras u, s, v, w, t representarán per�les y ui, si, vi, wi, ti represen-
tarán relaiones modulares sobre X y V representará el onjunto de las posibles salidas. P
denota el onjunto de todos los preórdenes totales sobre X y Pn denota los per�les de tamaño

n.

4.1 Manipulabilidad sobre esquemas de voto

Comenzaremos formalizando lo que es una situaión de manipulabilidad para funiones de

eleión partiulares. Estas funiones de eleión son onoidas omo esquemas de voto, uya

araterístia prinipal es que son funiones univaluadas. Esto lo formalizamos en la siguiente

de�niión.

De�niión 4.1 Una funión g que asigna a ada elemento u = (u1, · · · , un) ∈ Pn una alter-

nativa, la llamaremos Esquema de Voto o Funión de Juego. Es deir, g : Pn −→ X.

45
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La siguiente de�niión es ténia o establee una nueva notaión; es deir, simplemente

formaliza el heho de que dado un per�l podemos ambiar una de sus entradas y obtener un

nuevo per�l.

De�niión 4.2 Dado un per�l u = (u1, · · · , uk, · · · , un) y un preorden total �, podemos

de�nir un nuevo per�l u[� /k] omo el per�l que resulta de reemplazar en la k-ésima oor-

denada de u por �. Más preisamente:

u[� /k] = (u1, · · · , uk−1,�, uk+1, · · · , un).

Las siguientes propiedades serán neesarias para estableer el resultado de manipulabilidad

según Gibbard - Satterhwaite [21, 31℄.

Dominio Estándar Gibbard Un esquema de voto g satisfae la propiedad Dominio Están-

dar Gibbard si, |X| ≥ 3, |N| ≥ 3 y para ada x ∈ X existe u ∈ Pn tal que g(u) = {x}.

En la propiedad de Dominio Estádar Gibbard establee que el onjunto de andidatos y del

individuos o votantes tengan al menos tres elementos, y por simpliidad exigimos que g sea

sobreyetiva. En realidad Gibbard exige una ondiión menos fuerte: que el rango de g tenga
ardinalidad mayor o igual a 3.

Ditador Gibbard Un individuo k ∈ N es un ditador Gibbard para un esquema de voto g
si, para ada x ∈ X existe un preorden ≻∗

tal que para todo u se tiene g(u[≻∗ /k]) = x.

La noión de ditador para un esquema de voto tradue el heho que un individuo (ditador)

impone al andidato que desee en el resultado de la eleión.

La siguiente de�niión formaliza el onepto de manipulabilidad para esquemas de voto.

De�niión 4.3 Diremos que un esquema de voto g es manipulable si existen k ≤ n, u =
(�1, · · · ,�n), y �∈ P tales que

g(u[� /k]) ≻k g(u),

donde ≻k es la relaión modular estrita asoiada a �k.

La de�niión anterior quiere deir que si el individuo k, que tiene preferenia �k, miente

oloando otra preferenia �, obtendrá un resultado que es estritamente más favorable para

lo que él desea realmente expresado mediante su preferenia �k.

Las siguientes de�niiones son de suma importania para estableer resultados previos que

serán las herramientas laves para la demostraión del Teorema 4.1

De�niión 4.4 Diremos que �∗
es �-dominante para un individuo k ssi para todo u ∈ Pn

se tiene que

g (u[�∗ /k]) � g(u).
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La de�niión anterior die que un individuo k tiene un preferenia dominante �∗
on respeto

a una preferenia �, si al ambiar su preferenia por �∗
obtiene mejor resultado on respeto

al preorden �.

De�niión 4.5 Un esquema de voto es trivial si para ada k ∈ N y todo preorden total �
existe un �∗

que es �-dominante para k.

El resultado prinipal en los trabajos de Gibbard - Satterhwaite ([21℄, [31℄) es el siguiente:

Teorema 4.1 Si un esquema de voto g satisfae Dominio Estándar Gibbard, entones g tiene
un Ditador Gibbard o g es manipulable.

Es importante resaltar que este teorema establee que para que un esquema de voto sea

manipulable o tenga un ditador basta que umpla on la ondiión de dominio estándar

Gibbard. Esto die que los esquemas de voto son sensibles a ser manipulados; pues, lara-

mente ada esquema de voto g que satisfae Dominio Estándar Gibbard que no es ditatorial,

es manipulable.

El siguiente Teorema lo enuniamos para presentar inmediatamente la demostraión del Teo-

rema 4.1 pero posteriormente será demostrado.

Teorema 4.2 Si g es un esquema de voto que satisfae Dominio Estándar Gibbard y además

es trivial, entones g es ditatorial.

A ontinuaión demostraremos el Teorema 4.1.

Demostraión. Supongamos que g es un esquema de voto y es no ditatorial. Entones,

por el Teorema 4.2, g es no trivial. Así, existe algún k y existe un preorden �, tal que todo
preorden total �∗

no es � −dominante para k.
Entones, en partiular, � no es � −dominante para k. En onseuenia para algún per�l

u = (�1, · · · ,�n) no es posible que

g(u[� /k]) � g(u),

es deir,

g(u) ≻ g(u[� /k]).

Esto muestra que g es manipulable. En efeto, tomemos omo per�l s = u[� /k] y tomemos

�′=�k. Así
g(s[�′ /k]) ≻ g(s).

Antes de entrar en la demostraión del Teorema 4.2 estableeremos algunas de�niiones.

De�niión 4.6 Sea > un orden lineal sobre X. Para ada preorden total � sobre X y para

ada V ⊆ X, de�nimos una relaión ≻V sobre X de la siguiente manera:
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(a) [(x ∈ V ) ∧ (y ∈ V )] −→ [x ≻V y ←→ x ≻ y ∨ (x ≃ y ∧ x>y)].

(b) [(x ∈ V ) ∧ (y 6∈ V )] −→ x ≻V y.

() [(x 6∈ V ) ∧ (y 6∈ V )] −→ [x ≻V y ←→ x>y]

Observaión 4.1 Es fáil ver que ≻V es un orden lineal sobre X.

Una vez de�nido ≻V , dado un per�l u = (�1, · · · ,�n), podemos de�nir un nuevo per�l

de la siguiente manera

uV = (≻V1 , · · · ,≻
V
n ).

Los siguientes dos lemas muestran propiedades muy importantes de ≻V .

Lema 4.1 Si Z ⊆ V , entones (uV )Z = uZ.

Demostraión. Basta onsiderar el aso en que u = (�), por lo tanto, debemos probar que:

Si Z ⊆ V , entones (≻V )Z =≻Z . Por razones de notaión llamaremos ≻1=≻
V
, ≻2=≻

Z
1 y

≻3=≻
Z
. Así, probaremos que ≻2=≻3, es deir, para x, y ∈ X , on x 6= y, se debe umplir

que:

x ≻2 y ⇐⇒ x ≻3 y. (4.1)

Veamos los posibles asos:

1) x, y ∈ Z:
Usando (a) de la de�niión 4.6, tenemos dos subasos:

• Si x ≻ y, entones se tiene x ≻3 y. Como Z ⊆ V , se tiene que x ≻1 y, luego
x ≻2 y.

• Si x ≃ y y x > y, laramente x ≻3 y y x ≻1 y y omo Z ⊆ V se tiene x ≻2 y.

2) x ∈ Z y y 6∈ Z:
Usando (b) de la de�niión 4.6, se tiene que x ≻3 y. El heho que y 6∈ Z implia,

también por (b), que x ≻2 y.

3) x 6∈ Z y y 6∈ Z:
Supongamos que x > y. Usando () de la de�niión 4.6, tenemos x ≻3 y. También por

() tenemos x ≻2 y.

El siguiente Lema tiene una prueba inmediata.

Lema 4.2 Sean u, u′ dos per�les y V ⊆ X. Si u↿V = u′↿V , entones u
V = u′V .
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A ontinuaión demostraremos el teorema 4.2.

Demostraión. Sea g : Pn −→ X un esquema de voto. De�nimos, para ada i, la apliaión
σi : P −→ P tal que para ada � se tiene que σi(�) es �-dominante para i.

Para ada per�l u = (u1, · · · , un) de�nimos σ : Pn −→ Pn de la siguiente manera:

σ(u) = (σ1(u1), · · · , σn(un)) (4.2)

Finalmente, de�nimos una funión ν : Pn −→ X de la siguiente manera:

ν(u) = g(σ(u)). (4.3)

Ahora, dado un per�l u vamos a de�nir una relaión ≻u sobre X de la siguiente manera

x ≻u y ←→ [x 6= y ∧ ν(u{x,y}) = x]. (4.4)

Claramente ≻u es total e irre�exivo. Es fáil veri�ar que ≻u es transitivo.

Una vez de�nido ≻u, podemos de�nir la relaión �u:

x �u y ←→ [x = y ∨ ν(u{x,y}) 6= y]. (4.5)

Observemos que x �u y ←→ ¬(y ≻u x). Claramente, si x ≻u y, entones x �u y.

Ahora vamos a de�nir una funión de eleión f tal que, dado un per�l u, se tiene

f(u) =≻u. Es importante notar que f puede ser vista omo una funión f : Pn×P∗(X) −→
P∗(X) de�nida así:

f(u, V ) = max(V,�u). (4.6)

Los dos siguientes lemas son ruiales para la demostraión del Teorema 4.2, más pre-

isamente, para terminar la demostraión del Teorema 4.2 estableeremos dos a�rmaiones

uyas demostraiones están sujetas los lemas siguientes.

Lema 4.3 Consideremos un per�l u = (�1, · · · ,�n) y sea s = σ(u), donde σ(u) se de�ne

omo en (4.2). Supongamos que para un per�l s′, y alternativas x e y, x 6= y se satisfae

que:

(1) (∀i)[y ≻i x −→ s′i = si]

(2) (∀i)[x ≻i y ∨ y ≻i x]

(3) y �u x,

entones x 6= g(s′).

Demostraión. Supongamos que x = g(s′). Sea u∗ = u{x,y}; es deir, u∗ = (�∗
1, · · · ,�

∗
n),

donde ada �∗
i=�

{x,y}
i para i = 1, · · · , n. Consideremos w = σ(u∗). Como y �u x se tiene

que

x = y ∨ x 6= ν(u∗),
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y omo x 6= y se tiene que x 6= ν(u∗) = g(σ(u∗)) = g(w). Por lo tanto x 6= g(w). Construimos

una suesión s0, · · · , sn de la siguiente manera:

s0 = s′

s1 = s0[w1/1]

s2 = s1[w2/2]
.

.

. =
.

.

.

sk = sk−1[wk/k] = (w1, · · · , wk, s
′
k+1, · · · , s

′
n)

.

.

. =
.

.

.

sn = w

La suesión s0, · · · , sn también se puede de�nir así: sn = w y sk−1 = sk[s′k/k]. Esta doble

visión de la suesión s0, · · · , sn será muy importante en la prueba.

Como x = g(s′) y x 6= g(w), se tiene que x = g(s0) pero x 6= g(sn). Sea k el menor índie

tal que g(sk) 6= x. Note que k ≥ 1.
Mostraremos lo siguiente:

A�rmaión: wk no es ≻∗
k-dominante para k o sk no es ≻k −dominante para k.

Como wk = σk(≻
∗
k) y sk = σk(≻k), en ualquier aso la de�niión de σk es violada. Así,

suponer que x = g(s′) nos lleva a una ontradiión.

Para probar la a�rmaión onsideremos los siguientes dos asos:

Caso 1 g(sk) = y ∧ y ≻k x.
Notemos que k ≥ 1. Como g(sk−1) = x, g(sk) ≻k g(s

k−1) por hipótesis, y sk−1 =
sk[s′k/k], no es el aso que g(sk[s′k/k]) �k g(s

k), así s′k no es ≻k −dominante para k.
Pero, omo y ≻k x, por (1) de la hipótesis, s′k = sk, así sk no es ≻k −dominante para

k.

Caso 2 g(sk) 6= y ∨ x ≻k y.
Veamos que x ≻∗

k g(s
k). En efeto:

• Si g(sk) = y, entones por hipótesis x ≻k y, y por (a), de la de�niión 4.6, y la

de�niión de u∗, se tiene que x ≻∗
k y = g(sk).

• Si g(sk) 6= y, entones omo g(sk) 6= x, se tiene que g(sk) 6∈ {x, y}, y por (b), de

la de�niión 4.6, de nuevo x ≻∗
k g(s

k).

Ahora bien, x = g(sk−1), y sk = sk−1[wk/k] y omo g(sk−1) ≻∗
k g(s

k), wk no es ≻∗
k

−dominante para k.

Por otra parte wk = σk(≻
∗
k), es deir wk es ≻∗

k −dominante para k, lo que es una

ontradiión.
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Así, suponer que x = g(s′) nos lleva a una ontradiión. Por lo tanto x 6= g(s′).

Lema 4.4 Sea u un per�l. Si (∀i)[x ≻i y ∨ y ≻i x] e y �u x, entones ν(u) 6= x.

Demostraión. Claramente las hipótesis (2) y (3) del Lema 4.3 son satisfehas . Tomando

s′ = s = σ(u), la ondiión (1) también es satisfeha; por lo tanto g(s′) 6= x. Como

g(s′) = g(σ(u)) = ν(u), se tiene que ν(u) 6= x.

La siguiente a�rmaión establee que la funión f de�nida en la expresión 4.6 umple on

uatro de las ondiiones de Arrow y será demostrada posteriormente.

A�rmaión 4.1 f satisfae Dominio Estándar, Independenia de Alternativas Irrelevantes

(ii), Pareto Débil y Expliaiones Transitivas. Así, en virtud del Teorema de Arrow tiene un

ditador.

Veamos la demostraión de la a�rmaión previa.

Demostraión.

• f satisfae Dominio Estándar. Esto es inmediato.

• f satisfae Pareto Débil. En efeto. Sea u un per�l, debemos ver que si (∀i)x ≻i y,
entones x ≻u y.

Como x ∈ X , entones por Dominio Estándar Gibbard, para algún per�l s′ se tiene que
g(s′) = x. Si s = σ(u), entones todas las hipótesis de la Proposiión 4.3 son satisfehas

exepto (3) y la onlusión es violada. Por lo tanto (3) es falsa, es deir, x ≻u y.

• f satisfae Independenia de Alternativas Irrelevantes. En efeto. Sea V =
{x, y}, y onsideremos u = (�1, · · · ,�n) y u

′ = (�′
1, · · · ,�

′
n) per�les y supongamos

que u|V = u′|V es deir,

(∀i)(∀x)(∀y)[(x ∈ V ) ∧ (y ∈ V ) −→ (x �i y ←→ x �′
i y)]

En virtud del Lema 4.2, se tiene que u{x,y} = u′{x,y}, y en onseuenia

x ∈ ν(u{x,y})←→ x ∈ ν(u′{x,y}),

lo que quiere deir, x ≻u y ←→ x ≻u′ y.

• f satisfae Expliaiones Transitivas; es deir, ≻u es una relaión modular.

En efeto. Usaremos la araterizaión 2.6 (ver preliminares) de una relaión modular,

es deir, debemos ver que ≻̂u satisfae las siguientes dos propiedades:

(m1) ∀x, y ∈ X, ¬(x ≻u y ∧ y ≻u x).

(m2) ∀x, y, z ∈ X, [x ≻u z −→ (x ≻u y ∨ y ≻u z)].

www.bdigital.ula.ve

C.C.Reconocimiento



Capítulo 4. El Teorema de manipulabilidad 52

Es fáil ver que ≻u satisfae (m1). En efeto, supongamos que x ≻u y e y ≻u x, es
deir,

� x 6= y ∧ x g
[
σ(u{x,y})

]
y, y

�

[
y 6= x ∧ y g

[
σ(u{x,y})

]
x
]
.

Así tenemos que x 6= y y además xg
[
σ(u{x,y})

]
y y yg

[
σ(u{x,y})

]
x. Lo que ontradie

que g
[
σ(u{x,y})

]
es un orden lineal.

Veamos que (m2) también es ierto. Sea u′ = u{x,y,z}. Entones en virtud del Lema

4.1, u′{x,z} = u{x,z}. Note que

x ≻u z ←→ [x 6= z ∧ x = ν(u{x,z})],

x ≻u′ z ←→ [x 6= z ∧ x = ν(u′{x,z})],

luego se tiene que x ≻u′ z ←→ x ≻u z.

De manera similar se tiene que

x ≻u′ y ←→ x ≻u y y y ≻u′ z ←→ y ≻u z.

Entones, sólo neesitamos mostrar que para todo x, y y z,

x ≻u′ z −→ [x ≻u′ y ∨ y ≻u′ z]

Supongamos que x ≻u′ z. Claramente x 6= z puesto que x ≻u′ z signi�a

x 6= z ∧ x = ν(u′{x,z}).

Si y = x, se tiene y ≻u′ z, y si y = z, se tiene x ≻u′ y. Falta ver los asos y 6= x y

z 6= y. Entones por la observaión 4.1 para u′, ada ≻′
i es un orden lineal, y

(∀i) [(x ≻′
i y ∨ y ≻

′
i x) ∧ (x ≻′

i z ∨ z ≻
′
i x) ∧ (y ≻′

i z ∨ z ≻
′
i y)]

Caso 1 x = ν(u′).
Entones usando la ontrapositiva del Corolario 4.4, se tiene que x ≻u′ y.

Caso 2 x 6= ν(u′).
Como x ≻u′ z, por el Lema 4.4 se tiene que z 6= ν(u′). Si w 6∈ {x, y, z}, entones
por (b) de la de�niión 4.6 y la de�niión de u′ se tiene que

(∀i)x ≻′
i w.

Así, usando el heho que f satisfae Pareto Débil se tiene

x ≻u′ w,

y por el Lema 4.4, w 6= ν(u′). Entones tenemos x 6= ν(u′), z 6= ν(u′), y si

w 6∈ {x, y, z}, entones w 6= ν(u′).

Por lo tanto, por eliminaión, y = ν(u′) y usando la ontrapositiva del Lema 4.4

se tiene que y ≻u′ z.
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Así terminamos la prueba de la A�rmaión 4.1.

A�rmaión 4.2 El ditador de f es un ditador para g.

En efeto. Sea k el ditador para f . Reordemos que k ∈ N es un ditador para g si, para

ada y ∈ X existe un preorden �∗
tal que

(∀u) [g(u[�∗ /k]) = y]. (4.7)

Sea �y un preorden tal que

(∀x)[x 6= y −→ y ≻y x]

y sea �∗= σk(�
y). Usaremos el Lema 4.3 para mostrar que �∗

satisfae la expresión 4.7.

Sea s′ = (s′1, · · · , s
′
n) un per�l tal que s′k = σk(�

y) =�∗
, y supongamos que x 6= y. Luego

y ≻y x. Mostraremos que g(s′) 6= x y esto vale para ualquier x que es diferente de y, así
neesariamente g(s′) = y.

Sea u = (�1, · · · ,�n) un per�l tal que

(a) �k=�
y

(b) (∀i)[i 6= k −→ x ≻i y],

y sea s = σ(u). Entones sk = σk(�k) = σk(�
y) =�∗= s′k.

Así,

• Por (b) y (a), sólo el individuo k pre�ere a y sobre x,

• Luego, (1) del Lema 4.3 es satisfeha,

• Por onstruión, (2) del Lema 4.3, es satisfeha.

• Como y ≻k x y k es un ditador para f , se tiene que y ≻u x. Así (3) del Lema 4.3 es

satisfeha.

Luego, por el Lema 4.3 se tiene que x 6= g(s′). Como esto vale para ualquier x 6= y
neesariamente g(s′) = y.
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4.2 Manipulabilidad de Funiones de Eleión Soial

En esta seión vamos a introduir el onepto de manipulabilidad para funiones de eleión

generales. Motivados por las ideas de Gibbard - Satterhwaite para estableer resultados de

manipulabilidad para Esquemas de Votos nos onentramos en estableer un onepto de

manipulabilidad y resultados análogos a los de los autores itados para funiones de eleión,

que son funiones �multivaluadas�. A diferenia de los Esquemas de Voto, las funiones de

eleión que se estudian en este apítulo tienen omo argumento un par (per�l y agenda)

y dan omo resultado un subonjunto no vaío de la agenda, es deir, posiblemente varios

elementos de X , (en este sentido deimos �multivaluadas�); esta situaión es llamada por

algunos autores empates (ver [4℄).

Es laro que existe una diferenia entre una funión de eleión soial y un esquema de voto.

Sin embargo, podemos ver a un esquema de voto g omo una funión de eleión soial

partiular en los siguientes términos: g(u) = x si, y sólo si f(u,X) = {x}. De heho, el

onjunto de funiones de eleión soial que generan esquemas de votos son restringidas, en

el sentido de que no permite que ourran empates en el resultado de la eleión.

Así es natural busar un teorema de manipulabilidad para funiones de eleión soial en

general. Comenzamos por dar una de�niión de manipulabilidad para funiones de eleión

soial, es deir, enontrar una de�niión similar a la de Gibbard, para el aso de las funiones

de eleión soial. Interesantes trabajos se han realizado en este sentido [31, 35℄. En esta

seión mostraremos una propuesta de manipulabilidad bajos iertas ondiiones sobre los

levantamientos y omparando on otros trabajos veremos similitudes y diferenias.

Para este propósito onsideraremos funiones que satisfaen expliaiones transitivas o equi-

valentemente funiones que toman valores en P , es deir, el onjunto de llegada es el onjunto
de preórdenes totales. Por lo tanto, estas funiones a onsiderar umplen on la siguiente

proposiión:

Proposiión 4.1 Supongamos que f es una funión de eleión soial que satisfae las ondi-

iones de expliaiones transitivas y dominio estándar. Entones, existe un únio preorden

total �u tal que fu(V ) = max(V,�u).

Esta proposiión aparee en el apítulo 2 on su respetiva demostraión (ver proposiión

4.1).

Por el resultado previo es fáil ver a una funión que tiene expliaiones transitivas f :
P n × P∗(X) −→ P∗(X) omo una funión f̂ : P n −→ P . La funión f̂ es de�nida a través

de u 7→�u donde �u es el únio preorden total que satisfae fu(V ) = max(V,�u). Por

el ontrario, teniendo a f̂ , la apliaión u 7→�u, podemos de�nir f de la manera siguiente

f(u, V ) = max(V,�u).

Haiendo abuso de notaión, podemos onfundir a f y f̂ . Teniendo esto en uenta, quisie-

ramos tener la situaión de manipulabilidad que busamos. Lo más sensato es onsiderar la
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tripleta k, u,� tal que f(u[� /k]) es estritamente mejor que f(u). Pero el problema es que

neesitamos relaiones entre las preferenias on el �n de dar sentido laro a la frase anterior.

En realidad, neesitaríamos una relaión ⊒�k
sobre las preferenias tal que � ❂

�k �′
exprese

que la relaión � es estritamente mejor, relativo a �k, que �
′
. Aunque este tipo de enfoque

puede pareer interesante y prometedor, no lo usaremos en este trabajo debido a la di�ultad

de de�nir tal relaión raional⊒�k
. La relaión onstruida a través de la distania de Kemeny

[20℄

1 dK en el siguiente sentido: � ⊒�k �′
si, y sólo si dK(�,�k) ≤ dK(�,�k) no es muy

onvinente porque no aptura la idea natural de manipulabilidad.

El enfoque para abordar el problema de la manipulabilidad en este trabajo es tener en

uenta todas las entradas de una funión de eleión soial. En en partiular, una situaión

de manipulabilidad será un uádruple k, u,�, V donde k, u,� son omo antes y V es una

agenda tal que fu[�/k](V ) es mejor que fu(V ), relativo al levantamiento de �k. Esto lo

de�niremos de manera preisa y general en la siguiente seión.

4.3 Levantamientos sobre relaiones de preferenia

La transferenia de la informaión de las preferenias sobre los puntos en preferenias sobre

onjuntos de puntos de manera raional es una tarea bastante onoida (ver por ejemplo

[33, 34℄). Tal vez la forma más omún, en el aso �nito (uando X es �nito), es a través de

una probabilidad p de�nida sobre X , que se extiende de forma aditiva a subonjuntos de X .

Por lo tanto, se puede de�nir lo que se llama una relaión probabilistia sobre subonjuntos

de (eventos de) X : esribimos E1 ⊒ E2 si y sólo si p(E1) ≥ p(E2).

Nosotros onsideraremos en esta seión, en primer lugar, la extensión de relaiones sobre

onjuntos de puntos a subonjuntos, de manera natural, omo lo hizo Shakle [33, 34℄ (y se

ha propuesto en varias manera por Lewis, Zadeh, Dubois, Spohn, Halpern, et.). Esto es

llamado la medida de posibilidad omparativa y orresponde a la de�niión de levantamiento

⊒
Π
que de�niremos más adelante.

Ahora reordaremos la de�niión formal de levantamiento.

De�niión 4.7 Una apliaión �7→⊒� que envía una preferenia sobre X, �, sobre un pre-

orden parial ⊒� sobre P∗(X), es llamado un levantamiento si, y solo si, para ualquier par,

x, y ∈ X se satisfae la siguiente ondiión:

x � y ⇐⇒ {x} ⊒� {y}

Así, si �7→⊒� es un levantamiento, el preorden parial ⊒� es una �extensión� del preorden

total�. En realidad, muhos levantamientos han sido estudiado y araterizados por Barberà

et al. [2℄. A la propiedad que de�ne al levantamiento la llaman propiedad de extensión.

1

La distania de Kemeny entre dos onjuntos es el ardinal de la diferenia simétria entre los onjuntos.

Kemeny usa esta misma idea para estableer distania entre dos preordenes totales.
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Con la meta de onseguir un teorema de manipulabilidad para funiones de eleión soial,

sólo onsideraremos los levantamientos que satisfagan las siguientes dos propiedades:

Simple Dominania 1 x ≻ y =⇒ {x, y} ❂≻ {y}

Simple Dominania 2 x ≻ y =⇒ {x} ❂≻ {x, y}

La propiedad de Simple Dominania 1 se puede interpretar omo que un onjunto al que se

le añade algo mejor, mejora; y la propiedad Simple Dominania 2 omo la añadidura de un

malo, empeora.

Estas propiedades han sido ampliamente estudiadas por Barbera y olegas en [2℄. En ese

trabajo muhos levantamientos naturales se han araterizado. Es interesante notar que entre

las propiedades que araterizan a muhos levantamientos podemos enontrar las propiedades

anteriores de Simple Dominania.

A ontinuaión daremos algunos ejemplos onretos de levantamientos. El primer levan-

tamiento que daremos es bastante onoido y de muha importania dentro de la teoría de

deisión; el levantamiento posibilista ⊒
Π
se de�ne de la siguiente manera: sea � un preorden

total sobre X ; sean A y B dos elementos ualesquiera de P∗(X), de�nimos

A ⊒
Π
B ⇐⇒ ∃a ∈ max(A,�) ∧ ∃b ∈ max(B,�) tal que a � b

La relaión ⊒
Π
asoiada al preorden �, de�nida previamente, es de heho la relaión posi-

bilístia omparativa asoiada a la �medida posibilístia� � (ver [17, 18℄). Se extiende de

manera natural las preferenias sobre los elementos de X expresadas por �, a preferenias

sobre P∗(X) expresadas por ⊒
Π
.

La interpretaión de A ⊒
Π
B puede estableerse así: A es preferido a B si el mejor de

los elementos de A (relativo a �) es preferido o indiferente al mejor de los elementos de B
(relativo a �); o, grá�amente, que los mejores elementos de A se enuentran en un nivel

superior o en el mismo nivel que los mejores elementos de B.

Ahora de�namos una variante del levantamiento leximax (ver [2, 12℄). En esta variante,

serán preferidos los onjuntos más preisos. Podemos llamar a esta versión el levantamiento

leximax-preiso. Supongamos que |X| = n y onsideremos V ↓ el onjunto de todos los

vetores de tamaño menor o igual a n, uyas entradas son elementos de X ; no existen

repetiiones en las entradas y �nalmente son ordenados de manera dereiente por �. Es

deir, dado k ≤ n, ~a = (a1, · · · , ak) ∈ V ↓ si, y sólo si, para todo i, j tal que 1 ≤ i, j ≤ k
on i 6= j, ai 6= aj y ∀ 1 ≤ i ≤ k − 1, ai � ai+1. Ahora, dado ~a, ~a

′ ∈ V ↓ de longitud m on

m ≤ n, de�nimos la siguiente relaión:

~a ≡ ~a′ ⇔ ai ∼ a′i, ∀i = 1, · · · , m.
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Ahora, de�nimos �LPmax sobre V ↓ (donde la longitud de un vetor ~a es denotada por |~a|):

~a �LPmax
~b⇔





~a ≡ ~b o

∃k ∈ {1, · · · ,min{|~a|, |~b|}}, tal que ∀i < k ai ∼s bi y ak ≻ bk o

|~a| < |~b| y ∀i ∈ {1, · · · , |~a|}, ai ∼ bi.

Sea A ∈ P(X) y supongamos que |A| = k. El onjunto de vetores en V ↓ de longitud k on

entradas en A lo denotaremos por R(A), es deir

R(A) = {~a ∈ V ↓: |~a| = k y las entradas de ~a están en A}.

Ahora de�nimos ⊒LPmax sobre P(S) omo sigue:

A ⊒LPmax B ⇔ ∀
~b ∈ R(B) ∃~a ∈ R(A) ~a �LPmax

~b

Note que esta de�niión no es la versión estándar de leximax; por ejemplo uando onside-

ramos el levantamiento leximax-preiso on el orden lineal �nito de los números naturales, el

vetor (4, 3, 2) es preferido (leximax-preiso) al vetor (4, 3, 2, 1), así el onjunto {2, 3, 4} es
preferido leximax-preiso al onjunto {1, 2, 3, 4}.

Es fáil ver que ⊒
Π
y ⊒LPmax son preordenes totales sobre P(S). Otro levantamiento interesante

que ha sido onsiderado en muhas áreas, pero espeialmente útil en el estudio de la semántia

de los lenguajes de programaión, es llamado el orden de Egli-Milner. Este levantamiento

esta de�nido de la siguiente manera:

A ⊒EM� B ⇔ ∀x ∈ B ∃y ∈ A y � x y ∀x ∈ A ∃y ∈ B x � y

Las siguientes observaiones son fáiles de veri�ar:

Observaión 4.2 Los levantamientos ⊒LPmax, ⊒
EM
� satisfaen las propiedades de Dominania

Simple 1 y 2. El levantamiento ⊒
Π
satisfae las propiedad Dominania Simple 1 pero no

satisfae la propiedad Dominania Simple 2.

Observaión 4.3 Existen diversas maneras naturales de de�nir levantamientos. Un gran

número de levantamientos son araterizados en [2℄. Brams y Fishburn [20℄ han disutido

sobre el problema de levantamientos de preferenias de andidatos, a onjuntos de andidatos.

Esta disusión se da en el ontexto del Voto Aprobatorio. El problema de enontrar la noión

�orreta� de levantamientos de preferenias es un tópio extremadamente importante para

un número de diversas omunidades.

En este trabajo veremos que podemos haer una extensión del teorema de manipulabilidad

para levantamientos que umplen on las propiedades de Dominania Simple 1 y 2.

Así para nosotros, en el ontexto general de las funiones de eleión soial, los levantamientos

�orretos� son los que umplen las propiedades de Dominania Simple 1 y 2.
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4.4 Teorema de manipulabilidad para funiones de ele-

ión soial

Una de las ontribuiones en este trabajo es una nueva noión general de manipulabilidad

para funiones de eleión soial relativa a un levantamiento.

De�niión 4.8 Sea f : P n×P∗(X) −→ P∗(X) una funión de eleión soial. Diremos que

f es manipulable (relativo al levantamiento �7→⊒�) si, y sólo si, existen k, �, u, y V tales

que

fu[�/k](V ) ⊒�k
fu(V ).

En poas palabras, podemos deir que una funión de eleión f es manipulable si existe una

situaión de manipulaión sobre la misma. En este sentido, debe existir un individuo k (el

manipulador), la preferenia � (el objeto on que se manipula), un per�l u (la situaión de

voto donde se pueda manipular) y V el onjunto de andidatos (sobre el que se espera tener

mejores resultados on respeto a la preferenia iniial �k).

De�niión 4.9 Una funión de eleión soial f satisfae la Condiión de Dominio Estándar

Fuerte (DEF) si satisfae la ondiión de Dominio Estándar y para todo x ∈ X existe un

per�l u tal que para todo y, fu({x, y}) = {x}.

Esta ondiión signi�a que para ualquier andidato x existe un per�l u tal que para

ualquier agenda de dos elementos V (esto es |V | = 2) que ontiene a x, el resultado de

la eleión es x. En otras palabras, u hae a x ganador ontra ualquier otro andidato.

Es importante notar que la ondiión de Pareto y la ondiión de Dominio Estándar

implian la ondiión de Dominio Estándar Fuerte. Para ver esto, es su�iente tomar un

per�l u donde ada individuo tiene a la alternativa x omo la más preferida. Así, para

ualquier individuo i y para ualquier otra alternativa y, x ≻i y. Entones, por la ondiión

de Pareto y 6∈ fu({x, y}) y, neesariamente, por la ondiión de Dominio Estándar, se tiene

que fu({x, y}) = {x}.

De�niión 4.10 (Ditador Débil (DD)) Una funión de eleión soial f tiene un Di-

tador Débil k si para todo x ∈ X, existe �x tal que para todo y ∈ X, x ∈ fu[�x/k]({x, y}).

En ontraste a la noión de ditador, que es una noión exluyente (si el ditador k pre�ere a
una alternativa x ante una alternativa y, entones se exluye a la alternativa y del resultado de
la eleión), la noión de ditador débil es inluyente (el ditador puede inluir una alternativa

x en el resultado). De heho, si i es un ditador, entones i es un ditador débil. Para

veri�arlo, basta de�nir un preorden total �x de manera tal que x se el únio elemento

maximal. Entones, obviamente fu[�x/i]({x, y}) = {x}, para ualquier y ∈ X .

El siguiente lema será útil en la demostraión del teorema entral de esta seión (Teorema

4.3).

Lema 4.5 Sea f una funión de eleión soial que satisfae Expliaiones transitivas y

Dominio Estándar Fuerte. Entones para ualquier x, existe un per�l u tal que fu(X) = {x}.
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Demostraión. Dado x, onsideremos u tal que para todo y se tiene que fu({x, y}) = {x}
(la existenia de u está garantizada por la propiedad de Dominio Estándar Fuerte). Como f
satisfae la propiedad de Expliaiones Transitivas, se tiene que para ada agenda V ∈ P∗(X),
fu(V ) esta determinada por un preorden total �u de la siguiente manera (Ver Proposiión

4.1):

fu(V ) = max(V,�u)

A�rmamos que, por la esogenia de u, se tiene max(X,�u) = {x}. Razonemos por

el absurdo, supongamos que ese no es el aso; por lo tanto, existe y tal y �u x; así

max ({x, y},�u) 6= {x}; es deir, fu({x, y}) 6= {x}, una ontradiión.

Así, max(X,�u) = {x}, y por lo tanto fu(X) = {x}.

Teorema 4.3 Sea f : P n × P∗(X) −→ P∗(X) una funión de eleión soial que satisfae

Dominio Estándar Fuerte y Expliaiones Transitivas. Sea �7→⊒� un levantamiento que sa-

tisfae las ondiiones de Simple Dominania 1 y 2. Entones, relativo a este levantamiento,

f es manipulable, o f tiene un ditador débil.

Demostraión. Sea f : P n×P∗(X) −→ P∗(X) una funión de eleión soial que satisfae

Dominio Estándar Fuerte y Expliaiones Transitivas. Sea ≥∗
un orden lineal sobre X �jado

para el resto de la demostraión.

De�namos g : Pn −→ X de la siguiente manera

g(u) = max(fu(X),≥∗). (4.8)

Claramente g es un esquema de voto. Por el Lema 4.5 se ve fáilmente que g satisfae la

ondiión de de Dominio Estándar Gibbard. Así, por el Teorema 4.1, g tiene un ditador

Gibbard o g es manipulable.

Ahora, on el propósito de �nalizar la demostraión demostraremos las siguientes a�rma-

iones:

A�rmaión 4.3 Si g tiene un Ditador Gibbard, entones f tiene un Ditador Débil.

Demostraión. Supongamos que g tiene un Ditador Gibbard. Por la hipótesis existe k ∈ N
(el ditador Gibbard) tal que para ualquier x ∈ X , existe �x∈ P tal que para ualquier

per�l u ∈ Pn tenemos

g(u[�x /k]) = x,

esto signi�a que, x = max(fu[�x/k](X),≥∗). Así, x ∈ max(X,�u[�x/k]). Neesariamente,

x ∈ max({x, y},�u[�x/k]), es deir, x ∈ fu[�x/k]({x, y}). Por lo tanto, k es también un

Ditador Débil para f .

A�rmaión 4.4 Si g es manipulable, entones f es manipulable.
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Demostraión. Asumamos que g es manipulable. Entones existe una situaión de manip-

ulabilidad; es deir, existen u ∈ Pn, k ∈ N , y �∈ P tales que

g(u[� /k]) ≻k g(u). (4.9)

De�namos x y y de la siguiente manera: g(u[� /k]) = {x} y g(u) = {y}. Será su�iente

veri�ar lo siguiente

fu[�/k]({x, y}) ❂�k
fu({x, y}). (4.10)

Notemos que fu[�/k]({x, y}) 6= {y}. Si este no es el aso, entones por Expliaiones Tran-

sitivas, podemos tener y ≻u[�/k] x y por lo tanto x 6∈ max(X,≻u[�/k]). En onseuenia, de

nuevo por Expliaiones Transitivas, x 6∈ fu[�/k](X) y por lo tanto x 6= max(fu[�/k](X), >∗);
es deir, x 6= g(u[� /k]), lo que es una ontradiión. Con un razonamiento análogo, podemos

ver que fu({x, y}) 6= {x}.

En onseuenia, existen sólo uatro asos posibles para las imágenes de fu[�/k]({x, y}) y

fu({x, y}):

(a) fu[�/k]({x, y}) = {x}

(b) fu[�/k]({x, y}) = {x, y} ∧ x >
∗ y

() fu({x, y}) = {y}

(d) fu({x, y}) = {x, y} ∧ y >
∗ x

Los asos (b) y (d) simultáneamente son laramente imposibles. Los demás asos; es deir

(a) y (), (a) y (d), y (b) y () son posibles. Veamos el aso (a) y (d). Para ver que lo

estableido en (4.10) es ierto, es su�iente veri�ar que {x} ❂�k
{x, y}. Por la de�niión de

x e y, y lo estableido en (4.9), se tiene que x ≻k y. Así, por la propiedad Simple Dominania

2 se tiene que {x} ❂�k
{x, y}.

Ahora, examinemos el aso (a) y (). De nuevo, por la de�niión de x e y y lo estableido en

(4.9), se tiene que x ≻k y. Así, por la propiedad de extensión, {x} ❂�k
{y}.

Para el aso (b) & (), tenemos, por de�niión de x e y, y lo estableido en (4.9), que x ≻k y.
Así, por la propiedad de Simple Dominania 1, se tiene que {x, y} ❂�k

{y}.
Así mostramos que f es manipulable.

Note que si f : P n × P∗(X) −→ P∗(X) es una funión de eleión soial que satisfae

Dominio Estándar Fuerte y Expliaiones Transitivas, Entones f tiene un Ditador Débil o

f es manipulable on respeto al levantamiento leximax o al levantamiento Egli-Milner.

Finalizaremos esta seión on un ejemplo a �n de ilustrar los resultados previos

Ejemplo 4.1 Sea X = {x, y, z} y N = {1, 2, 3}. De�namos una funión de eleión soial

f : P 3×P∗(X) −→ P∗(X), la funión de Borda, omo sigue. Primero, para ada relaión de

preferenia � y para ualquier α ∈ X de�namos el Rango de Borda α relativo a �, denotado
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por r�(α), omo el nivel en que aparee α en el preorden total �. Por ejemplo, si x ≻ y ≻ z
se tiene que r�(x) = 2, r�(y) = 1 y r�(z) = 0. Extenderemos aditivamente esta noión sobre

todo el per�l. Más preisamente, si el per�l u es (�1,�2,�3), de�nimos ru(α) = Σ3
i=1r�i

(α).
Por ejemplo, si

u =





z x
xy y z
z x y





entones ru(x) = 3, ru(y) = 2 y r(z) = 3.
Podemos asoiar al per�l u, una relaión de preferenia �u oloando α �u β si, y sólo

si, ru(α) ≥ ru(β). Es muy fáil probar que la relaión de preferenia �u es un preorden total.

Finalmente expresamos fu(V ) = max(V,�u). Así, para el per�l u previamente de�nido se

tiene que

�u=

{
xz
y

}

y fu(X) = {x, z}.

Así, esta funión no genera un esquema de voto g a través de la euaión g(u) = fu(X). No
obstante, esta funión satisfae uatro de las ino propiedades del Teorema de Arrow (ver

??, exepto la propiedad de Independenia de Alternativas Irrelevantes.

Ahora, si pudiéramos introduir un sabio que resuelva on�itos, podemos tener un es-

quema de voto; para ello �jamos un orden lineal (el sabio) ≥∗
sobre X y ponemos g(u) =

max(fu(X),≥∗). No resulta difíil ver que g es un esquema de voto que satisfae la ondi-

ión de Dominio Estándar Gibbard y g no tiene un Ditador Débil, así en virtud del teorema

Gibbard-Satterthwaite 4.1, g es manipulable. En realidad, si z >∗ y >∗ x y u está de�nido

omo antes, tenemos g(u) = max(fu(X),≥∗); es deir,g(u) = max({x, z},≥∗) = z y si

u′ =





x z x
y y z
z x y





entones fu′({x, y, z}) = {x}, lo que resulta que g(u′) = x. Así, si denotamos por �′
la

relaión que satisfae que x ≻′ y ≻′ z, u′ es de heho u[�′ /1]. Pero reordemos que en las

preferenia verdadera del individuo 1 (la primera proyeión en u) se tiene que x ≻1 z, así

g(u[�′ /1]) = g(u′) = x ≻1 z = g(u)

es deir, la tripleta (1, u,�′) es una situaión de manipulabilidad para g. Así, el individuo

1, mintiendo, obtiene un resultado que realmente pre�ere on respeto a su preferenia indi-

vidual. De heho, por la a�rmaión 4.4, f es manipulable.

Este ejemplo tiene, en efeto, una interpretaión interesante. Supongamos que N es el on-

junto de tres expertos que evalúan un artiulo para una onferenia; x es la variable uya

interpretaión signi�a que el artiulo es aeptado, y signi�a que el artiulo debe ser re-

visado y por último z signi�a que el artiulo es rehazado. El per�l u representa la opinión
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de los tres expertos y el sabio es la relaión de preferenia estrita z >∗ y >∗ x y puede

interpretarse omo la polítia del omité editorial del evento. Notamos que en el per�l u la

opinión del primer experto esoge aeptar o revisar el artiulo; es deir, para el es indiferente

aeptarlo o mandarlo a revisión pero no quiere rehazar el artiulo. Sin embargo, luego de la

eleión existe un empate entre x y z, es deir un on�ito. Si se llama al sabio para redimir

el on�ito entones gana la opión de rehazar el artiulo, osa que el primer experto no

le favoree. Por tal razón, el primer experto pre�ere ambiar su preferenia iniial (miente)

para tener un resultado mas favorable. esto se ve en el per�l u. Luego de esto no existe

neesidad de llamar al sabio pues el resultado es x. Así, el primer experto onsigue que el

artiulo sea aeptado.

Note que en este aso se ilustra el Teorema 4.3; es deir, la tripleta 1, u,�′, {x, z} es una
situaión de manipulabilidad para f on respeto al levantamiento ❂�1

que satisfae las

propiedades Simple Dominania 1 and 2, ya que

fu[�′/1]({x, z}) = {x} ❂�1
{x, z} = fu({x, z})

Con estas re�exiones terminamos este apítulo.
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CAPÍTULO 5

Deisiones Múltiples

La teoría de deision es un área que se origina on problemas de la eonomía. Hoy en día, es un

area de estudio interdiiplinaria relaionada on una gran antidad de ramas de la ienia, la

ingeniería y prinipalmente de la eonomía, inluso en la psiología del onsumidor. Se puede

plantear, una situaión de toma de deisiones on ejemplos muy senillos. Consideremos la

siguiente situaión: una persona debe esoger de un artón de huevos uno de ellos y veri�ar

si está bueno o no. Si se realiza una apuesta sobre este heho, la persona debe deidir entre

apostar si el huevo está bueno o está dañado. Si no se onoe informaión adiional sobre

esta situaión, no resulta evidente deidir ual opión es más onveniente. Sin embargo, si se

onoe la probabilidad de uántos huevos salen dañados por artón, entones sería más fáil

deidir ante la situaión planteada.

Atualmente existen muhos meanismos para la toma de deisiones individuales, y en gran

parte se a estudiado a través de métodos uantitativos. El onjunto sobre ual se toman

deisiones son onoidos en la literatura omo aptos, polítias o alternativas. Estas polítias

pueden estar de�nidas de diversas maneras. En la vida real, y tanto en el ámbito profesional

omo el personal, nos vemos enfrentados a multitud de situaiones en las que tenemos que

deidir entre varias alternativas. La propia optimizaión no es más que una forma de tomar

una deisión entre unas alternativas fatibles.

En el aso partiular de la teoría de deisión ordinal, un individuo toma deisiones en funión

de una informaión sobre onjuntos de estados o situaiones y un onjunto de onseuenias

u ourrenias posibles. Por ejemplo, si un empresario debe deidir entre omprar un equipo

o no, debe onsiderar el onjunto de estados que le permitan o no la ompra de diho equipo,

omo también las onseuenias de omprar ese equipo en ada estado onsiderado.

En nuestro aso de estudio, la informaión de un individuo la representaremos por dos onjun-

tos �nitos: Un onjunto de estados S que representa eventos o eventualidades y un onjunto

de onseuenias X que representa los posibles resultados al apliar una polítia sobre el on-

junto de estados. El onjunto de polítias XS
es el onjunto de todos las posibles funiones

de S en X . Para referirnos a las polítias usaremos las letras α, β, γ, f , g et.

63
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En este sentido, tomar una deisión es enontrar, a través de algún meanismo, la mejor

polítia. Supondremos que un individuo que posee un onjunto de estados S y un onjunto

de onseuenias X , tiene además relaiones de preferenia sobre estos onjunto. En otras

palabras, el individuo sabe ordenar los estados y onseuenias a través de preordenes totales.

Evidentemente, si el problema de deisión trata de esoger la mejor polítia, entones debemos

estableer un método o proedimiento para poder asoiar al onjunto de todas las polítias

una relaión que nos permita ompararlas.

5.1 La teoría de Savage

El estudio de la utilidad esperada en el maro de la teoría de deisión uantitativa, onsiste en

lasi�ar las polítias o aiones a través de la esperanza de la utilidad de las onseuenias de

ada polítia. En otras palabras, de la esperanza de la variable aleatoria que es la omposiión

de la utilidad on la polítia (u◦f). La esperanza es un promedio ponderado en aso disreto

y en el aso ontinuo es la generalizaión de esta idea, o bien, a través de series o integrales

dependiendo de la naturaleza del espaio.

Reordando que una polítia es una funión del onjunto de estados al onjunto de todas las

posibles onseuenias. Si S denota el onjunto de los estados y X denota el onjunto de las

onseuenias, una polítia no es más que una funión α : S → X . El onjunto de todas las

polítias se denota por XS
.

Uno de los problemas de mayor interés en teoría de deisión es tener riterios para deidir uál

es la mejor polítia. Un riterio muy natural surge uando se dispone de una probabilidad

p sobre los eventos de S y de una funión u de utilidad sobre las onseuenias, u : X →
R. Entones se lasi�an las polítias a través de la utilidad esperada, la esperanza de las

funiones u ◦ α, donde α es una polítia. Las mejores polítias son las que maximizan la

utilidad esperada.

Ahora bien, dada una funión de utilidad u sobre X y una funión de probabilidad p sobre

S, se de�ne la utilidad esperada de α de la manera siguiente (para el aso S disreto)

UEp,u(α) =
∑

s∈S

p(s)u(α(s))

y se lasi�an las polítias omo

α � β ⇔ UEp,u(α) ≥ UEp,u(β).

En 1954 el modelo de la utilidad esperada fue araterizado axiomátiamente por Savage

[32℄. Savage propone que la relaión � satisfae iertos axiomas (axiomas de Savage) si, y

solo si, existe una únia funión de probabilidad sobre los eventos de S y una únia (salvo

transformaiones lineales) funión de utilidad sobre las onseuenias X que arateriza a la

relaión � a través de la utilidad esperada.

Savage, en la formulaión de su Teoría, parte de la idea que el omportamiento �raional� de

las personas en la toma de deisiones puede ser axiomatizado. Esta raionalidad se re�ere a la
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oherenia y onsistenia en sus preferenias. Queremos, preisamente mostrar la axiomátia

que desribe este omportamiento raional.

Sean S un onjunto de estados, X un onjunto de onseuenias, y XS
el onjunto de todas

las polítias o aiones. Consideremos una relaión binaria � sobre XS
, tal que α � β

signi�a que α �es por lo menos tan buena omo� β.
El primer axioma de Savage es el siguiente:

(S1) La relaión � es un preorden total sobre XS
.

Ahora bien, dado un evento A ∈ P(S) y dadas dos polítias α, β ∈ XS
, denotaremos por

αAβ la polítia que toma los valores de α en los estados de A y los de β en otro aso. Es

deir, para todo s ∈ S,

(αAβ)(s) =

{
α(s) si s ∈ A
β(s) si s 6∈ A

(5.1)

Cuando α es la funión onstante igual a x y β la funión onstante igual a y esribimos xAy
en vez de αAβ.
En general, dados A1, A2, . . . , An eventos que forman una partiión de S y α1,α2, . . . , αn
polítias, denotaremos por α1A1α2A2 . . . , An−1αnAn la polítia uyo resultado es αi si s ∈ Ai.
Formalmente, para ualquier s ∈ S existe un únio i tal que s ∈ Ai, de manera que

(α1A1α2A2 . . . , An−1αnAn)(s) = αi(s).

De heho, αAβ abrevia αAβAc, donde Ac es el omplemento de A.

El segundo axioma de Savage, es onoido omo el Prinipio de la Cosa Segura.

(S2) ∀A ∈ P(S), ∀α, β, γ, κ ∈ XS
,

αAγ � βAγ ⇔ αAκ � βAκ.

Un evento A se die nulo si, y solo si, para todo par α, β en XS
se tiene que (α � β)A. La

noión de evento nulo puede interpretarse omo una situaión donde no existen dos polítias

tal que una sea estritamente preferida a la otra.

Dada una relaión de preferenia � sobre XS
, se puede de�nir una relaión sobre el onjunto

de onseuenias X , de la siguiente manera: para ada x ∈ X , αx denota la polítia onstante
de valor x; es deir, para ada s ∈ S, αx(s) = x. Identi�amos de manera natural el onjunto

de las polítias onstantes {αx : x ∈ X} on el onjunto de las onseuenias X .

Ahora bien, dado � sobre XS
, de�nimos la relaión ≥p sobre X de la siguiente manera:

x ≥p y ⇔ αx � αy (5.2)

Observemos que la parte estrita (>p) y la parte indiferente (∼p), están dadas por

(x >p y ⇔ αx ≻ αy) ∧ (x ∼p y ⇔ αx ∽ αy).

Veamos el terer axioma
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(S3) Para todo evento no nulo A,

(αx � αy)A ⇔ x ≥p y.

La relaión sobre las polítias también indue una relaión de preferenia sobre el onjunto de

eventos, onsiderando las polítias que toman dos valores omo onseuenia. Sean x, y ∈ X
tales que x >p y y sea {x, y}S; luego, si γ ∈ {x, y}S, entones γ = xAy, donde A = {s :
γ(s) = x}.

Dada � sobre XS
, podemos de�nimos la relaión de plausibilidad, ⊒L, sobre P(S) de la

siguiente manera: para todo par A,B ∈ P(S)

A ⊒L B ⇔ ∀x, y ∈ X on x >p y, xAy � xBy. (5.3)

Notemos que, {x, y}S es isomorfo al onjunto de eventos 2S. Sin embargo, si esogemos otras

onseuenias x′, y′ on x′ >p y
′
, entones la lasi�aión de las polítias en {x, y}S puede ser

diferente a la lasi�aión de las polítias en {x′, y′}S, on respeto a la relaión �. Por esta
razón, Leonard Savage propone un uarto axioma que simpli�a enormemente la de�niión

anterior:

(S4) ∀A,B ⊂ S, ∀x, y, x′, y′ ∈ X tales que x >p y y x′ >p y
′
se tiene que

xAy � xBy ⇔ x′Ay′ � x′By′.

Neesariamente se neesitaría de otro axioma para que la relaión ⊒L sea distinta a la trivial,

en el sentido que no todos los eventos son indiferentes al vaío; es deir, se neesita que exista

por lo menos dos niveles en la lasi�aión de X . Esto se onreta en el quinto axioma de

Savage.

(S5) Existen x, y ∈ X tales que αx ≻ αy.

Este axioma asegura que S es un evento no nulo, ya que existen dos funiones onstantes que

se pueden omparar estritamente. Los siguientes axiomas son un poo más ténios.

(S6) Para ualesquiera α, β, γ ∈ XS
, si α ≻ γ, existe una partiión {S1, . . . , Sn} sobre S tal

que para todo i = 1 . . . n se tiene que γSiα ≻ β y α ≻ γSiβ.

Veamos el séptimo y último axioma de Savage.

(S7) Dados α, β ∈ XS
y A ⊆ S,

• Si para todo a ∈ A, (α � β(a))A, entones (α � β)A;

• Si para todo a ∈ A, (β(a) � α)A, entones (β � α)A.

En líneas generales podemos deir que los dos axiomas anteriores busan la interpretaión

de los modelos de deisión uantitativa en el maro de la deisión ualitativa; es deir, bus-

an asegurar la existenia de funiones de probabilidad y funiones de utilidad en el aso

ualitativo.
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Teoremas de representaión de Savage

Savage propone y demuestra dos teoremas fundamentales. Uno en el aso para X �nito y

otro en el aso in�nito. La demostraión de estos los podemos enontrar en [32℄.

Teorema 5.1 Si X es �nito y � una relaión sobre XS
. Entones las siguientes ondiiones

son equivalentes:

• � satisfae S1-S6;

• Existe una únia medida de probabilidad p sobre todos los eventos de S la ual es

�nitamente aditiva y satisfae

∀A ⊆ S, ∀r ∈ [0, 1], ∃B ⊆ A tal que p(B) = rp(A)

y existe una únia (salvo transformaiones lineales) funión no onstante u : X → R

tal que para todo par α, β ∈ XS

α � β ⇔ UEp,u(α) ≥ UEp,u(β)

donde

UEp,u(α) =

∫
(u ◦ α)dp

En este se onsidera X �nito, por lo tanto, u es aotado. Si u no es aotado, pueden existir

polítia uyo valor esperado es in�nito. En el aso X in�nito, Savage añade el axioma S3

on la �nalidad de garantizar que u es aotado.

Teorema 5.2 (Teorema de Savage) Si � una relaión sobre XS
. Entones las siguientes

ondiiones son equivalentes:

• � satisfae S1-S7;

• Existe una únia medida de probabilidad p sobre todos los eventos de S la ual es

�nitamente aditiva y satisfae:

∀A ⊆ S, ∀r ∈ [0, 1], ∃B ⊆ A tal que p(B) = rp(A)

y existe una únia (salvo transformaiones lineales) funión no onstante y aotada

u : X → R tal que para todo par α, β ∈ XS

α � β ⇔ UEp,u(α) ≥ UEp,u(β)

donde

UEp,u(α) =

∫
(u ◦ α)dp.

Observemos que estos dos resultados araterizan ómo ordenar polítias bajo iertas ondi-

iones. A ontinuaión mostraremos otra manera de ordenar polítias mediante la Regla de

Dominania Plausible. Veamos de que se trata.
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5.2 Toma de deisiones a través de la regla de dominania

plausible

Los riterios ualitativos para toma de deisión bajo inertidumbre, se fundamentan en lasi-

�ar las polítias a partir de relaiones de plausibilidad sobre el onjunto de estados o de

relaiones de preferenias sobre el onjunto de onseuenias. La Regla de Dominania Plau-

sible (RDP), fue propuesta por Dubois, Fargier y Prade [11℄, on el nombre de Regla de

Levantamiento, motivada fundamentalmente por la regla mayoritaria utilizada en la teoría

de eleión soial. Esta regla es usada uando el onjunto de estados es �nito. En palabras,

la regla die que una polítia α es mejor que una polítia β si, y solo si, el onjunto de estados

donde α le gana a β es mejor, relativo a algún levantamiento, que el onjunto de estados en

donde β le gana a α.

Formalmente, sea �x una relaión de preferenia sobre X y ⊒s una relaión de plausibilidad

sobre P(S). Diremos que la relaión � sobre XS
está de�nida a través de la Regla de

Dominania Plausible (RDP) on parámetros (�x,⊒s) si, para ualesquiera α, β ∈ XS
,

α � β ⇔ [α ≻x β] ⊒s [β ≻x α]

donde [α ≻x β] = {s ∈ S : α(s) ≻x β(s)}.

Si ⊒s es una relaión de plausibilidad sobre P(S), la parte estrita e indiferente de ⊒s, la
denotaremos por ❂

s
y

∼=s
, respetivamente.. Esta regla de deisión preserva algunos de los

axiomas raionales de Savage y depende básiamente de dos parámetros: una relaión de

preferenia �x sobre el onjunto de las onseuenias X y una relaión de preferenia ⊒s,
que llamaremos de plausibilidad, sobre todos los eventos de S.

A propósito de plantear un teorema de representaión a través de la regla de dominania

plausible, Fargier y Perny [16℄, proponen un axioma llamado Independeia Cualitativa, deno-

tado por QI. En este mismo orden de ideas, Dubois et al. [13, 14℄, proponen un versión más

general del axioma QI y lo llaman axioma de Invarianza Ordinal denotado por OI.

En los trabajos publiados en el 2002 y 2003, Dubois, Fargier, Perny y Prade [13, 14℄ estudian

el axioma OI on el propósito de dar un teorema de representaión a través de la regla de

dominania plausible on respeto a una relaión posibilista sobre el onjunto de los eventos.

En [14℄ dan dos Teoremas de representaión más ompletos que el propuesto en por Fargier

y Prade en 1999 [16℄.

El axioma de Invarianza Ordinal es muy natural, ya que onsiste en veri�ar si los even-

tos dominantes entre dos pares de polítias oiniden; si estos eventos son iguales (ordinal-

mente equivalentes), entones estos pares de polítias preservan la misma lasi�aión. A

ontinuaión veremos la de�niión formal de pares de polítias ordinalmente equivalente y

posteriormente el axioma de invarianza ordinal

Ahora bien,dada una relaión � sobre XS
, diremos que dos pares de polítias (α, β) y (α′, β ′)

son ordinalmente equivalentes, denotadas por (α, β) ≡ (α′, β ′) si, y solo si, [α >p β] = [α′ >p
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β ′] y [β >p α] = [β ′ >p α
′]; donde >p es la parte estrita de ≥p, la relaión sobre X de�nida

por la proyeión de � en los atos onstantes.

Formalmente, el axioma de Invarianza Ordinal (OI) die que, una relaión � sobre XS

satisfae Invarianza Ordinal (OI) si, y solo si, para ualesquiera α, α′, β, β ′ ∈ XS
se tiene

(α, β) ≡ (α′, β ′)⇒ (α � β ⇔ α′ � β ′)

Las relaiones � que satisfaen OI son aquellas relaiones � de�nidas a través de Regla

de dominania plausible; es deir. dadas �x una relaión total sobre X y una relaión ⊒s

sobre P(S) tal que S ❂
s ∅. Si � es una relaión sobre XS

de�nida a través de la regla de

dominania plausible on parámetros (�x,⊒s), tal que

α � β ⇔ [α >
X
β] ⊒s [β >

X
α]

entones

1. � es re�exiva,

2. ∀x, y ∈ X, (x �x y ⇔ x ≥p y)

3. � es total en los atos onstantes ( ≥p es total),

4. � satisfae OI,

Además, si onsideramos �x y ⊒s relaiones de preferenia sobre X y P(S), respetiva-
mente, tenemos que, si � es de�nida a través de RDP on (�x,⊒s) entones � satisfae

OI.

Dubois, Fargier y Perny en [15℄ demostraron que dada una relaión � sobre XS
, la relaión

� es total en las polítias onstantes y satisfae OI y S5 si, y solo si, existen una relaión

⊒s sobre P(S) tal que S ❂
s ∅ y una relaión total �x sobre X tal que x >

X
y para algún

par x, y ∈ X tales que para todo par α, β ∈ XS
,

α � β ⇔ [α >
X
β] ⊒s [β >

X
α]

Este resultado, al igual que los trabajos de Savage, permiten ordenar polítias.

www.bdigital.ula.ve

C.C.Reconocimiento



Capítulo 5. Deisiones Múltiples 70

5.3 Deisiones múltiples

Claramente el problema de la toma de deisiones no es algo trivial. Sin embargo, trataremos

de enfrentar un problema aún más omplejo que es el de la deisiones múltiples o deisión

soial. Esto onsiste en onsiderar un oletivo de individuos que tomas deisiones sobre un

onjunto de polítias o aiones, para luego estableer algunos meanismos de deisión soial;

es deir, plantear un deisión para el grupo onsiderando todas las deisiones individuales.

Para ellos usaremos la teoría de eleión soial y la teoría de deision ordinal ualitativa.

Como lo vimos anteriormente, en los trabajos de Dubois se pueden estableer preferenias

sobre polítias a través de la regla de dominania plausible sobre todas las posibles polítias.

Por otro lado, en la teoría de eleión soial se estableen preferenias sobre alternativas

y estas preferenias - multiples- las de ada individuo están representadas en un per�l de

preferenias, omo lo vimos en el apítulo 2. La idea es entones, rear per�les omo en el

maro de la teoría de la eleión soial donde el onjunto de alternativas sean todas las posibles

polítias omo en el maro de la deisión ordinal. Así, nuestro onjunto de alternativas sería

entones el onjunto de todas las polítias XS
. Con el propósito de ilustrar la situaión que

queremos introduir veamos el siguiente ejemplo.

Supongamos que {f, g, h} ⊆ XS
un subonjunto de polítias que tiene tres elementos y

están ordenadas por tres individuos distintos; es deir, |N | = 3. Esto genera un per�l u
de informaión sobre las deisiones de las polítias f, g y h omo se muestra en el siguiente

per�l.

u =




h f
g h gf
f g h
� � �

�1 �2 �3




En el per�l anterior podemos observar que el individuo 1 pre�ere a la alternativa h antes que

a la g y a la alternativa g antes que a la f , generando así un orden lineal sobre las polítias

o alternativas. Si suponemos que el orden de preferenia del individuo 1 viene dado a través

de la regla de dominania plausible, entones se tendría lo siguiente.

h �1 g ⇔ [s : h(s) ≻1
x g(s)] ⊒1 [s : g(s) ≻

1
x h(s)]

Así, uando existe un orden �1
x sobre el onjunto de onseuenias X y existe un orden �1

s

sobre el onjunto de estados S se pueden ordenar las polítias vía la Regla de Dominania

Plausible si podemos extender el �s a un orden ⊒ sobre los eventos. Estos ordenes per-

miten generar el orden individual sobre las polítias de manera natural, donde ⊒1 es un

levantamiento del orden �1
s. Esta situaión se da para ada uno de los individuos.

De forma general, podemos ilustrar a través del siguiente esquema la situaión de deisiones

múltiples usando la regla de dominania plausible para generar el orden sobre las polítias
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de ada individuo i. 


�1 �2 . . . �n
↑ ↑ ↑
⊒1 ⊒2 ⊒n
↑ ↑ ↑

(�1
s,�

1
x) (�2

s,�
2
x) . . . (�ns ,�

n
x)




Observando lo anterior podemos visualizar mejor toda la informaión que está involurada

en una deisión múltiple, suponiendo que ada individuo use la regla de dominania plausible

para ordenar sus polítias. Así, ada individuo i tiene un orden �is sobre los estado y un

orden �ix sobre las onseuenias y una manera de levantar: �is−→⊒
i
.

Ahora bien,si onsideramos un per�l de preferenias sobre las polítias, sin tomar en uenta

la informaión que permite generar ada preferenia, fáilmente podemos usar las herramien-

tas de la teoría de la eleión soial para agregar una deisión global sobre este per�l de

preferenias sobre las polítias.

En otras palabras, si onsideramos un per�l u = (�1,�2, · · · ,�n), donde ada �i es una
preferenia de�nida sobre el onjunto de polítias XS

, entones podemos apliar una funión

de agregaión, por ejemplo la funión Borda, para obtener una preferenia global sobre el

onjunto de polítias.

El problema prátio importante de onsiderar polítias omo onjunto de alternativas es

que la ardinalidad de XS
, |X||S|, puede ser un número muy grande dependiendo de X y

de S. Así, desde un punto de vista omputaional, puede ser trabajoso dar explíitamente

preferenias sobre las polítias. Lo ideal sería rear un meanismo que nos permita mostrar

la relaión de preferenia entre ualesquiera dos polítias sin tener la neesidad de onoer

el orden sobre todas las polítias. O bien, tener un meanismo, omo la regla de dominania

plausible, en el que las preferenias sobre las polítias están odi�adas por preferenias sobre

los estados �s, preferenias sobre las onseuenias �x y un levantamiento.

Para ilustrar la situaión que queremos estudiar, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.1 Sea N = {1, 2, 3} el onjunto de individuos. Sean S = {s1, s2, s3, s4} y X =
{x1, x2, s3} el onjunto de estados y el onjunto de onseuenias respetivamente. Consid-

eremos para i ∈ N los siguientes pares de onjuntos on su respetivo preorden total (S,�si )
y (X,�xi ), donde S representa el onjunto de estados y X el onjunto de onseuenias.

Es deir, existen tres individuos on preferenias sobre los estados y preferenias sobre las

onseuenias. En este ejemplo, para simpli�ar los álulos, onsideraremos el orden so-

bre el onjunto de onseuenias igual para todos los individuos. Esta informaión puede

representarse a través de un per�l múltiple de la siguiente manera:

us,x =




s1 s4 s2
s3 x1 s3 x1 s3 x1
s4 x2 s2 x2 s1 x2
s2 x3 s1 x3 s4 x3
� � � � � �

�s1 �
x
1 �

s
2 �

x
2 �

s
3 �

x
3
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Usando el levantamiento posibilístio ⊒πi para ada individuo i y la regla de dominania

plausible, estableeremos la relaión de preferenia (para ada individuo) entre las polítias

α y β que se de�nen a ontinuaión:

s1 s2 s3 s4
α x1 x2 x3 x2
β x2 x3 x1 x3

Como el orden sobre el onjunto X es igual para todos los individuos, entones onsideremos

A = {s ∈ S : α(s) ≻x β(s)} y B = {s ∈ S : β(s) ≻x α(s)}. Claramente, A = {s1, s2, s4} y
B = {s3}.
Para el individuo 1 se tiene entones que A ❂

π
1 B, al igual que para los otros dos individuos,

lo que signi�a que para ada i, α ≻i β. En onseuenia, en el per�l de deisiones múltiples

donde apareen todas las posibles polítias, las polítias α y β respetarían el siguiente orden.

u =




.

.

.

.

.

.

.

.

.

α α α
.

.

.

.

.

.

.

.

.

β β β
.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � �

�1 �2 �3




Aquí el per�l u representa las preferenias de los tres individuos sobre todo el onjunto de

alternativas, pero se hae énfasis en la relaión que tienen las polítias α y β en ada entrada.

Evidentemente la ondiión de Pareto se satisfae para la polítias α y β. En este sentido,

ualquier funión de eleión que satisfaga expliaiones transitivas y la propiedad de Pareto

apliada al per�l u daría omo resultado α ≻u β, donde �u es la relaión asoiada al per�l u
a través de expliaiones transitivas.

Ahora bien, reordando el planteamiento iniial y teniendo en uenta que para ada individuo

i existe un preorden total sobre los estados y un preorden total sobre las onseuenias, pode-

mos extraer un per�l de preferenias sobre los estados y un per�l de preferenias sobre las

onseuenias.

us =




s1 s4 s2
s3 s3 s3
s4 s2 s1
s2 s1 s4
� � �

�s1 �
s
2 �

s
3




ux =




x1 x1 x1
x2 x2 x2
x3 x3 x3
� � �

�x1 �
x
2 �

x
3




Con esta informaión pretendemos estableer un nuevo meanismo de agregaión global sobre

las deisiones múltiples. Vamos a onstruir un preorden total asoiado al per�l de preferenias

sobre los estados y en el aso del per�l sobre las onseuenias onsideraremos el mismo,
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puesto que es igual para todos los individuos. Así tendríamos un par (�s,�x), y de nuevo,

usando la regla de dominania plausible podemos obtener un preorden global sobre las polítias

α y β. Para esto usaremos la funión de agregaión de Borda sobre el per�l de preferenia

sobre los estados. Veamos el siguiente esquema:

us =




s1 s4 s2 → 4
s3 s3 s3 → 3
s4 s2 s1 → 2
s2 s1 s4 → 1
� � �

�s1 �
s
2 �

s
3




ux =




x1 x1 x1 → 3
x2 x2 x2 → 2
x3 x3 x3 → 1
� � �

�x1 �
x
2 �

x
3




Los números a la dereha de ada per�l representan el rango de ada nivel. Claramente,

usando estos rangos se tiene que el rango de Borda para ada estado queda de la siguiente

manera: rus(s1) = 7, rus(s2) = 7, rus(s3) = 9 y rus(s4) = 7. Por lo tanto, el orden asoiado

a la regla de Borda sería s3 ≻
s s2 ≃

s s1 ≃
s s4. Dado que en el per�l ux las relaiones de

preferenias individuales son todas iguales entones el orden asoiado a la regla de Borda

sería el mismo que ualquiera de ellos. Con esto onseguimos un par de órdenes sobre S y

X y grá�amente quedan de la siguiente manera:

x1
s3 x2

s1s2s4 x3
� �

�s �x

Apliando de nuevo la regla de dominania plausible, on el levantamiento posibilístio, para

el par anterior tendríamos que β ≻ α.

Es interesante notar que estos dos meanismos onduen a resultados ontrarios, y en on-

seuenia, una de las más importantes propiedades dentro de la teoría de eleión soial

pareiera perderse uando se usa el segundo método, la bien onoida propiedad de Pareto.

Esto nos ondue a pensar de manera intuitiva que tal vez usar la funión de Borda no resulta

ser lo más sensato para obtener buenas propiedades dentro de la teoría de la eleión soial

asoiada a deisiones múltiples. A ontinuaión, formalizaremos modelos de estruturas de

deisión ordinal en el aso de múltiples deisiones y al mismo tiempo un meanismo de de-

isión global onsiderando algunas propiedades de la teoría de eleión soial que se quisieran

onservar.

5.4 Estruturas de deisiones múltiples

5.4.1 Modelo 1

Consideremos N un onjunto de individuos de tamaño n. Esto representa que existirán

(al menos potenialmente) n preferenias individuales sobre las polítias. Cada individuo
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suministra a la estrutura de deisión una relaión de preferenia sobre los estados y una

relaión de preferenia sobre las onseuenias. Por lo tanto, la estrutura de deisión busa

estableer una relaión de preferenia sobre las polítias para ada individuo onsiderando sus

preferenias arraigadas sobre el onjunto de estados y onseuenias (ódigos). Es importante

resaltar que el resultado �nal de la deisión es una deisión soial; es deir, se onsidera la

opinión o las preferenias dadas por todos los individuos

1

.

Sea S un onjunto de estados y X un onjunto de onseuenias (�nitos). Consideremos el

onjunto de todas las polítias o alternativas XS
. Para ada i ∈ N , sea �si el preorden total

del individuo i sobre el onjunto de estados S, y sea �xi el preorden total del individuo i sobre
el onjunto de onseuenias. Para este modelo onsideraremos solamente la informaión que

genera ada individuo sobre el onjunto de estados y sobre el onjunto de onseuenias; es

deir, para ada individuo onsideraremos las relaiones de preferenias individuales sobre el

onjunto de estados y sobre el onjunto de onseuenias, teniendo así un per�l de informaión

de preordenes totales sobre el onjunto de estados y un per�l de informaión de preordenes

totales sobre el onjunto de onseuenias.

En términos generales tendremos (�s1,�
x
1), (�

s
2,�

x
2), · · · , (�

s
n,�

x
n), n pares de preferenias

de ada individuo que representa la informaión odi�ada de los individuos respeto a las

preferenias sobre los estados y las preferenias sobre el onjunto de onseuenias.

Sea us = (�s1, · · · ,�
s
n) el per�l de las preferenias sobre los estados y ux = (�x1 , · · · ,�

x
n)

el per�l de las preferenias sobre los las onseuenias de los n individuos. Consideremos f
una funión de eleión soial de�nida tanto para per�les de estados omo para per�les de

onseuenias; es deir, f : Pns −→ Ps y f : Pnx −→ Px, donde Pns es el onjunto de todos los

per�les de tamaño n sobre S, Pnx es el onjunto de todos los per�les de tamaño n sobre X , Ps
el onjunto de todos los preordenes totales sobre S y Px el onjunto de todos los preordenes

totales sobre X .

Usando esta funión de eleión soial apliada a los per�les us y ux tendremos así dos

preordenes globales �us y �ux , asoiados asoiados a los per�les de preferenias y a los

per�les de estados respetivamente.

Ahora bien, onsideramos el par (�us ,�ux) y haiendo uso de la regla de dominania plau-

sible (a través de un levantamiento) tenemos un orden sobre las polítias �; es deir, para
ualesquiera polítias α, β ∈ XS

se tiene que

α ≻ β ⇔ [α ≻ux β] ⊒π�us [β ≻ux α] (5.4)

donde [α ≻ux β] = {s ∈ S : α(s) ≻ux β(s)}, [β ≻ux α] = {s ∈ S : β(s) ≻ux α(s)} y ⊒π�us es

el levantamiento posibilísta asoiado a �us .

Veamos el siguiente ejemplo.

1

Aquí vamos a onsiderar el levantamiento posibilísta, pero esto puede ser un parámetro en un modelo

más general.
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Ejemplo 5.2 Sean X = {x1, x2, x3, x4}, S = {s1, s2, s3, s4} y α, β ∈ XS
de�nidas de la

siguiente manera:

s1 s2 s3 s4
α x1 x2 x4 x3
β x2 x1 x3 x4

Consideremos us y ux el per�l de preferenias sobre los estados y el per�l de preferenias

sobre las onseuenias, de los uatro individuos, respetivamente omo sigue:

us =




s4 s1
s2 s4 s1 s4
s3 s3 s3s4 s1s2
s1 s2 s2 s3
� � � �

�s1 �
s
2 �s3 �s4




ux =




x4 x1 x4 x1
x3 x3 x3 x2
x2 x2 x2 x3
x1 x4 x1 x4
� � � �

�x1 �
x
2 �

x
3 �

x
4




Sea f la funión de Borda que asigna en ada preorden omo rango de ada nivel un numero

natural; en otras palabras, los elementos que apareen en un primer nivel tienen rango 1, los
que apareen en un segundo nivel nivel tienen rango 2 y así suesivamente. Aditivamente, el

rango global de un elemento para todo el per�l es la suma de los rangos individuales; es deir

la suma de los rangos que tiene en ada entrada del per�l.

Claramente podemos observar que rs(s1) = 10, rs(s2) = 7, rs(s3) = 7, rs(s4) = 12 y rx(x1) =
10, rx(x2) = 9, rx(x3) = 11, rx(x4) = 10. Grá�amente tenemos ≻us ,�ux de la siguiente

manera:

s4 x3
s1 x4x1
s3s2 x3
� �

�us �ux

Sea A = [α(s) ≻ux β(s)] y B = [β(s) ≻ux α(s)]. Claramente A = {s1, s4} y B = {s2, s3}.
Haiendo uso de la regla de dominania plausible se tiene que A ❂

π
�us B, y en onseuenia,

α ≻ β.

Esta manera de estableer preferenias entre las polítias (que pueden ser onsideradas omo

alternativas on estrutura) permite omparar ualesquiera dos polítias y simpli�a onsi-

derablemente el omputo de las deisiones mediante el uso del ódigo de la informaión de

ada individuo sobre los estados y las onseuenias.

5.4.2 Modelo 2

Ahora daremos otro proedimiento de deisión apliando la regla de dominania plausible

para ada par (�si ,�
x
i ) obteniendo un per�l de preferenias sobre las polítias, y por último,

apliamos una funión de eleión soial sobre este per�l para obtener una relaión de prefe-

renia global. Esto es un proedimiento más lásio y más ostoso omputaionalmente.
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De nuevo, sean X y S el onjunto de onseuenias y estados respetivamente (�nitos).

Cada individuo i tiene un par asoiado (�si ,�
x
i ) de preferenias sobre los estados y las

onseuenias. Para ada par (�si ,�
x
i ), usando la regla de dominania plausible asignaremos

un preorden total �i sobre las polítias. Este último preorden total representa la relaión de

preferenia del individuo i sobre el onjunto de polítias XS
. Resumamos esto es el siguiente

esquema:

�1 �2 . . . �n
↑ ↑ ↑
⊒π�s

1
⊒π�s

2
⊒π�s

n

↑ ↑ ↑
(�s1,�

x
1) (�s2,�

x
2) . . . (�sn,�

x
n)

donde para ada i la relaión⊒π�s
i
es el levantamiento posibilístio del individuo i on respeto

a la relaión �si .

En el esquema anterior se puede observar que para ada individuo i se genera una relaión de

preferenia sobre �i sobre el onjunto de polítias; obteniéndose así un per�l u de deisiones

individuales sobre XS
; es deir, se tiene u = (�1, · · · ,�n).

Ahora bien, onsideremos una funión de eleión f : Pn −→ P, donde Pn es el onjunto

de todos los per�les de preferenias sobre XS
de tamaño n y P el onjunto de todos los

preordenes totales de�nido sobre XS
. Esto nos produe una relaión de preferenia global

�u sobre XS
que es la deisión global sobre la estrutura de deisión múltiple; es deir,

tenemos:

u 7−→ f(u) =�u (5.5)

En general, este método neesita del álulo ompleto en ada �i para i ∈ N. Este es el

aso de las funiones que son globales omo la funión de Borda (funiones que no umple

Independenia de Alternativas Irrelevantes). Ahora bien, para funiones loales (en partiular

funiones que umplen Independenia de Alternativas Irrelevantes) la informaión individual

entre dos alternativas bastaría para saber omo es la preferenia soial entre ellas.

El siguiente ejemplo ilustra este tipo de álulo.

Ejemplo 5.3 Consideremos X,S, ux, us, α y β omo en el ejemplo anterior. A ontinuaión,

resumimos la informaión en el siguiente esquema:

s4 x4 s1 x1 x4 x1
s2 x3 s4 x3 s1 x3 s4 x2
s3 x2 s3 x2 s3s4 x2 s1s2 x3
s1 x1 s2 x4 s2 x1 s3 x4
� � � � � � � �

�s1 �
x
1 �

s
2 �

x
2 �s3 �x3 �s4 �x4

s1 s2 s3 s4
α x1 x2 x4 x3
β x2 x1 x3 x4
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Calulemos los siguientes onjuntos

A1 = [α ≻x1 β] B1 = [β ≻x1 α]

A2 = [α ≻x2 β] B2 = [β ≻x2 α]

A3 = [α ≻x3 β] B3 = [β ≻x3 α]

A4 = [α ≻x4 β] B4 = [β ≻x4 α]

Claramente tenemos que:

A1 = {s2, s3} B1 = {s1, s4}

A2 = {s1, s3, s4} B2 = {s2}

A3 = {s2, s3} B3 = {s1, s4}

A4 = {s1, s4} B4 = {s2, s3}

Apliando reglas de dominania plausible y onsiderando el levantamiento posibilísta para

ada individuo se tiene que:

B1 ❂
π
�s

1
A1 A2 ❂

π
�s

2
B2

B3 ❂
π
�s

2
A3 A4 ❂

π
�s

4
B4

lo que signi�a que β ≻1 α, α ≻2 β, β ≻3 α y α ≻4 β. Con la funión de Borda no se tiene

la informaión neesaria para estableer la preferenia global entre α y β. Si se usa, por

ejemplo, la regla loal mayoritaria podríamos onluir que existe un empate entre las polítias

α y β. Como ya dijimos, es importante resaltar que para poder �nalizar el proeso de deisión

para funiones globales deberíamos tener el per�l u de todas las deisiones individuales sobre

todas las polítias, lo que equivale a realizar un omputo para generar 44 polítias posibles; es
deir, 256 polítias posibles.

No obstante, este último modelo será muy útil para estableer algunas propiedades de la teoría

de la eleión soial.

El problema en partiular que tratamos de plantear trata sobre ómo onservar la propiedad

de Pareto (unanimidad) en este ontexto; es deir, si en el per�l u se tiene que para todo

i, α ≻i β, entones α ≻ β, donde ≻ es la relaión de preferenia que se obtiene usando la

regla de dominania plausible para el par (�us ,�ux); es deir,la relaión dada por el método

1. Esa es la pregunta que analizaremos a ontinuaión.

5.5 La funión de Borda y la propiedad de Pareto en

estruturas de deisiones múltiples

La propiedad de Pareto es una de las propiedades más importantes dentro de la teoría de

eleión soial, puesto que representa la unanimidad de una oletividad de individuos dentro
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de una deisión global; es deir, si para todos los individuos se tiene que una alternativa o

polítia es mejor que otra, entones esta situaión debería respetarse en el resultado global de

la deisión. Sin embargo, dentro de los dos esquemas que planteamos para estableer estru-

turas de deisiones múltiples podemos observar que onsiderando dos polítias estos modelos

pueden dar resultados ontrarios; es deir, a través de un modelo podemos enontrar que una

polítia α resulta mejor que una polítia β y que on otro modelo resulta lo ontrario. Esta

última observaión nos motiva a estudiar a fondo el omportamiento de estos dos modelos en

el aso de omportamiento unánime (es deir, vía la propiedad de Pareto) según la funión

de eleión soial esogida (Borda de Gran Paso, Borda de Niveles Inalanzables).

Es importante notar que un modelo es más tratable desde el punto de vista omputaional que

otro; es deir, on el primer modelo de deisión sólo se onsideran los per�les de relaiones de

preferenia sobre los estados y onseuenias sin llegar a alular las deisiones individuales.

Esto nos permite omparar ualquiera dos polítias sin neesidad de onoer la estrutura

sobre todas las polítias.

Con el propósito de haer más autoontenida la letura reordemos la funión de Borda. Esta

funión es una de las reglas más onoidas en la Teoría de Eleión, y onsiste de alguna

manera en estableer rangos o pesos naturales a los niveles, on respeto a las preferenias

de los individuos entre los andidatos. Veamos su de�niión preisa:

Sean A = {ao, · · · , am} un onjunto �nito y sea u = (�1, · · · ,�n) un per�l de relaiones de

preferenia (preordenes totales) sobre el onjunto A. Para ada elemento�i seanN
1
i , N

2
i , · · · , N

j
i

los niveles que tiene el preorden �i, on j < m; es deir, N1
i es el primer nivel del preorden

�i del individuo i y así suesivamente. Ahora para ada i de�namos una funión de rango

ri(a) de la siguiente manera:

• Si a ∈ N1
i , entones ri(a) = 1

• Si a ∈ N t
i , entones ri(a) = t, on t ≤ j.

Luego de�nimos

r(a) =

n∑

i=1

ri(a).

r(a) es llamado el ingrediente prinipal de la Funión de Borda: Luego

fB(u) = {a ∈ A : r(a) ≥ r(b), ∀b ∈ A}.

En este aso fB es una funión de eleión soial de�nida fB : Pn −→ P(A). Sin embargo,

omo fB satisfae la propiedad de expliaiones transitivas, entones al per�l u le podemos

asoiar un preorden total global �u de manera tal que

a �u b⇐⇒ r(a) ≥ r(b)

Con lo anterior podemos entones ver a la funión de Borda de�nida así: fB : P n −→ P ,
donde P es el onjunto de todos los preordenes totales de�nidos sobre A.

www.bdigital.ula.ve

C.C.Reconocimiento



Capítulo 5. Deisiones Múltiples 79

A ontinuaión ilustraremos a través de un ejemplo los dos métodos de deisiones múltiples

usando la funión de Borda.

Ejemplo 5.4 Consideremos X y S onjunto de estados y onjunto de onseuenias, los

per�les us y ux, y las polítias α y β, omo en el ejemplo 5.1.

s1 s2 s3 s4
α x1 x2 x3 x2
β x2 x3 x1 x3

us =




s1 s4 s2
s3 s3 s3
s4 s2 s1
s2 s1 s4
� � �

�s1 �
s
2 �

s
3




ux =




x1 x1 x1
x2 x2 x2
x3 x3 x3
� � �

�x1 �
x
2 �

x
3




Evidentemente, r(s1) = 7, r(s2) = 7, r(s3) = 9, r(s4) = 7 y r(x1) = 9, r(x2) = 6, r(x3) = 3.
Grá�amente tenemos ≻us,�ux de la siguiente manera:

x1
s3 x2

s4s1s2 x3
� �

�us �ux

Sea A = [α ≻ux β] y B = [β ≻ux α]. Claramente A = {s1, s2, s4} y B = {s3}. Haiendo uso

de la regla de dominania plausible se tiene que B ❂
π
�us A, y en onseuenia, β ≻ α.

Ahora bien, apliquemos el segundo modelo de deisión; es deir, haremos primero las dei-

siones individuales y luego usaremos la funión de Borda para dar informaión del resultado

on respeto a las polítias α y β. Consideremos los siguientes pares de preferenias.

s1 s4 s2
s3 x1 s3 x1 s3 x1
s4 x2 s2 x2 s1 x2
s2 x3 s1 x3 s4 x3
� � � � � �

�s1 �
x
1 �

s
2 �

x
2 �

s
3 �

x
3

Como el orden de preferenia para las onseuenias es igual para ada individuo, entones

laramente se tiene que

A1 = [α ≻x1 β] = {s1, s2, s4} B1 = [β ≻x1 α] = {s3}

A2 = [α ≻x2 β] = {s1, s2, s4} B2 = [β ≻x2 α] = {s3}

A3 = [α ≻x3 β] = {s1, s2, s4} B3 = [β ≻x3 α] = {s3}
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Visualizando lo anterior tenemos que A1 ❂
π
�s

1
B1, A2 ❂

π
�s

2
B2 y A3 ❂

π
�s

2
B3, lo que signi�a

que α ≻1 β, α ≻2 β y α ≻3 β. Si onsideramos la funión de Borda, entones en virtud de

que esta funión satisfae la propiedad de Pareto (unanimidad) se tiene que α ≻u β, donde
�u es el preorden total asoiado a la funión de Borda.

Note que en este aso fue posible determinar que α ≻u β por la unanimidad sin neesidad de

alular ompletamente las relaiones �i para i = 1, 2, 3.

En el ejemplo anterior se puede observar que el resultado global de la deisión a través del

modelo 1 resulta ontrario al resultado usando el modelo 2. Es deir, a pesar que en el per�l

de las deisiones individuales la ondiión de Pareto se umple, no se obtiene la unanimidad

on respeto al resultado obtenido apliando el modelo 1. A �n de omprender más a fondo

la situaión que se presenta propondremos algunas funiones de Borda modi�adas, en el

sentido de las distribuión de los pesos o rangos asignados a los niveles.

5.5.1 Funión de Borda de gran paso

Sea A = {a1, a2, · · · , am} un onjunto de alternativas y u = (�1, · · · ,�n) un per�l de prefe-

renias donde ada�i es un preorden total sobre A. Para ada i seanN
1
i (A), N

2
i (A), · · · , N

j
i (A),

on j ≤ m, los subonjuntos de A que están en el nivel 1, nivel 2, y así suesivamente para

el preorden �i. Sea e
i
p = |N

p
i (A)| el número de elementos que están en el nivel p en el orden

�i. Por induión de�namos para ada �i el rango de los elementos de A para el individuo

i.

• si a ∈ N1
i (A), entones r

i(a) = 1 = ri1,

• si a ∈ Nk+1
i (A), entones ri(a) =

k∑

t=1

rite
i
t + 1 = rik+1.

Así, el rgp(a) =

n∑

i=1

ri(a).

Para ada per�l u de�namos la funión de Borda de gran paso así:

a �Bgp b⇐⇒ rgp(a) ≥ rgp(b).

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5.5 Sea A = {a1, a2, a3, a4} un onjunto on uatro elementos y sea u un per�l de

preferenias sobre A omo se muestra a ontinuaión;

u =




a1 a2
a3a2 a4
a4 a3a1
�1 �2
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haiendo uentas tenemos que r1(a1) = 6, r1(a2) = 2, r1(a3) = 2, r1(a4) = 1, r2(a1) = 1,
r2(a2) = 6, r2(a3) = 1 y r2(a4) = 3. Por lo tanto, rgp(a1) = 7, rgp(a2) = 8, rgp(a3) = 3,
rgp(a4) = 4.

Así, el orden soial es

u =




a2
a1
a4
a3
�u




Ahora bien, onsideremos la situaión del ejemplo 5.4, espeí�amente sobre el per�l us.

s1 s4 s2 −→ 8
s3 s3 s3 −→ 4
s4 s2 s1 −→ 2
s2 s1 s4 −→ 1
� � �

�s1 �
s
2 �

s
3

Los números a la dereha, indiados on la �ehas, representan el peso o rango sobre los

niveles y esto se puede haer ya que los ordenes son lineales; es deir, en ada nivel solo hay

un elemento. Teniendo en uenta esto, podemos alular el rango global de ada estado si.
Esto es, r(s1) = 11, r(s2) = 11, r(s3) = 12 y r(s4) = 11, lo que nos genera un preorden global

sobre S de la siguiente manera

s3
s1s2s4
�

�Bgpus

Es obvio que el orden �Bgpux es:

x1
x2
x3
�

�Bgpux

Así pues, apliando la regla de dominania plausible para el par de preordenes totales (�Bgpus

,�Bgpux ) (para α y β omo en el ejemplo 5.4) se tiene que B ⊒π
�Bgp

us

A; o equivalentemente,

β ≻ α. Esto nos quiere deir que a pesar de haer algunas modi�aiones sobre la funión de

Borda ontinuamos on la misma situaión, a saber: el método 1 nos die β ≻ α y el método

2, por unanimidad, nos die α ≻ β.

Con el ejemplo anterior podemos ver que aunque tengamos la ondiión de unanimidad, puede

resultar que el resultado �nal a través de los dos modelos no sea el mismo. A ontinuaión,
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daremos una propiedad que deben tener el rango de la funión de Borda para obtener on-

sistenia en el resultado uando se tiene la ondiión de Pareto. Más preisamente, uando

se tiene α ≻i β para todo i ∈ N, tendremos α ≻u β por el modelo 1.

5.5.2 Funión de Borda on niveles inalanzables

Sea A = {a1, a2, · · · , am} un onjunto de alternativas, y sea u = (�1, · · · ,�n) un per�l de

preferenias donde ada �i es un preorden total sobre A. Para ada i, sea N1
i , · · · , N

k
i los

niveles del preorden �i, on k ≤ m; es deir, N1
i es el primer nivel, N2

i es el segundo nivel

y Nk
i es el último nivel donde se enuentran los elementos maximales de A on respeto al

orden �i.
Ahora bien, para ada a ∈ A y para ada i, de�namos por induión el rango de a on

respeto al nivel donde se enuentre en el preorden total �i.

• Si a ∈ N1
i , entones r

i(a) = 1

• Si a ∈ N l+1
i , entones ri(a) =

(
k∑

x≺a

ri(x)

)
n+ 1.

El rango inalanzable para ada a ∈ A en el per�l u se de�ne omo rina(a) =

n∑

i=1

ri(a). Para

ada per�l u de�namos la funión de Borda inalanzable así:

a �Bin b⇐⇒ rina(a) ≥ rina(b).

Con el �n de ilustrar el omportamiento de los rangos inalanzables veamos el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 5.6 Sea A = {a1, a2, a3, a4} un onjunto on uatro elementos y sea u un per�l de

preferenias sobre A omo se muestra a ontinuaión;

u =




a1 a2
a3a2 a4
a4 a3a1
�1 �2




de las de�niiones tenemos que r1(a4) = 1, r1(a2) = 3, r1(a3) = 3, r1(a1) = 15; r2(a1) = 1,
r2(a3) = 1, r2(a4) = 5 y r2(a2) = 15,. Por lo tanto, rina(a1) = 16, rina(a2) = 18, rina(a3) = 4,
rina(a4) = 6.
Así, el orden soial es 



a2
a1
a4
a3
�u
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Ahora bien, onsideremos nuevamente la situaión del ejemplo 5.4, espeí�amente sobre el

per�l us. Este per�l ya lo tratamos on la Funión de Borda de gran paso. Veamos que

suede uando onsideramos niveles inalanzables.

s1 s4 s2 −→ 64
s3 s3 s3 −→ 16
s4 s2 s1 −→ 4
s2 s1 s4 −→ 1
� � �

�s1 �
s
2 �

s
3

Los números a la dereha, indiados on la �ehas, representan el peso o rango sobre los

niveles y esto se puede haer ya que los ordenes son lineales; es deir, en ada nivel solo hay

un elemento. Teniendo en uenta esto, podemos alular el rango global de ada estado si.
Esto es, r(s1) = 69, r(s2) = 69, r(s3) = 48 y r(s4) = 69, lo que nos genera un preorden global

sobre S de la siguiente manera

s1s2s4
s3
�

�Binus

Notemos que el resultado es totalmente ontrario al que se obtiene onsiderando la funión

de Borda a gran paso.

En el siguiente ejemplo omparamos el omportamiento de la funión de borda a gran paso y

la funión de borda on rangos inalanzables sobre los dos modelos de estruturas de deisión

multiple.

Ejemplo 5.7 Sea X = {x1, x2, x3} y S = {s1, s2, s3, s4, s5} un onjunto de onseuenias y

un onjunto de estados, respetivamente. Consideremos las siguientes polítias:

s1 s2 s3 s4 s5
α x1 x2 x3 x2 x1
β x2 x3 x2 x3 x2

Sean

us =




s1 s2 s4 s5
s3 s3 s3 s3
s2 s1 s5 s4
s4 s4 s1 s2
s5 s5 s2 s1
� � � �

�s1 �
s
2 �

s
3 �

s
4




ux =




x1 x1 x1 x1
x2 x2 x2 x2
x3 x3 x3 x3
� � � �

�x1 �
x
2 �

x
3 �

x
4




Los per�les sobre el onjunto de estados y el onjunto de onseuenias, respetivamente. Si

onsideramos los rangos de Borda de gran paso para ada nivel sobre el per�l us quedaría de
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la siguiente manera:

s1 s2 s4 s5 −→ 16
s3 s3 s3 s3 −→ 8
s2 s1 s5 s4 −→ 4
s4 s4 s1 s2 −→ 2
s5 s5 s2 s1 −→ 1
� � � �

�s1 �
s
2 �

s
3 �

s
4 Rango de Borda gran paso

Reordemos que esto lo podemos haer ya que en este ejemplo las relaiones de preferenia

sobre los estados son ordenes lineales.

Como las relaiones de preferenia en el per�l ux son todas iguales para ada individuo,

entones para ada i se tiene que: Ai = {s1, s2, s4, s5} y Bi = {s3}, donde Ai = {s ∈ S :
α(s) ≻xi β(s)} y Bi = {s ∈ S : β(s) ≻xi α(s)}.

Haiendo los álulos respetivos se tiene que rgp(s1) = 23, rgp(s2) = 23, rgp(s3) = 32,
rgp(s4) = 24 y rgp(s5) = 22, lo que da omo resultado un preorden total asoiado a la funión

de Borda de gran paso, de la siguiente manera:

s3
s4
s1s2
s5

��

�Bgps

Ahora bien, si onsideramos el par (�Bgps ,�Bgpx ) y haiendo uso de la regla de dominania

plausible se tiene que B ⊒π
�Bgp

s

A; es deir, β ≻ α. Es importante notar que para ada

i, α ≻i β (basta notar que en el per�l us ada entrada tiene un elemento maximal del

onjunto A), y suponiendo que la funión de Borda gran paso satisfae la propiedad de Pareto

(unanimidad), debería tenerse en el resultado que α ≻ β, lo que es ontrario al resultado

anterior.

Ahora veamos el omportamiento de los rangos inalanzables.





s1 s2 s4 s5 −→ 625
s3 s3 s3 s3 −→ 125
s2 s1 s5 s4 −→ 25
s4 s4 s1 s2 −→ 5
s5 s5 s2 s1 −→ 1
� � � �

�s1 �
s
2 �

s
3 �

s
4 Rango de Borda de rango inalanzable





Como las relaiones de preferenia en el per�l ux son todas iguales para ada individuo,

entones para ada i se tiene que: Ai = {s1, s2, s4, s5} y Bi = {s3}, donde Ai = {s ∈ S :
α(s) ≻xi β(s)} y Bi = {s ∈ S : β(s) ≻xi α(s)}.
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Haiendo los álulos respetivos se tiene que r(s1) = 656, r(s2) = 656, r(s3) = 500, r(s4) =
660 y r(s5) = 652, lo que da omo resultado un preorden total asoiado a la funión de Borda

de niveles inalanzables, de la siguiente manera:

s4
s1s2
s5
s3

��

�Bins

Ahora bien, si onsideramos el par (�Bins ,�Binx ) y haiendo uso de la regla de dominania

plausible se tiene que A ⊒π�Bin
s

B; es deir, α ≻ β. Notemos que para ada i, α ≻i β (basta

notar que en el per�l us ada entrada tiene un elemento maximal del onjunto A), y omo

la funión de Borda de rango inalanzable satisfae la propiedad de Pareto (unanimidad), se

tiene en el resultado que α ≻ β, el mismo resultado anterior; es deir, se umple la propiedad

de Pareto.

Las siguientes de�niiones son laves para el enuniado del teorema prinipal de este

apítulo.

De�niión 5.1 Una estrutura de deisión (XS,�′) es una Estrutura de Deisión Soial

Multiple si existen, un per�l de deisiones individuales u = (�1, · · · ,�n), donde ada �i es
un preorden total sobre XS

, y una funión de bienestar soial f : Pn −→ P tal que f(u) =�′
.

De�niión 5.2 (Modelo 1) Una Estrutura de Deisión Soial Multiple es Posibilista, para

ada i el preorden �i se obtiene a través de la regla de dominania plausible usando el

levantamiento posibilista.

De�niión 5.3 (Modelo 2) Una estrutura de deisión (XS,�) es una Estrutura de De-

isión Soial Múltiple Codi�ada si dados, per�les us = (�s1, · · · ,�
s
n) y ux = (�x1 , · · · ,�

x
n),

donde para ada i los preordenes �si y �
x
i son preordenes totales de�nidos sobre S y X re-

spetivamente, y dadas dos funiones de bienestar soial f : Pn −→ P tal que f(us) =�
s
y

g(ux) =�
x
, se tiene que para ualesquiera dos polítias α, β ∈ XS

α � β ⇐⇒ {s ∈ S : α(s) ≻x β(s)} ⊒�s {s ∈ S : β(s) ≻x α(s)} (5.6)

donde ⊒�s
es un levantamiento asoiado al preorden �s.

De�niión 5.4 Una Estrutura de Deisión Soial Múltiple Codi�ada es Posibilístia si el

levantamiento ⊒�s
es el levantamiento posibilísta ⊒π�s asoiado al preorden �s.

A la relaión �, de una estrutura de deisión multiple odi�ada posibilista, la vamos a

denotar a vees on �mc para distinguirla de �′= f(u) la preferenia de una deisión soial

multiple.
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Teorema 5.1 Supongamos que XS
tiene una Estrutura de Deisión Soial Multiple Posi-

bilísta on u = (�1, · · · ,�n), donde ada �i se obtiene del par (�si ,�
x) a través de RDP.

Supongamos además que sobre XS
se onsidera una Estrutura de Deisión Soial Múltiple

Codi�ada Posibilista tal que us = (�s1, · · · ,�
s
n) y ux = (�x, · · · ,�x) y la funiones de bie-

nestar soial f y g son la funión de Borda de Niveles Inalanzables. Luego, si para todo i
se tiene que α ≻i β entones α ≻mc β; es deir, la propiedad de Pareto se umple.

Otra manera de ver el teorema es la siguiente: suponga que f(u) =�′
y f umple Pareto.

Entones, si para todo i, α ≻i β, los dos métodos nos dien que α ≻ β, es deir α ≻′ β y

α ≻mc β
Demostraión. Por hipótesis tenemos un per�l u de relaiones de preferenia sobre XS

bajo

una Estrutura de Deisión Soial Multiple Posibilista omo lo podemos ver en el siguiente

esquema

u = (�1, �2, . . . ,�n)
↑ ↑ ↑
⊒π�s

1
⊒π�s

2
⊒π�s

n

↑ ↑ ↑
(�s1,�

x) (�s2,�
x) . . . (�sn,�

x)

Es importante notar que la para ada individuo i la relaión de preferenia sobre el onjunto de
onseueniasX siempre es la misma. Además, para ada i la relaión⊒π�s

i
es el levantamiento

posibilísta.

El heho de que para todo i se tiene α ≻i β signi�a que

{s ∈ S : α(s) ≻x β(s)} ❂π
�s

i
{s ∈ S : β(s) ≻x α(s)} (5.7)

Sea A = {s ∈ S : α(s) ≻x β(s)} y B = {s ∈ S : β(s) ≻x α(s). Así, usando 5.7 se tiene que

que para ada i
α ≻i β ⇐⇒ A ❂

π
�s

i
B (5.8)

Ahora bien, onsideremos los per�les us = (�s1, · · · ,�
s
n) y ux = (�x, · · · ,�x). Sea fBin

la funión de Borda de niveles inalanzables y apliquemos esta funión a los per�les us y

ux; es deir, fBin(us) y fBin(ux). Sea �us= fBin(us) y omo en el per�l ux todas sus

entradas son iguales entones obviamente se tiene que fBin(ux) =�
x
. Con el par (�us,�

x),

el levantamiento posibilísta⊒π�us
asoiado al preorden total�us , y onsiderando la Estrutura

de Deisión Soial Múltiple Codi�ada Posibilista sabemos que

α ≻ β ⇐⇒ A ❂
π
�us

B (5.9)

Así que para ver que α ≻ β tenemos que probar que

∀i, A ❂
π
�s

i
B =⇒ A ❂

π
�us

B

Es deir, existe a ∈ A tal que para todo b ∈ B, a ≻s b.
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Como para todo i, A ❂
π
�s

i
B entones para ada i existe ai ∈ max(A,�si ) tal que ai ≻

s
i b para

todo b ∈ B.

Sea b∗ un elemento de B on rango inalanzable maximal; es deir, para todo b ∈ B,
fBin(b∗) ≥ fBin(b). Sea i0 el individuo en el per�l donde b∗ tiene el rango inalanzable

maximal. Es deir, para todo i.
rinai0 (b∗) ≥ rinai (b∗)

Sea ai0 el elemento maximal en �si0 de todos los ai en A. Así tenemos,

fBin(ai0) =
n∑

i=1

ri(ai0) =

(
n∑

i=1,i6=i0

ri(ai0)

)
+ ri0(ai0) > nri0(b∗) + 1 ≥ fBin(b∗)

ya que ri0(ai0) > nri0(b∗) + 1, y en onseuenia fBin(ai0) > fBin(b∗).

Ahora oloando a = ai0 se tiene que fBin(a) > fBin(b∗) y por la esogenia de b∗ se tiene

que para todo b ∈ B, fBin(a) > fBin(b)
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CAPÍTULO 6

Observaiones �nales y perspetivas

Queremos terminar este trabajo on algunas observaiones �nales sobre nuestra ontribuión,

algunas preguntas y unas perspetivas de trabajo.

En este trabajo hemos heho aportes a la teoría de la eleión soial pura y a la teoría de

deisión desde un punto de vista soial (multiagente).

Nuestras primeras ontribuiones a la teoría de eleión soial apareen en el apítulo 3. Allí

estudiamos algunas funiones de eleión soial y analizamos sus propiedades. Propusimos

nuevas propiedades de raionalidad y además se realizo el análisis general de las propiedades

más resaltantes de la teoría de eleión soial inluyendo las nuevas. De�nimos nuevas fun-

iones que satisfaen estas nuevas propiedades y para ello se introdue la noión de per�les

d-onsistentes. También vimos, que funiones de eleión soial restringidas a estos per�les

umplen on las nuevas propiedades propuestas. Es deir, estas funiones así de�nidas tienen

un buen omportamiento.

En el uarto apítulo hiimos una ontribuión al estudio de la manipulabilidad de funiones

de eleión soial (funiones multivaluadas). Nuestra noión de manipulabilidad se basa en la

noión de levantamiento. En partiular damos ondiiones su�ientes sobre los levantamien-

tos para obtener el teorema de manipulabilidad (Teorema 4.3), resultado prinipal de este

apítulo.

El quinto apítulo onierne al estudio de deisiones múltiples. En esenia, nuestro aporte

onsistió en estableer dos métodos de agregaión global de preferenias a través de estru-

turas de deisión múltiple y estruturas de deisión múltiple odi�ada. Mostramos que estos

dos métodos pueden llevar a resultados ontrarios. Esto lleva a preguntarse sobre la existen-

ia de ondiiones, tanto dentro de las estruturas de deisión múltiple odi�ada omo en la

de�niión de las funiones de agregaión que permitan oinidenia de los métodos. Ello nos

llevó a introduión de la funión de Borda de niveles inalanzables. Finalmente, enuniamos

y demostramos el teorema prinipal, que muestra que bajo iertas ondiiones estos modelos

oiniden. En partiular preservan la ondiión de Pareto.

89

www.bdigital.ula.ve

C.C.Reconocimiento



Capítulo 6. Observaiones �nales y perspetivas 90

Ahora quisiéramos enuniar unas preguntas:

1. ¾Son las ondiiones sobre los levantamientos que apareen el el Teorema 3.4, ondi-

iones neesarias para la manipulaión?

2. ¾Es la funión de Borda de niveles inalanzables una funión minimal para que se

umpla el Teorema 5.1?

Ahora quisiéramos esbozar algunas perspetivas de trabajo.

Primero sobre las apliaiones de nuestros resultados y métodos. En partiular los métodos

de deisiones múltiples en la lasi�aión de andidatos (a un argo). Para esto onsideremos

lo siguiente: supongamos que existe un argo de onurso de redeniales para profesor en

una universidad. Las variables que se van a medir son las lásias; es deir, experienia en

Doenia, Investigaión, Extensión y Trabajo Administrativo. Si se establee un omité de

juees para evaluar a ada andidato puede pasar que di�eran en las araterístias que deba

tener el andidato al argo de profesor. En otras palabras, puede ser que a un juez le pareza

más importante que el andidato sea �bueno� en doenia que en investigaión, mientras que

a otro juez di�era de esa opinión. En este sentido, ada juez ordena las variables a medir. Es

importante saber que ada andidato tiene un rango o peso en su urriulum on respeto a

las variables onsideradas. Lo interesante es preguntarse uáles meanismos de esogenia de

andidatos pudieran ser utilizados y en qué medida estos meanismos pudieran ser �buenos�

soialmente (es deir para el omité de juees). Además, sería oportuno onsiderar estudiar

lo sensible a manipulaión que pudieran ser estos meanismos.

Otro aspeto que quisiéramos desarrollar es el estudio de las deisiones dinámias. Esto

pudiera haerse de diversas maneras. Con el propósito de entender de que se trata onsi-

deremos la siguiente situaión: supongamos que una persona está interesada en trasladarse

de un sitio A a un sitio B por tres vias o rutas distintas, digamos r1, r2 y r3. Ilustramos lo

anterior en el siguiente grá�o.

A B

r1

r2

r3

El onjunto de opiones que tiene el individuo de trasladarse desde el punto A al punto

B es X = {r1, r2, r3}. Cada elemento de X tiene asoiado ierto onjunto de atributos o

araterístias. Por ejemplo, podemos pensar en tres araterístias: c1 =�tiempo mínimo�,

c2 =�poo trá�o� y c3 =�poo reorrido�. En otras palabras podemos onsiderar un vetor

de la forma

(r1, r2, r3, c1, c2, c3)
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donde ada entrada se le asigna 0 (ero) o 1 (uno) dependiendo si la opión o la araterístia

se umple. Por ejemplo, el vetor

(1, 0, 0, 1, 0, 1)

nos die que la persona ha deidido tomar la ruta r1 y onsidera que minimiza tiempo, tendrá

muho trá�o y pero el reorrido será orto.

El onjunto de todas las alternativas es el siguiente.

A =





r1 r2 r3 c1 c2 c3
(1 0 0 ⋄ ⋄ ⋄)
(0 1 0 ⋄ ⋄ ⋄)
(0 0 1 ⋄ ⋄ ⋄)





donde ⋄ ∈ {0, 1}. Claramente |A| = 24 y un elemento x ∈ A tiene la siguiente forma

(r1 r2 r3 c1 c2 c3).

Supongamos que de todas las alternativas sólo tomamos las siguientes

V = {(100111), (010011), (001001)}.

La persona o individuo i establee su preferenia absoluta que llamaremos A = {(100111)};
es deir, el pre�ere viajar por la ruta r1 teniendo en uenta, que en su opinión, todos los

atributos le favoreen.

Ahora bien, sea d la distania de Hamming

1

extendida sobre P(A) y de�namos la siguiente

relaión sobre A dado A. Para x, y ∈ A

x �A y ⇐⇒ d(x,A) ≤ d(y, A).

Así, dada la preferenia absoluta A de la persona i podemos estableer su preferenia sobre

todo V de la siguiente manera:

A→ (100111)
(010011)
(001001)
�iA↾V

Esto se interpreta de la siguiente manera: la persona i tiene omo primera opión la ruta r1,
omo segunda opión la ruta r2 y por última opión la ruta r3.

Ahora bien, ¾Qué pasaría si a la persona i se le informa que no hay paso por la ruta r1?.
Es posible que i ambie su preferenia dado que pudiera onoer algunas onseuenias del

heho, es deir, por ejemplo i pudiera saber, o estar onvenido, de que si no hay paso por la

ruta r1 entones habrá muho trá�o por la ruta r2 y en onseuenia tardará más, entre otras

informaiones posibles. En este sentido podemos plantearnos lo siguiente: Dada las reenias

de una persona y su preferenia original sobre una situaión ¾será posible haer un modelo

que nos permita, dada una nueva informaión que afete a las opiones, rear una nueva

1

Del número de oordenadas en que di�eren los vetores se toma la menor.
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situaión donde podamos estableer preferenias que nos bene�ien el lo posible on respeto

a nuestra preferenia original? ¾Cómo podemos usar la teoría de deisión, teoría de eleión

soial y la teoría de revisión de bases de onoimiento para haer frente a esta situaión?.

Nosotros pensamos que onjugar esta teorías permitirá obtener resultados importantes.

Por último sería interesante entender la relaión que pudiera estableerse entre Teoría Espe-

tral en el Álgebra Lineal y la teoría de eleión soial. Partiularmente, podemos estudiar

las apliaiones de la teoría de Perron - Frobenius, que se han usado en el desarrollo de

iertos algoritmos omputaionales, onoidos omo algoritmos de búsqueda omputaional,

asignaión de rangos on herramientas estadístias, entre otros. La idea es estudiar estos

meanismos de ordenamiento desde el punto de vista de la teoría de deisión y la teoría de

eleión soial.
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