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La sahic!urla consisl;e en cOlJseguir los lncjo)"es fines con
los 1mÜOl'eS medios

FRANCIS IIuTCHESE:N

Oc igual modo que una vela enciendc! a ola'a .Y así llcgu)]
a hrilhir lnillures ele ellus. usí eJlcúmele un COriiZcJT1 a ota'o
y se ilumüul1l milcs ele corflzones.

LEV NICOL/\JEVICn TOLSTOI
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Resumen

)\[uc11os sisternas en la NEltln'aleza se pueden describir corno redes cornplcjas
ele elementos dinárnicos interactivos. En IlllJchos casos. tanto las varicLblcs
de estado de los elernentos conlO las conexiones que representml las inter
acciones entre ellos, se influyen rnntnarnente y carnhian en el tiernpo.Estos
sist.ernas se c1enorninan sisLcTIIO..'J coeuol,d'iuos. En esta Disertación se estu
diarl varios aspectos de la relación entre la dinámica de los c1ernentos y la
topología de cOIlCctividad de unl.\ red. (~orno una aplicación de conceptos
relacionados con recles cornplejElS, se caracterizarl las propiedades topológi
cas y se corlstrnyen los grafos de redes reales locales, provenientes de 11uestro
entorno en la Universidad de Los Andes: la red de estudiantes de la Facul
tad de Ingeniería y la red de colaboraciones científicas del CULpO de Caos y
Sisternas Coruplcjos, del Centro de Física Fundamental. Se encnentra que la
prinlCl'iL posee características dc una red ele peCjuerJo rnundo, y la segunda
exbibe estructura modular o de cornunidaeles. Se estudia la inJIuencia de la
topología de la red en un rnodclo de inLercarnbio econórnico estnLtilicado.
Nuestros resultados sugieren que la reducción del tamaüo de la vecindad de
los agentes interactuantes puede favorecer urla distribución nlás equitativa
de riqueza en una econornía estratificada.

Adicionalrneute, se proponen dos rnodelos con dinárnica cocvolutiva: lIn
ruodelo para la formación de opinión sujeto a campos globales, y un nlodelo
paTa la propagación ele epideruias tipo SIR. En el primer caso, se nrllest.ra
qllC el cornportarniento colectivo elel sisterna coevolntivo es sirnilar bajo la
influencia de un earnpo global externo o de 11]1 campo global autón01uo. Este
resultado lnuestra que bajo ciertas cOllcliciones, el origen, externo o interno
de tina interacción global, es irrelevante; a nivc110cal los elelllentos no dis
tinguen la naturaleza del carnpo. Se llluestra que la dinárnica coevolutiva
es capaz de prevenir la honlogenización del sisterna inlpuesta por el campo
global, a costa de la fraglncntación de ]a red. E~n el caso del nlodcJoepi
derniológico (SIR) con dirlálnica coevolutiva, se observa que, a lnayor taS:l
de Lrallslllisión de la enfernledad, nlayor es el ticru po neCeSClrlO para llc¡.~¡l.r

al estado asintótico doude no hay nodos infectados. Este fellólllcllO se debe
al proceso de recableaclo que ocurre en la red.
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La contribución central de esta 'l'esis consiste en L:1 constn1cción de un rnarco
genera.l con ingrec1ielJtes nrínimos para el estudio del fenórneno de coevolu
ción en redes dinárnicas. La coevolución consiste en la coexistencia de dos
procesos, el carnbio de estado ele los nodos, y el recc),bJeado ele enlaces entre
los rlOdos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes, P,. y
P,. respectivarnente. El proceso de recableado se analiza en tónninos de dos
acciones básicas: desconexión y reconexión entre nodos, arnbas bé),sadas en
llll lllecanismo de conlp,lración de los estados de los nodos. Pétra un proceso
de recabJcac10 dado, e] cornportarniento colectivo del sisterna prlede ser rep
resentado nlCdiante cuatro parárnetros. Para una dinárnica simple ele carnbio
de estado de los nodos, se encuentra que sólo las reconexiones entre noclos
con estados sirnilares pneden conducir a la fragmentación de la red. Se calcu
lan las fronteras críticas para la transición de fragrnentación en el espacio de
parálnetros (PI' Pe)' Diferentes modelos coevolutivos pueden ser fornlulados
lnediante relaciones funcionales Pe == f (PI)' que corresponden a diferentes
curvas en el plano (P,., e)· La ocurrencia de traIlsiciorles de fragnlentación
de la red, así como de transiciones de recombinación, pueden ser predichas
utilizando nuestro esquema. En cierta región de parámetros, se encuentra un
rógimen donde la red exhibe estructura de comunidades. Estas estructuras
correspondel} a un estado supertransiente de la red, cuya persistencia en el
tiernpo atll11Cnta expollencialmente con el talnaüo del siste111a. Nuestros re
sultados muestrcH1 que la clinárnica coevolutiva puede explicar la ernergencia
de redes de comunid::ldes, las cuales son ubícuas en la Naturaleza.
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Wí) are in Uw pn'scnc:c uF a ¡lCW lJo/,iuJ) oF spacc. w/wl"c

physic:a.l ancl Firl:ual inI/uencc caeh OUWF, laying Uw
grou11cl Iór LIJe cmcrgcnce of" ¡iCW Ión])s of" sOóaJizéI,tjon,
]WW liIó slyles, allcl 11C\1' {órms uF social urgaJJiül/;jun.

CUSTAVO CARDOSO (1998)

Introducción

El estudio de los comportarnientos colectivas, o ele las propiedades Illacroscópic,ts
enlergentes; tanto espaciales corno temporales, en sisternas ele elcrncntos dinánlicos no
lineales interactivos, es objeto de rnucl10interós en la literatlll"a científica contern
poránea [1; 21. Las observaciones recientes de COrrl]lortarnicntos colectivos ordenados
que surgen en 111],1 gran variedad ele estos sisternas indican que estos cornportarnien
to.s presentan características lmiversales, las cuales no pueden derivarse a pa.rtir elel
conocirniento de las propiedades de los elernentos constituyentes, ni rnediante considera
ciones estadísticas convencionales. Fenórnenos como la formación espontánea de estruc
turas, orgalüí::ación y jerarquización, patrones espaciales, sincronií::ación y oscilaciones
colectivas, onda.s espirales, seg;regación y diferenciación, Jorrnación y crecirJüento de
donrinios y ele interfases, etc., son ejemplos ele procesos ele auto-organización que ocnr
ren en diversos contextos, tales COlno sistemas físicos, quínricos, biológicos, sociales,
económicos, etc. Avances teóricos, cornputacionales y experirrwntales en este carnpo
están contribuyendo aceleradarnente al surgilniento de una descripción unificada ele la
elirlán¡ica de estos sistenlClS. El concepto general de sistemas cOlnplejos se ha aplicado
a estos conjuntos de elelnentos irlteI"<lctivos ca.paces de g;enerar estructuras o furJciones
globales ausentes a nivc1 local [37].

El estudio de sistemas complejos ha irnunpido conlO un tenla de enornle ÍIlterós
cOInún entre cielltíficos y profesionales de diversas especialidades; incluyendo las ciell
cias IlLunanas, dando lugar a un intenso proceso de interclisciplinaridad .Y colaboración
poco usual en épocas pasa.das, .Y que extiende y solapa las fronteras de las ciencias
tradicionales [8]. El crupIeo ele conceptos .Y técnicas surgidas elel estudio de sistelnas
complejos ha dcnlOstrado ser capaz de abordar problemas fuera ele las fronteras tradi
cionales ele disclplir];;¡s establecidas.

En el terreno de las aplica.ciones de los conceptos ele sistelIlas conlplejos a sistenlas
sociales, esta frontera de la ciencia contcnlpor,inea ha sido elenorninacla S'ociodin/Í,Tnú:o.
o 8ociofúica [9J.En particular, el paraelignla de sisternas complejos en el contexto ele
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2

sisternas sociales supone que hay estructuras colectivas que emergen de las interacciones
entre los agentes del sisterna.

La investigación de lelS interrelaciones entre los elernentos en sisternas (:ornplejos ha
revelado la existencia de redes (netwOTk.s) de conectiviclél.d sul)yacentes en todos estos
sistemas, las cuales poseen propieda.cles y estnlcturas universales [101. Se ha encontra
do recienternente que sistemas tan diversos corno la liVorld \iVidevVeb, Interne1, redes
de teleconmnicaciones, propagación de epidernias y de VirlJS inforrnáticos, interacciones
sociales, transacciones econórnicas, redes de distribución de bienes y servicios, corpo
raciones econórnicas, colonias de insectos, flujos rnetabólicos en cél111<-lS, neuronas en
el cerebro, sisternas físicos, fisiológicos, evolutivos, etc., presentan estnlctun1S de redes
cuyas propiedades estadísticas y dinámicas son similares [JJ].

El estudio de las propiedades topológicas o de conectividad de las redes se remonta al
fanloso problenw. de los puentes ele Kónigsberg, investi¡~ado por Leonard Euler en 17:)6,
lo cual dio origen a la teoría de grafos \12]. Un grafo se dcline por un conjunto de nodos
o nodos y un conjunto de conexiones entre ellos. El núulCJ'O ele conexic)])es que posee un
nodo se denomirla el grado de ese nodo. El análisis de grafos se he\. convertido en l.um
hernunienta crucial para entender el funcionarniento de las redes observadas en rnuchos
sistenl<ls complejos. El análisis de las redes sociales comenzó en la década de 1930 y se
lia cOllvertido en los últinlos aItos en uno de los tópicos rnás activos de la irlvestigac:iórl
científica [13,141. El ,llunento en el pocler de las cOlllputadoras y el acceso a la irrforma
ción digital ha provisto a los investigadores de una gran cantidad de elatos y recursos
coruputacionalcs para procesar y ann.lizar estos datos. Corno consecucrrcia, el tamaüo
de las redes reales que se pueden procesa.r actualrnentc ha crecido corrsiderablenlerrt.e,
alcanzando los rnillones de cleruentos. La necesidad de Dl,\nejar tan grandes cant.idad
de müdades ha contribuido al (lesarrollo de nuevas técnicas para arralizar redes [1419].

En geDeraL los grafos que representan él los sisteruas reales no son regulares; es
decir, no tienen fOrIna de mallas euclideanas; son objetos donde el orden coexiste con el
desorden. El paradigma de un grafo desordenado es la red o grafo aleatorio, introducido
por PaulErclós y Albert.H.ényi [20]. En una red aleatoria, la probabiJiclad de que exista
una conexión o enlace entre un par de nodos o vértices es igual para todos los posibles
pares, y la distribución de enlaces entre los nodos berre un valor rnedio bien definido. Las
redes reales rnuest.ran inhomogeneiclades, las cuales revelan un cierto nivc1 de orden y

de organización. Se ha encontrado que sistemas ruuy diversos cornparten una estructura
de red de pequeüo rrnmdo (sTlw.ll-wDTld nelwoTk) [21], en la cual coexisteD conexiones ele
corto y de largo alcance, tales que la distancia rnedia entre nodos es rnucho lnenor que
el tamaí10 del sisterna. La distribución de probabilidad de los grados es ancba, con 1lTW

cola que usuaJnlCnte signe llna ley de potencia: coexistencia de rnuchos nodos que poseen
grado nlny lJajo con pocos nodos que poseen grado alto. Esta estructlll'a se denonrina
red libre ele escala (scale-free nchuDTk) [22]. Las propiedades topológicas de las redes de
pequeüo nmndo y de las redes lil)res de escala han sido bien cornprendidas en los últinlos
aí'ios [101. Recient.enlente, se ha descubierto q1lC; en nrucllas redes reales la distribución
de enlaces es inhornogénea tant.o global corl10 localmente, con D1tas concentraciones de
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enlaces entre grupos de nodos y baja concentración de enlaces entre diferentes grupos.
Esta característica de las redes reales es llamada estructura modular o de connmida.des
(coTIITn:im'dy sl;rvci'irrc) [2:3]. En contraste con las redes de peClueiJo Inundo y las redes
libres ele escala, el estudio de los Inecanisrnos que dan origen a estas estnJcturas de
cornunidades y su caracteri7:ación topológica y estrldística, es uu p1'ObleIna abierto que
es foco de nmcha actividad investigativa en la actualidad.

Diversas topologías de redes, corno las que se ilustran en la Figura l. ], se han
investigado como rnodelos c1inárnicos espacioternporaJes para describir tlna variedad de
fenórnenos en sisternas cornplejos.

Procesos espaciotemporales en sistemas constituidos por rnúltiples elenlentos se lJan
estudiado rnayonnente sobre redes estáticas; es decir, aquellas clonde la topología ele
la conectividad es fija y solamente las vélria.bles de estaelo ele los nodos varían en el
tiernpo. Sin embargo, nmchos sisternas complejos reales pueden ser considerados corno
redes dinárnicas, clonde tanto las propiedades de los nodos, corno las conexiones erltre
ellos, evolucionan en escalas ternpOJ'ales cornpélTables.Estos sisternas se denorninan
8'i8l;cTlw.s coc7JolvJ:ivos: la dinárnica de los clernentos produce carnbios en la estruc:l:ura ele
conexión de la red, haciendo que la topología del sisterna tarnbién varíe en el tiempo, lo
cual a su vez afecta la evolución de los estados locales. En estos sistemas. las variables
de estado de los elementos y la topología ele conectiviclad de la red están rnutualJlente
acopladas. Cabe notar que el término sis/'emas adap/'al;hios taInbién seba ernpleado para
denonliuar este tipo de sistemas, aunque es empleado con más frecuencia pa.ra rc1'erirse
a sisternas sujetos a lUla influencia externa. [24]. Adicionalmente, se acosturnbra h(1)lar
de plasl:icúlad de las conexiones en el contexto ele sistenlas lleuronalcs [25].

¡\lluchos sistemas biológicos son coevolutivos. Por ejcrnplo, se sabe que las neuronas
en el cerebro pueden caJnbiar su esteldo local .Y la conectividad entre ellas con el ticrn
po. Igualrnente, rnuchos flujos mcLabólicos de las proteínas, las redes de interacciones
ecológicas, son sisternas coevolutivos [U]. Por otro lado, los procesos ele fornlaciórl ele
opinión .Y las redes sociales de individuos en una población evolucionan y se influyen
lllutuamente. La coevolución en sisternas sociales ha sido consideracla recientemente en
el contexto de la teoría de juegos [26,27]. Sin elnbargo, el efecto de la coevolución en la
ocurrencia de fenórllenos colectivos y en la ernergencia de las propiedades estaclísticas
y topológicas de las redes es un problema func!anlental en el carnpo de los sistemas
cornp1ejos cuyo estudio apenas cOlnienza.

La presente Tesis se enfoca en estudio de la relación entre topología de la red de conec

tividad y la dinámica de los elementos en el contexto de sistemas con dinámica de tipo social.

Caracterizamos las propiedades topológicas y construimos los grafos de redes reales locales

(provenientes de nuestro entorno en la ULA). Estudiamos la influencia de la topología en

un modelo de interacción económica. Proponemos modelos coevolutivos para la formación

de opinión sujetos a influencia externa y para la propagación de epidemias. Nuestro proceso

de investigación nos ha llevado a abordar dos problemas fundamentales mecionaclos anteri

ormente: (1) cuales procesos determinan la coevolución en un sistema, (2) que mecanismos
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Redes estáticas

Redes dinámicas

Figura 1

Figura 1.1: Ejenl.plos cle Tecles.

conducen a la formación de estructuras de comunidades. En tal sentido, hemos desarrol

lado un modelo general para la coevolución de la topología y la dinámica en redes, con

aplicaciones específicas en dinámica social.

Con el fin de exponer el proceso del desarrollo de IHIestra investigación, hemos
estructurado la presente Tesis de la siguiente lIIanera:
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En el Capítulo 2 se presenta una reVlSlOn del terna de redes cornplejas y de la carac
terización de sus propiedades topológicas y estadísticas. Corno aplicación, rnostramos
la caracterización de dos redes reales locales: (i) una red fonnada por los estudiarües de
la Facu1téld e Ingeniería de la Universidad de Los Andes, y (ii) la red de colaboraciones
científicas del Grupo de Caos y Sisteruas Complejos, del Centro de FísicaF'Ulldarnental,
en la Universidad de Los Andes. Hasta donde tenernos conocimiento, csta scría uno de
los prirneros trabajos sonbrc la caracterización de propiedades topológicas y estadísticas
de redes socia1cs en nuestro país. Este estudio puede tener un interés general y puede
resultar ütil para rnuchos investigadores en diversas áreas.

Con el fin de estudiar la influencia ele la topología en las propiedades colectivas ele
sistenJas con dinárnica social, cn el Capítulo 3 plantearnos un rnoelelo ele intercarnbio
económico estratificado sobre una red [28 <mj. Este modelo es novedoso por cuanto la
mayoría. de rnodelos previos ele intercarnbio económico no han considerado la ubicación
espa.cial ni el alcance de la interacción entre agentes.

En el Capítulo 4 presentamos una revisión del estado actual elel terna de coevo]ll(;ión
y ele algunos rnodelos relevantes que se han propuesto en este carnpo. En particnlar,
revisanlOS dos rnoelelos coevolutivos que han recibido considerable atención: (i) uno
de los primeros rnodelos de dinámica coevolutiva, introducido por Ho y [(ane].,o en el
contexto de redes de ¡napas acoplados [311, y (ii) el modelo de IIolnle y Newrnan acerca
de la coevolución de redes y fonnación de opiniones en un sistema social [321.

En el Capítulo 5 presentamos lnodelos de sistemas coevolutivos que henlos desarrol
lado. Proponernos un modelo coevolutivo de forrnación ele opinión sujeto a la influencia
ele caInpos globales. Este lnodclo muestra que la clinánLica coevolutiva puede prevenir
la irnposición del estado de un campo externo a toelos los agentes de un sisLerna. I;~ll

este Capítulo también investigarnos el proceso de propagación de epidemias tipo SiR
con dinántica coevolutiva [33].

El Capítulo 6 contiene la contribución central de esta 'resiso Introducirnos U1] esque
1na general para el estudio del fenólne.no de cocvolución de topología y dináruica en
una red [34]. La idea furldan1enLal radica en considerar que el fel1ónle1lO de coevol uciórl
consiste en la coexistencia de dos procesos: el recableado de la red y el carnbio ele estado
de los noelos. Estos procesos pueden ocurrir con velocidades o probabilidades Í11depen
dientes. Especificarnente, analisamos el proceso general de recableaclo en térrninos de
dos acciones básicas, desconexión y reconexión. Cualquier IlIOdelo coevolutivo puede
entonces interpretarse conLO una rc1ación funcional especíFlca entre la probabiJicla.d del
cambio de estado y la probalJiLidad ele recableado. Diversos lnodelos dÜLáruicos coevo
lutivos, incluyendo los que han sido propuestos prevÍi\Inente por otros autores, pueden
describirse ahora corno casos particulares dentro de este rnarco cC)]lceptual general

Finalmente, en las Concl usiones se discuten los resultados obtenidos e.n esta, l'esis y
se plantean diversos problernas que quedan abiertos para su estudio futuro.
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PIIIL1P 13ALL (CHJTICAL 1\IJ 1\ ss , 2(04)

Redes Complejas.

La estructura de las interacciones entre elementos es un aspecto fundarnel¡tal en el
estudio de los sistelnas complejos. Estas interacciones se pueden interpretar COlno redes
de conectividad subyacentes en muchos sistemas [18,21,27, :s5, 36]. Se ha descubierto
que sisternas tales como laWorld l;jficle vVeb, el Internet, las redes de corlllmicación, los
grupos sociales, sisternas económicos, corporaciones, flujos rnehrbólicos en las cóhIlas, las
neuronas en el cerebro, etc., nnlCstr;:l.l! estructuras topológicas y propiedades estadísticas
comunes en sus redes de conectividad. En este respecto, el estudio de laspropiedacles
de las rcdes de interacción en sistemas cmnplejos constituye un lluevo pa.racliglna e11 la
Física Estadística conternporánea [15].

En los ültirnos aúos, se ha encontrado que hl estrnctura de las redes de interacción
de lnuchos sisternas no corresponde a la de redes regula.res, ni a la de redes COIn plcta
mente aleatorias. Se ha elnpJeado el ténnino redes cornpfcjas para designar a las redes
que poseen propiedades heterogéneas en su patrón de conectividad. Se ha descubierto
la ubicuidad de ciertas propiedades en las redes complejas que describe!} las interac
ciones de muchos sisternas. El interés en la investigación de redes cmnplejas creció ex
ponencialmente [3739] a raíz de la publicación del artículo deWatts y Strogatz [21],
considerado corno uno de los me)s influyentes en la litel'Dtura científica contcn:I])oránea
(nu:ís de 16.000 citas según Google Scholar), donde se describe elllaInado efecto pcqvclúJ
'Inundo: la distancié1IIleclia, o núrllero de pasos, para ir de un c1ernento a otro cualquiera
en un sisLenla, es lnucho rnenor que el tarnaúo del sistelJJa.

De lnanercl generaL una red es un conjunto de clelnentos, c!enomirlados o
nodo.s, que poseen conexiones entre ellos, las cuales son llamadas Los nodos
pueden corresponder a elementos dinárnicos de un sistema, y los enlaces pueden rep
resentar relaciones o interacciones entre los nodos. La investigación actual en redes
complejas se ubica en la intersección entre la r¡'eoría de Crafos (iniciada por Leonarcl
Euler)y la fvIecánica Estadística. El hecbo de que las redes cornplejas, se erlclleIltren
en una gran variedad de sistenlas natura1cs y artificiales, propOl'ciona a esta área ele in~

6
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2.1 Conceptos básicos. 7

vestiga.ción un carácter intrínsecanlente interdisciplinario. Aunque sus orígenes pueden
relacionarse con los trabajos pioneros en percola.ción y redes aleatorias por Flory [401,
n..apoport [41J y Erdéis y Rónyi [20], la investigación de las redes cornplejas, desde el
prmto de vista de la Física, se ha enfocado en el estudio de sns propiedades estadísticas
y topológicas. En particular, tres trabajos han contribuido de manera considerable al
desarrollo del estudio de redes eomplejils: el artículo sobre redes de pequeüo numdo de
Watts y Strogatz [21]; la ca.racterización de los modelos libres de escala (scale-free), de
Barabási y Albert \22]; Y la identificación de estructuras de cornunielades en nllJchos
sisternas reales, realizada por Girvany Newman 142J.Los físicos se han interesado en la
forrnación, estructura y evolución ele las redes conlp1cjas, así como tarnbión la influencia
ele la topología en problClnas de Biología,Fisiología, Bioquírnica Econornía, Ciencias
Cornplltacionales, y en diniÍrnica sociaL tales como fonnación de opinión, difusiórl cul
tural o cornpetencia entre diversos lenguas [4:31. Por otro lado, el interés en el tema
de las redes complejas por parte del público general se evidencia en la publicación ele
111UnerOSos libros divulgativos de gran receptividad en aüos recientes 19.35,441.

2.1. Conceptos básicos.

Como hernos dicho, una red está representa.da por un grafo. Un grafo G consiste en
un par de conjuntos G = {P, E}, donde P es un conjunto de Nno::los (o vórtices) Pi
donde i e [1, Y E es el conjunto de los enlaces que conectan dos elenlentos de P. Las
redes pueden ser dirigidas o no-dirigidas. En una red dirigida [45,46], la irlteracción elel
nodo Pi al nodo Pj no irnplica una interacción del nodo Pj al nodo Pi . Por el contrario,
cuanelo las interacciones son simétricas, se dice que la red es llO-dirigida. Adernás, una
red también puede ser pesada [47,48]. El peso se define corno un escalar que representa
la intensidad ele la interacción entre dos nodos. ü~n una red no-pesada, todos los enlaces
entre los nodos tienen el misrno peso o la JTlisrna intensidad, la cllal, por lo gcne1'ill se
renonnaliza en el valor].

Matriz de adyacencia.

La nratriz de adyacencia de IUW red finita G con N vértices es la matriz N x N, donde
los ténniJlOS fuera de la diagonal A i ¡ representan el nÚnJeH) de erL!aces o conexiones del
nodo 1 al nodo j, y los términos de la diagonal A ú , el núrnero de autoconexiones del
nodo l. Para cada grafo, existe una única rnatriz de adyacencia que lo representa (salvo
pennrILaciones entre filas y colunmas). En el caso especial de un grafo Gnito, la lnatrií:
dc a.dyacencia es una matriz de ceros y lJJIOS. Si existe rm enLrce entre los nodosi y

j, el térrnino A.i¡ ='" 1, ele lo contrario será cero. Por convención, se fijan ceros en Sll
diagonal. Si el grafo es no dirigido, la matriz ele adyacencia es simétrica. La relación
entre el grado .y los autovalores y a.l1tovectores de la lilatriz de adyacencia es rnateria
de estllc!io ele la 'feoríaEspectral de Grafos.

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela 
(CC BY - NC - SA 3.0 VE )



2.1 Concc¡)/;os bú""úcos.

Grado y distribución del grado.

8

El grado de uu nodo 'i, denotaelo por k¡, es el rnírnero ele enlaces adyacentes al noelo
'i; es decir, el núrnero total de vecinos nlás cercanos del nodo 'i en una red.

La distribución de grado P(k) es la probabilidad de tener lUlnodo con graelo k;
luego P(k) '.0.: (N(k))/iV, donde es el núrnero de nodos con grado l.: en un grafo
particular de1 cnsarnble estadístico y el nnmerados es e1 pronledio de nodos con grado
k. El prornedio es sobre el ensamble estclclístico completo. Algmlas redes pueden ser
de grado hOlnogéneo, donde cacLl noclo i tiene el rnisrno núrnero de conexiones, tales
corno las redes ele tipo malla o regulares. Además, las redes pueden tener cierto grado
ele heterogeneidad en las conexiones de sus noclas; por ejenlplo, en una red aleatoria,
cada nodo está conecUldo con otro con probabilidad p. En este caso, la probabilidad
P(k) es una distribución binornial. Otro ejemplo, son las redes donde la distribución
de grado sigue una ley de potencia.: P(k) 0J , donde! es rma constante. Tales redes
son lIarnadas redes libres ele escala.

Coeficiente de agrupamiento.

El coeficiente de agrupanüento mide con qué probabilidad los nodos en un grafo
tienden a agruparse. La evidencia sugiere que, en la. mayoría de las redes reales, y el}

particula.r en las redes sociales, los rrodos tienden a crear grupos caracterizados por ruw
alta densidad en sus conexiones. En redes reales, esta probalJilidad tiende a ser rnayor
que la probabilidad pronrcdio ele conectar dos nodos ele lnarlCra aleatoria [21,49].

El coe.nciente de agruparniento local cuantifica los grupos exclusivos dentro de una
vecindad) y se define como

2E¡C.¡ ::::= -'-~-_.__._-'.,

k i.(1-- k¡)

donde k¡ es el grado del nodo i, y E¡ es el núrncro de enlaces entre; y sus k¡ vecinos. 1]
cocficicmte de agruparniento de la red se define corno el prOlnedio sobre todos los nodos,
tal qlW

donde N es el lIlírnero total de nodos elel sisterna. El valor de e se puecleinterpretar
conlO una rneclicla de la probabilidacl de (jIle Jos vecinos de un nodo dado sean vecinos
entre sí.

Diámetro.

E~l cliálncLro (D) de una red es la rnayor distanc.ia, contada en número ele eIl[;:-¡.ces
er1tre dos elementos de una red. Por e.iemplo, una red globaln1entc acoplada (cloncJe
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2.1 Conccpl;os bclsicos.

todos los elernentos están contecta,dos entre ellos) tiene 1m diárnetl'o D, 1,

Longitud característica.

La longitud característica 1es el número promedio de enlaces a través del camino lnás
corto entre todos los pa,res de nodos posibles de la red, Es una rnedida de la eficiencia del
transporte de infonnación sobre una red. La longitud característica 1es una de Jas tres
rnedidas principales en 10 que se refiere a la topología de una red, junto con el coeficiente
de agrupamiento e y la distribución de grado P(k), La longitud característica puede
depeuder del tarnaño del sisterna en forrnas no triviales. Las redes regulares (rnallas) d
dirnensionales muestran una longitud caracterísLica que escala con el tan¡al-10 del sistc:rna
corno 1rv ¡VIIi!: rnientras qne,ias redes complejas están caracterizadas por nna longitud
característica que escala corno 1 rv In

Modularidad.

Una red puede tener rm8 estructura no homogénea, forlnada por subconjuntos donde
los nodos ele un subconjuntos están altalnente conectados entre sí, rnientras que un
número mucho menor de enlaces conectan a subconjuntos diferentes. Una rcprcscnta,ción
ele: esta, estructnra se: rnuestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: E)emplo de 'U:na n:d COT¿ esh"IJ.el:w'O. de eo'm:u:núlad, fÓ'r"rnacla por N ce' 14, d'Í,viclúla
en, :3 eom,'U:n:úladcs (5O).

Se dice que este tipo ele red, presentan estructuras nloclulare:s o de cOlllllnielaclcs, LD
división moclular ele una red daela, pueele: ser caracterizada rnediante cliferentes criterios
[23]. Una ele las pl'irneras rneeliclas ele modularidacl fucintroducida por NCvVTnéU¡ y
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2.2 lvloclelos bcísj(;os de recles cOlIlplejas.

Girvan [50], definida como

CJ(c) C~= ;-~. , ..--..--... (A;¡. ~k~) 5(c;, c¡),
2rn ~ . 2m

l.)

10

donde C es el núrnero de cOInllrlidacles que se proponen a priori, ni es el núnrero de
enlaces totales de la red, A¡) es la matriz de adyacencia, k¡ representa el grado dclnodo
i, y i5(c.¡,Cj) === 1 si los elementos i y j están en están en la llIisllla c:ornluúdad, ele lo
contrario c5(c¡, Cj) =:: O.

El valor ele q obte1üdo con esta fórnlula pa.ra una red aleatoria es q ~ OA. F\.edes
que presenten un valor de CJ > 0.4 se dice que tienen estructura rnodular. Adenrás de
esta definición, se puederl encontrar algunas otras basE1das en el misrno criterio [14].

En particular, se ha encontrado que las redes de interacciones sociales se caré:\,c
terií:an por poseer longitud característica pequeña, coeficiente de agrupamiento alto,
distribución de grado no trivial y nlOdularidad alta.

2.2. Modelos básicos de redes complejas.

En esta seCClOn, presentarnos una breve introducción a los tres rnodclos de redes
¡neis ilnportantes que se encuentran en la literatura; a saber, las redes a1catorias tipo
Erdos-Rényi [20], redes de peqUeIlO rnundo cleWatts-StrogE1.t,;.; [21] y redes libres de
escala de Barallási-Albert [22]. Adernás, revisarernos algunos ejernplos que presentan
estnlcturas de cOlTl1lTlic1ad.

Redes aleatorias tipo Erdos-Rényi.

La red aleatoria desarrol1ada por H.apoport [41], e independientenrente por J'~rdos

.Y Rónyi [20], puede ser considerada corno el rnodelo 1118S básico de redes cOlllplejas.
Consideremos una red con N nodos. Si todos los nodos está]] conectados entre sí,
existen N (N-· 1) /2 posibles enlaces. DefinanlOs p corno la probabilidad de conectar un
par de nodos. Entonces, el grado prorrledio de la red aleatorio resultante es

') I\i
(k) "'" p(N- 1) =;=~\T·-'

1 I

donde Jl1 es el núnlero de enlaces presentes e]l la red.

Cuando se trabaja en el límite de redes grandes (N·> cc), (A) cliverge si p pernlanece
fijo. Por otro lado, p se escoge corno UIla función de N para rnantener (k) fijo: pe:;::
(A)/(N -1). Así, la probabilidad de escoger aleatoriamente un nodo con grado A es lUJa
distribución binomial

. (N __o 1) /, . rv .... ] .. /,P(k)== k P ·(1·- p). ;.
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2.2 JHodc1os béÍsicos de redes cOLJJplqjas. 11

Para valores de N graneles y (k) fijo, P(k) se acerca a 11lIa distribución de Poisson
con valor medio (k):

la cllal exhibc lln lnáxirno pronunciado para k :::= (k).

Modelo de pequeño mundo.

El concepto de red de peqllcüo mundo, tiene sus orígenes en el experimento social
realizado por Milgraln mI ]9G7 [511, quien encontró que dos ciudadéwos escogidos al
azar en una gran población en Estados Unidos estaban ce)]]ectados, ell prornedio, por
seis conocidos.

Las redes de pequcüo nnmdo han sido caracterizadas por \Vatts y Strogatz [521·E~]]os

notaron que las redes podían ser clasificados de acuerdo a dos atributos estructurales
independientes, que son el coeficiente de agruparnieuto y la longitud característica. Los
grafos netarnente aleatorios, construielos ele acuerdo al rnoelelo ele Erdós-Fl.ónyi, exhiben
uu valor pee111Cl-IO ele la longitud característica, jrmto con un valorpequeílo del coeflciente
ele agrupamiento.\:Vatts y Strogatz estueliaron nmchas redes reales y encontraron que
el valor de su lcmgitml característica es pequeüo, al igual que una reel aleatoria, pero
el valor elel coeficicmte ele agrupamiento es lnayor, en varios orelenes de rnagnitud, con
respecto al valor correspondiente a una red aleatoria. Así, \Vatts y Strogatz propusieron
un nuevo modelo de redes para describir redes reales, conocido en la actualidad corno
redes de pequeüo nmndo, con dos ingredientes (i) tLna longitud característica pequeüa,
y (ii) un coeficiente de agnlpanüento grande.

Para construir una red de pequeüo mUlldo, se comielrza con una red regular periódica
de N nodos, donde cada nodo está conectado COll sus k: vecinos 1nás cercanos a cada
lado. donde » k » 10g(N) » 1. Luego, cada enlace es recableado aleatoriarrlente con
probabilidad p. Cnando]J ::...-: O, teneInos rUla red regular, donde la longitud característica
1 es grande. Cuando ¡J-t 1, la red se convierte en una ree! aleatoria, clondc 1 tiene un
valor pequeüo. ASÍ, al can1biar el pan1Hretro ¡J, se observa una tnl.rlsición entre una red
regula,r y 111r;\ red aleatoria, corno se nlUeStra en la Figura 2.2.

Entre cstos dos valores cxtrernos del pclrárncLro ¡J, existe una re)\1On arnplia, donde
la longitud característica es pequeña y el coeüciente de agrupamiento es grande. El
cOlnportarniento ele estas dos cantidades, en función del parárnetro p, se puede observar
en la Figura 2.:3.

Entre los ejemplos más rc1evantes de redes de pequeüo rnundo, se puede mencionar
dos estudios recientes acerca de redes sociales. La red de conversaciones de la rnen
sajería de .iVlicrosoft (M8N) , tiene 240 millones de usuarios y lIlas de 30.0UO nlilJones de
eonversaciones; la longitud característica calculada para esta red es 1 :=. 6.6 [53]. Otro
ejemplo, es la red de Facebook, con mas de 721 rnillones de usuarios y 69 bille)J)es de
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2.2 l\11ode1os Ixísicos c/c recles cOTLlplqjas. 12

Regular

p=o

Pequei10 rnundo

Aleatoriedad

Aleatoria

p

Figura 2.2: PrDcediTnierrto de recableaclo aleatorio provuesto por WaUs :ti Strogoü po:ro, la
creación de redes ele pequer'"w ·m:u,nelo. ¡V :::= 20! k 11. Cuanelo fJ ':cee O el o:rállo ú¡:¿cio,l perTnanece
sin . núentras p o:wn.en,ta la red se desordena hasto. quc; po.rn p C" L se con'uú,'r1e en
71,'11.0. red o.leatorúL Figv,ra tOTnado, de (2.J j

o
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Figura 2.3: Longit'ud ca.racler{sl:íco. l(p) y de o.grvparlliento C(p) paro. en rllodclo
ele WaUs y Sl.rogo.[2. Los clal.os csl.án 7wrnw.lúados con. 1(O) Y e (O)! paro. v:rw, red ·reg'l/.Io:r.
N '.ce LOOO y (k) =, 10. }\gv,ra I.OTllada de (2.JI

enlaces, cuya. longitud característica es de 1 ;¡, 74 [541.

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela 
(CC BY - NC - SA 3.0 VE )



2.2 I\1oelc1os básicos ele redes cornplejas.

Redes libres de escala de Barabási-Albert.

Corno rnencionarnos anteriormente, nmchas redes reales poseen la propiedad de
pequel"io rrnmdo. Sin elnbargo, resultados empíricos rnuestran que lllucllas redes de
tarnédlO considerable tarnbién Inuestran evidencia ele ser libres de escala: es decir, Sl1

distribución ele grado sigue ¡lna ley ele potencia P(k) "-' k--'!, para valores graneles de
k iJ 5, 18). Las leyes ele potencia en redes aparecieron por prinlera vez en el artículo
publicado por Barabási y Albert [221, quienes mostraron que la distribución del gra
elo ele lnuchas redes reales están caracterizadas por urla distribución desigual en sus
conexiones. En este tipo ele reeles, los nodos tienen un patrón aleatorio en Sl1S conex
iones, algunos nodos están altéunente conectados, rnientras otros sólo poseell ¡mas pocas
conexiones, conlo se rnuestra en la Figura 2./1.

b

Figura 2.4: (a) Ejempli l cleana red libre de escojo. de /Joro.biÍsi-Albcrl. (b) Disbibución del
grado po:ra una red Barabcísi--Alber-l. IV c= No+t 3"; con No rn -.ce. 1 (cfrculos), No '''1/1. :3
(cu.culnulos) , No =e ni :j (diarnanl.es), No =-""1/1. 7 (iricíngulo.s). Lo. de la linea
punl.cada es -¡ c- 2.9. -i1lseTI.ada: disl.T'ilmcú5n Te·-esealarla cml ni. P(!;:)/2n¡,2 jHiTO. los
rnisrnos valoTe8 ele panírne!:ros. La peruliente ele la lÚlea ]Yu:nl.eaela es f 3. Fiqv:ra tornado.
ele f15}

Con el propósito de reproducir este cornportarniento observado en la redes reales,
Barabási y Albert proponerlun luodclo sirnplc con dos ingredierl!:cs principales:

• Crecilniento: Se cornienza con pocos noclas, e), saber No nodos, conectados entre
ellos. En cada paso, se afiacle un nodo que poseerá In ('5, No) enlaces, que conec
tarán al Ill]CVO nodo con TI/, diferentes nodos, que se encuentran presentes en el
sistelllél.
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2.3 investigación ele redes reales locales.

• Conexiones preferenciales (preferential attaclirnent): Cuando el nuevo nodo escoja
con quien establecerá conexión, se asunle una prolJabilidad P, corno la probabili
dad de que el nuevo nodo se conecte con el nocloi, la cual depende de Sil grado

tal quer(k¡) =:e /"/;' Luego de l. iteraciones reali~ándose el paso anterior,
L __~') )

1 , "\' ,,\T 1 No(NoJ) 'l . , l' ..se construye una ree con ji ,,:e L+ i lO noe os y Tn); + :2 en aees.Jas snn-
ulaciones nurnéricas nll.lestran que esta red evoluciorw hacia una distribución de
grado eonesponcliente a una ley de potencia T)(J,:) rv • con! :::::; :3. Véase la
Figma 2.4.

Para comparar las Redes Cornplejas consideradas anteriorlllente, la Tabla 2.1 lTll.les
tra un resumen de sus características lnás inrportantes.

'rabIa 2.1: Carac[eT[,'i¿ú:as de las Tedes complejas. N ·'Y'11'/,(·"",df/ el ·núm.eTo de nodos.

2.2.1. Redes con estructura de comunidad.

Ii.ecientemente, se lJa descubierto que adernAs ele poseer características de peqllcúo
Inundo y dc libcrtad de escala, rnuchas redes reales poseen estructm'a ele cornunielades
o lnódulos. Las redes lnodulares son ubicuas en la Daturale~a, corno se muestra en la
Figura 2.5. I\nticular irnportancia para las ciencias médicas tiene la constnJcción de la
red de enfermedades hmnanas, la cual presenta estructura de cornunidades rClEí]. Figura
2.6

A diferencia de las redes aleatorias, las redes de pequeüo nlluldo y las redes libres
de escala; no existe actualnlente un Inoddo que logre explicar satisfactoriaIllente la
formación de estructuras de cOIllUnidades en redes [2;3]. ULIa de las ruotivaciones de la
presente tesis, es proponer un modelo general CaD ingredientes rníninlos que pernlita
explicar la emergencia de conHmiclacles como el resultado de una dinárnica coevolutiva
en redes.

2.3. Investigación de redes reales locales.

COlno parte del trabajo de investigación de esta tesis, helIIos consicieraelo irnportaIlte
aplicar los conceptos .JI herramientas de las redes cornplcjas, al estudio de algunéIs redes
presentes en I1lICstro entorno.
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Figura 2.5: BjeTnplos de Tecles reales que pTesenlcrn esh"lu:hlira ele coTn/IL7I/ic/cul. elv.b de KaTale
Zachary, colaboración ci.enJJfiea en 8Fl, elelfines nariz de botella, Ted lecnolóljica (Mu,esl'l"ll. de
la 'U)(:b). ·inlcT"O.ceión. pToleína-pToleíTI.O. (Cáncer); asociación cle palaln"O.s

En tal sentido considerarnos dos ejemplos de redes corlstruiclc\s a partir de datos
locales. La primera es la red que forrnan los estudiantes de la Facultad de Ingeniería,
que han visto alguna materia jUlltoS. La seguncla, es la red de colaboraciones científicas
entre los profesores y estudiantes del grupo de Caos y Sistemas Conlj)lejc)s del Centro
de Física ];'undamcnLal de laF'acultacl de Ciencias.
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Figura 2.6: Red de cn¡'CT',rnec{,cu/,cs de barabasi.

16

2.3.1. Red de estudiantes de la Facultad de Ingeniería.

Los datos necesarios para construir esta red, fueron proporcionados por la Oficina
ele 1{,egistros Estudiantiles de la Facultad de Ingeniería (OHEFT), de la Universidael de
Los Andes, en lV!órida, Vene~uela. Estos datos consisten en 9:337 estudiantes que se
han inscrito en la Facultad de Ingeniería, desde el aüo 1975 hasta el aPio 2009. Existen
418881 registros de las inscripciones de rnateria de estos estudiantes, en ese período.

Para construir la red, consideramos a cada estudiante corno un nodo de la rnisrna.
La relación o enlace que hay entre dos nodos se establece si estos dos estudiantes se
inscribieron en la misrna rnateria. lr1, rnisrna sección y el rnisrno sernestre. Es decir, dos
estudiantes están conectados si alguna ve~ han visto una rnaLeria juntos.

Cabe destacar (PIC esta coincidencia puede existir mas eje 1ll1d ve~; sin elnbargo, el
enlace se establecerá, cuando haya sucedido por lo rnenos una ve~. Así, la red fonnac1a
por los estudiantes ele la Facultad de Irlgcniería será no dirigida, ell la que los enlaces
no tiene peso.

La 'fabla 2.2 nnJCstra las características que obtuvinlos de la red eJe estudiantes de
Ingeniería así construida.

Al observar la Tabla 2.2, se evidencia que la red de estudiantes ele lngeniería tiene
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Tabla 2.2: Carader{sticos de lo red de eshulúlin¿es de la Facultacl de ITUH,rl.'lerUI
ción con 'una 'red aleoJ(J'I'új, de ¿Oirna'lJ:o sún'ilores.

características de une1 red de pequcüo nmndo.

17

en COTlqi(/,'1'(/,-

Aunque se sale del án1bito de la presente Tesis. este resultado puedeuJotivarnos a
estudiar varios otros aspectos en esta recJ, C01no por ejemplo la propagación ele inforrua
ción o de epidemias entre los estudiantes. Por otro lado, estos resultacJos ha,)1 suscitado
rnucho interés entre profesores por su potencial para caracterií:ar la eficiencia de sis
tClTlaS educativos, y la posibilidad ele cornparar diferentes instituciones y facultades.

Este estudio rnuestra una perspectiva novedosa para el estudio del rendinliento es
tudiantil y otros problemas de relevancia social.

2.3.2. Red de colaboraciones científicas.

La, construcción de la red de colabora.cior¡es, se reaJií:ó utilií:aJ1do corno nodo a cada
investigador que ha realizado una. publicación científica con algún profeso] o estudiante
dd grnpo de Caos y Sisternas Complejos de la Facllltad de Ciencias. Aquí los enlaces se
establecen si ha lwl,ido una rclaciór¡ de coautoría entre dos nodos. Es decir; dos nodos
están conectados si han pubLicado juntos al rnenos un artículo científico en lllla revista
indexada. La Figura 2.7 nmestra la representación de la red ele caóticos. Lel red de
caóticos será no dirigida, en la que los enlaces no tiene peso. Los datos hlCron tOlnados
de la página vveb del grupo [56].

Para esta red. se calcularon los atributos que la caracterií:an, los cuales se pueden
observar en la rrabla 2.~). Adcrnás de Jos atributos usuales, se encuentraJl las cantidades
kM, kg Y k p , que son la,s respectivras conectividades de los profesores Mario Cosení:a,
Kay Tucci y Antonio PalTavano.

Tabla 2.:3: Co,rILclx;r(sUcas de la red de colaboraciones C'(,(;'[{.(,'(,I,,"JI..'j del grupo de Co.os y 5'¿s(,(:'1n0.8
CO'Inple]os.

Esta red posee estructura rnodl1lar, ]0 que se evidencia por un valor de Q c::-; 0.510,
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Figura 2.7: Red ele colaboraciones cLeTl.Lffieas en el gTUpO de Caos Xl S'i.stern.as Corn.plejos, del
Cenh-o de F-[.sica Fundo/rn.euJal, de la Facultad de de lo UnivcTsúlod dc Los ATU1eS.
11'1¿rúlo, Ven c;:;u. clo..

mayor que el correspondiente a UlJi:l red aleatoria. Esta estructrlra se encuentra susten
tada por tres nodos altarnente conectados o hubs, alrededor de Jos cuales, se encuentran
los otros rrodos. J~stos hv.bs están identificados en la Figura 2.7 cor] las etiquetas Cosen
za, rrucci y PClTravano. Tarnbién, se observa qtle los noclos Tncci y P,lnaVallC) , funcionnlJ
corno agentes conectores entre diferentes comunidades. El nodo Tucci conecta la conlu
nielad de Ingeniería (nodos conectados únicarnente con el nodo Tucci) con la cornunidad
de Sisternas Complejos (nodos conectados únicarnente con el Dodo Cosenza), rnientras
que el nodo Parravano conecta la comunidad de Astrofísicos (nodos conectados única
rnente con el nodo Parravano) con los Sistenléls Complejos. Este grafo ilustra cómo la
estrnctura modular o de cornunidades enJerge en una recl cuanclo existe cierto grado de
tolerancia o amplitud de criterios, que en este caso se manifiesUl en la interdisci])linar
idad que se destaca en este grupo.
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mos!, imporUU1( is Uli¡( your fi'iencls jusI. aren '( I/O/T/li/!.

No one's hicncls are.

MAnE NEWíV[AN (200:3)

en un modelo
estratificada

Efecto de la topología
de interacción económica

Corno una aplicación del estudio eJe redes complejas en sistemas socioeconónlicos, se
investigará en este Capítlllo, los efectos de la topología de la red en el cornpOl'tanliento
colectivo eJe un sisterna sujeto a una dinámica de intercambio econó¡nico estratific;ldo.
Presentarnos nuestro rnodelo reciente [281, basado en la dinárnica de interacción en una
sociedad estratificada propuesta por Laguna el al. [57]. i\dicionaJnlente, lainc:1nsión
de la nocióll de localiclad nos permite emplear en fornta novedosa, conceptos prove
nientes del contexto de sistemas dinámicos espaciotemporales, tratados en problemas
de Econofísica.

La estratificación social se refiere a la clasificación de individuos ell grupos o clases,
basadas en condiciones de poder o socioeconómicas conl]x\rtidas en una socieclad [[¡8i.
Un atributo característico de las sociedades estratificadas, es que los Ílldividuos tienden
a interaccionar rnás frecuentemente con aquellos dentro de sus propios grupos. Esta ten
dencia se ha podido observar en endoga.mia de clases [59], cornunidades .Y citas científi
cas [GO]: poblaciones biológicas [61], capital humano 162], forrnación ele opinión [6:31,
dinálnica de epidernias [64], e intercambio económi co entre bancos [65]. Recienternente,
Laguna. et al. [57] han estudiado los efectos de la. estratificación social en la distribu
ción de riquezas en un sisterna de agentes econónlicos interactuantes. l'~n ese Inodclo,
los agentes se compoltarl como partículas en Ul] gas, .Y su intel'<lcción con los dernás
agentes se lleva a cabo de Inaner;:\ aleatoria, de la Inisrna lnanera que ell la rnayoría
de los modelos que se han propuesto acerca de intercambio econ6rnico [6668]. Sin eIU
bougo, rnuchos sistClnas sociales y econ6rnicos reales pueden ser descritos corno redes
cornp1cjas, tales corno redes de pequeílo nnmdo, redes libres de escala [10,21,221. Al
gunos pocos modelos ban considerado dinánlicas de interacción econóniÍca sobre redes
regulares; por ejemplo, en [69,70] se estudiaron los efectos de la topología de la red en
la distribllción de riqucí:as; rnientras que Ausloos [71J propuso un rnoc1c1o de nlCl'cado
cerrado en una red fija con flujo libre de bienes y recursos.

19
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3.1 El IllOclcJo 20

3.1. El modelo

Considerarnos una pobla.ción ele N agentes interactivos,ullicac1os cnlos nodos do
una red de poqueüo rnundo, caracteriz;ac!a por el parárnetro de recablcado p, según el
algoritmo de construcción ele vVatts y Strogatz; [21]. Comerlz;amos de un anillo regular
con nodos, donde cada urlO está conectado con sus k vecinos rlleís cercanos (k es un
lrúmero par), con1O se rnuestra elr la I<'igura 3.1. Luego, eada conexión es recableacL\
aleatoriarncnte, con probabilidad p en la red. Después del proceso de recableado, el
núrnero de agentes acoplados a cada rLOdo puede vaJiar, pero elllúnrcro total de erdaces
en la red es constante e igual a N k/2. PaTa p == O la red corresponde a una anillo
regular, mientras que para. p :ce" 1 la red resultante es cOlrlpletarnente a,[eatoria. Con
este algoritn1O, una red de pequeüo Inundo se fonna para valores de p erl un rango
intermedio [21].

Figura 3.1: Red nnúlúnensiono.l con condieúJne., de bOTde pel"WcJu,o.,). N 18, /;; /1.

En un tiernpo discreto L, un agente ¿(i c: [1, ND, caracterizado por su riej ueZ;,1
lf!¡(L) ~ O, Y por un factor de aversión al riesgo que se 1ll,rntielJe lijo en el tiernpo.
Los valores de son asignados a los agentes al comieny/) de cada simulación de nlanera
uniforme y aleatoria en el intervalo [0, 11. loa cantidad (1·" rnide la fracción de
la riqueza que el agente .¡ está dispuesto a arriesgar en rma interacción econóllLica
[67,72, 73]. Los valores iniciales de riquez;a. ?1J¡'(O) se encuentraIr distribuidos de ruanera.
aleatoria en el intervalo 'IU¿(O) e.::: [O, IV]. Asumimos que la riqueza total del sistelna,
l/V/, = L¡ IU/U), se conserva.

Por simplicidaeL aSUlllimos que la estratificación de clases econólnicas es uJliforme;
es decir, jOdelS las clases tienen el rnismo ancho, deJinido por el parámetrou. Así,
los agentes i y .J pertenecen a la JniSnlCl clase econórnica si satisfacen la COlldición
Iw¡ (t)- (l) I <u.

Cnando hablarnos ele intercCllnbio econólnico estratiJicado, DOS referirnos a (Ille sólo
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puede existir interacción entre los agentes que pertenecen a la rnisma clase econórni
ca. Como corlsecuencia ele estas interacciones, la riC[uez<:\ de los agentes en el sisterna
carnbiará.

Definimos la elinálniccl del sistema, en cada paso de tiempo 1, por el siguiente a.lgo
ritnlO iterativo:

1. Escoja un ,\'gente i de mauera aleatoria.

2. Escoja, de rnanera aleatoria, 1m agente .7 f .¡, del conjunto de vecinos elel agente
i, es decir, j E [i. -- k/2, i-1

3. Verifique si los agentes .¡, y .7 pertenecen a la lnisma clase ecorlórnica, es decir.

I'/{)¡ (1) , (1) I < u.

Repita los pasos (1) y (2) hasta que se cmnpla la conclición (3).

4. Calcule la cantidad de riqueza 6/u(t) a ser intercarnbiada por los agentes i y j,
definida corno

6'11;(/) =, rnín[(1- /3¡)w.;(t;); (1--- (1)].

5. Calcule la probabilidad T de favorecer a] agente con 1nenor riqueza entre i y .7 en
el tiempo 1, definida conJO [57,73]

1 . Iw¡(t) -- wj(I)1
T=-c-+f-x ' ,.

C) • • (-1-) J (1')'"" w¡ . -,' -

donde el parámetro f E [0,1/2].

G. Asigne la cantidad 6w(l) con probabilidad r al agente con menor riqueza, y con
probabilidad (1 - r) al agente con mayor riqueza entre i y j.

El parárnetro f describe la probabilidad de favorecer al1nás pobre de los dos agentes
cuando interaccionan. Para .f 1::= O, a1nbos agentes tienen la rnisrna probabilidad de
recibir la cantidad 6'IU(l) en la interacción de intercarnbio, nlierltras que, para f= 1/2,
el agentes con menos riqueza tiene la ruás probabilidad de recibir esta cantidad.
En una simulación típica, siguiel1do las reglas de esta dinc1rnica y, luego de Ul1 tiernpo
transiente, el sistcrna alcanza un estado est<:ldísticamente estacionario donde la riqueza
total Hí'f'ha sido redistribuida entre los agentes.

La localizac:ión espacial de los agentes económicos interactivos IJOS permite establecer
una analogía entre este sistema .y un sistema clinán¡ico espaciotemporal discreto, del
tipo autórnata celular o redes de mapas a.coplados . La [<'igura :3.2 IJ1Uestra los patrones
espaciotempora.les de la riqueza que resultan en una red caracterizada por k,,:, 2 y
p == O, correspondientes a una red regular en una dimensión con condiciones de borde
periódicas. Al igual que: rnuchos sistcrnas dinámicos espacioternpora.les [741, esta red
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ele agentes econórnicos pueele exhibir tres estados básicos <111e dependen de los valores
ele paránletros: 1m estado estacionario, coherente o la.1ninar (panel izquierdo), donde
la riqueza de cada agente i se rnantiene en un valor cOllstante~ un estac10intenrlitente
(panel centra]), caracterizado por la coexistencia de donlinios coherentes e irregulares
que evolucionan en el tiernpo; y un estado turbu1cnto (panel derecbo) donde los valores
de riqueza carnbian ele manera irregular tanto en el espacio COUIO en el tielnpo.

Figura 3.2: Patrones eS]iúeiol.e'lnlJorales en ·U/IUl. Ted vil1idúnen.sional con. k 2, N 50 Y
Hl L, lv.ego de u.n. transienle de 5000 denl.ciones. El ver!.ú;u} '111/ues//m la orden.ado.
i de los o.gen./'es en lu red, la c'uu} se incu;'1nen/'a de abado hacia arribo.. El ho'l"izon/' 0.1

el l'iem.lJo, q'U.e se ·ó¿cre'lnenf.a de a derecha. La e'Uolv.ción de
la 'Wi(/.) de losi agen/'es eslá TepTesc'Ii./.ado. poru.n código de colores. 8s/'os colores
'Van desde elaro (agenl.es más pobres) o. gTis OSCU.TO (agentes 'iTl.ás rú;os). Panel izqlácrdo:
Es/'ado lam/i7ul.'/';n '" 10, f "', O.OCH. Po.'1wl cenl.raL esl.udo de ÚIJcT'nál.cncio. cspo.cio/J~/n]Joral;

'ir '.= 3, f '" 0.4. Panel derecho: Es/'odo /'·uTb'U.lenl.o; 'ir :;;.c, :30; f '" 0.4.

Pa,ra caracterizar la transición del estado larninar al estado turbulento. vía interrni
tencia espacioternporal, ernplearnos el prorneelio de la cantidad de riqueza intcrcarnbia
por unidad de tiernpo. calculada para tiempos rnuy largos. A esta Cilntidac1 la lla.rna.rnos
acl.7/uúlad del sislcnw y la definimos como

donde T es un tiempo transiente; es decir, el número de iteraciones que se descartan
antes de tomar el promedio temporal La fase ¡arninar está asociada con valores ele
J1 = O, donde no ocurren transacciones en el estado asintótico del sistema; mientras que
la fase turbulenta está caracterizada por valores J1 > O.

En nuestros cálculos, fijmnos los siguientes valores de paTárnetros: LV ::cc 10'1. T = 2 x
10'\ y w = 1. l'omamos T== 108 , para el cual hemos verificado que el comportarniento
estadístico del sistenla es estacionario. Cada valor de las cantidades estadfstic:as es U1.1

prOlnedio sobre 100 realizaciones de condiciones iniciales. La Figura 3.:3( a) rnuestra la
actividad A del sisterna en funci6n del ancho de la clase econ6nLica u, para diferentes
valores del paránletro .l.
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Figura 3.3: (o) Ad:i/viciad del sistema en flIneú5T1. ele u. en 'u/n.o, red regv.lar (p:.': O) ecrn
k: '.= 4, para dilerenücs valoTCos de l. Las ev//"vas corresponden al·:' 0.5 (dú¡/nulirdes); l (1.~1

(eÍ'l'elllos); y l == 0.1 (e/wchados). (b) Aehuiclacl enfu:nC'ión de l en 11.n a red regular con k == tl,
pcrra u = 1 (clIculnulos) , !J '11. =: :30 (dre'U.los).

La transición de la fasc lalninar a la rase turbulenta OCUlTe alrededor del valor
'U ~ Hí .= 1 para todos los casos. Cuaudou ::ce 1011, los intercalnbios de riqueza pIlCden
ocurrir en cada vecindad, y esto se refleja en el incrernellto de la actividad del sistema.
Par!:l u > 1;lí, continúan ocurriendo interacciones en todo el sisterna, y la riqueza total
intercalnbiada alcanza el valor nráxinlo pernütielo por el parárllet.ro f. Así, la actividad
A en el sistema alcanza un valor ca.si constante en esta región, para. un valor ele f dado.
Por otro lado, la Figura ;3.3(b) muestra la actividad del sistema en función de f. 1,]
incremento en f a¡nnenta la transferencia de riqueza desde los agentes rnás ricos hacia
los agentes rnás pobres. Por lo ta.nto, la probabilidad de que agentes vecinos pertenezcan
a la misma clase económica se incrementa, y conlO consecuencia también la proba.bilidad
de intercambio de riqueza entre ellos. Como consecuencia. la actividad A del sistema
aurnenta al aumentar f.

Con el fin de explorar los efectos de la topología de la red subyacente sobre C0111

portamiento colectivo del sistema, mostramos en la. Figura 3A(a) la actividad A en
función del tamaüo de la veci.ndad k en la red, para diferentes valores cica. Lj~l rango
de interacciones locales, dado por k, tiene un efecto nlíninlO en la actividacl.

Igualrnent.e, la Figura 3.4(b) muestra la actividad A en hlnción de la probabilidad
ele recableado en la red p, para k := 4. Vemos que la actividad en el sisteuw es afectada
de nlanera mínima por las propiedades topológicas de la red, representadas por los
parámetros k y p. Luego, la elinálnica, expresada por los parárnctros f yu, tienen
un efecto rnás re1cvante en el cornportarniento de la actividad A en el sistenl<l, que la
topología de la red subyacente.

Una variable ilnportante en c!inárnica econórniu) es el coeficiente de C:iui una. can
tidad estadística que mide el grado de desigualdad en la distribución de riqueza en un
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Figura 3.4: (a) Actim:dacl en ./únción de Á;, soure 1.ma red 'rcgular con ]J =C,. O, iJ 'U/II. 'ualo?' ./ijo de
f c= 0.5, :Y po/ro. valores de V.= 1 (cuadrados) :Y 'IJ ,',) 10 (chcu./os). (u) Aclivúlad en
./únció'll, de JJ, con Ji; ,ce' 4, y JiO'l'l! di/coren/,cs valorcs de f 0.5 (lrúíruju.lo) , f = 0.:3 (drC'u.los) :Y

f ,c" 0.1 (cuadrados).

sisten18 econórnico, definido corno [751

1 (t)1
(;' (1) =, 2i\i --...::: -- ,.0"- ---- .

Una distribución ele riqueza totaL1nente equitativa ell el tiernpo i.., dondeui.¡(I) =
(t), Vi,j, conduce a un valor de 0(1) ,.=, O.El otro extrenro, ele total exclusión, donde

un solo agente posee toda la riqueza del sistema, L;~l '/(Ji(l) , corresponde a un valor de
G(l) :=) J. La distribución unifornle aleatoria de riqueza nsa,da corno condición inicial
tiene 0(0) ~ O, Y el pl'CHneclio de riqueza inicial por agente es de -Wi(O) e:: 0.5. LaF'igura
3.5(a) nlllestra el coeficiente de Gini O en el estado asintótico del sisterna corno función
del ancho ele clase Ii, para diferentes vaJores del paránretro f.

Para valores pequeüos de 'u, bay una pequeíl'la probabilidad de interacción entre
a,gentes vecinos, y por lo tanto, la distribución inicial de riqueza del sistenlir (donde O ~

O) se InaIltiene. Al incrementar u, la transferencia de riqueza entre los agentes vecinos
aumenta, produciendo una nrayor reelistribución de la riqueza, la cual se refleja en el
incremento de G. Se puede observar que G alcanza su nláxirno valor alrededor de v ~

\;1/ = 1, cuando cada a.gente puede interaccionar con todos sus vecinos en los prirneros
instantes de la simulación, y por 10 tanto, ocurre una gran variación en la elisuibución
de rique%a con respecto a la distribución inicial. Para valores de u.mús grandes, todas
las interacciones locales estún permitidas. En esta región, una redistribución de riqueza,
debería ocurrir cuando la probabilidad f de favorecer a los lUÚS pobres se increnlenta.
Esto se observa en la Figura 3.5(a) COlno una disnJinución en los valores de G, para
u > W. La Fig;ura. 3.5(b) muestra el coeficiente de Cini en función ele la probabilidad
f, para diferentes tal11aüos de vecindad k. Los valores de G perrrliulec:en casi constantes
para valores ele I pequeí'ios, pero disminuyen péU'a valores de I altos.

Para estudiar la inii.ueJJcia de la topología de la red subyacente en ]a distribución
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Figura ~~.5: Cocjú;'¡enlc de OiTlii para l=108 en júneú5n de u cou k; :=ce 4 .lijo paTa chjó'crdes
valoTes de f. Las CUTvas cOTTespmulen. a f ,,::: 0.5 (drculos); f ce::: (J.~) (euwh'culos); y f 'c.= 0.1

(triángulos). (b) Coeficiente de Gini para l 108 en función cid panínwtro f poro di/erente"
valoTes de k y n = :30. Las cV/I'uas coTTespo'nden o k: === 2 (ev.adTCulos): k== ;J (cíTC'ulos): y

k;== IV 1 (búinqulos).

ele riqueza, la Figura 3.G(a) rrmestra la gráfica ele G en función ele k, sobre tUJa red
regular con jJ :0::: O, para diferentes valores de u. Al illcrementar el núrnero ele vecinos k,
se contribuye al incremento de la desigualdad en la distribllción de riqueza, al ver un
a.UlTlento en G. Nótese qlle G tiende a un valor asintótico alto cuanelo kt (N··- ]),
lo cual corresponde a una red con acoplarniento global; es decir, los agentes pueden
intera.ccionar con cualquier otro agente del sisterna.En este caso se Ilierde la noción de
localidad espaci<I.1, y nuestrornodelo se corresponde con el caso particular de Laguna el

al. [57].

0.7
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0.5

G
0.4
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O
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0.7 (b)
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0.2

0.1
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~.,._._._, __-+--"'U~"" """'""
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Figura 3.6: (a) Coeficiente de Oirá paTo. l cee: 108 en fvncú5n. de k
p == O, paro. f "" 0.1, n := 1 (cv.adr'O.dos) y '11. oc::: 10 (cíTC'ulos). (b)
l == 108 en fu:ncú5n del po:nímet.To de '/'Cco.bleado p en v:no. Ter! con k
(cliorno:n.les), f :ce= fU (círculos) y f ::--= 0.1 (cv.adro.dos).

en. v:no. 'red Tecj'ulo:r COT).

de Ci-iT):i poro
;1, ¡¡(¡Xo. U 'e.' 1() :IJ f () .5

Cabe notar que el ínelice ele Cini ((~oeficiente ele Cini InultipLicaelo por 100), en
ese límite, ela valores más altos que los observados en elatos leales ele países, COIII0 se
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3.1 EJ111ocleJo

rnuestra en la Figura ~3.7.

Giní Index - Incollle Disparíty since World War 11

26

where oJs pertect eQualirv·
70

60

20

10

Figura 3.7: DoJos del huhce de Oini, por'o (li'uel'sos
i\![lIi1uliol has/a 2005 (76j.

del m/undo desde la S'eynndo (}'/I,(:'/'I'O

Por otro lado, nuestro modelo con inclusión de localidad en le,s illteracciones econórni
cas permite obtener valores del Coef1ciente de Gini más realistas.

SabClnos que el inc1'enJento del rango en las interacciones espaciales, 1'epreselltado
por el valor de k, iruplica tanto un incrernento del coeLiciente de agru]J(\Juicnto corno
una dislninución de la longitud característica de la. red. Para. verificar cuál de estas dos
propiedades topológicas de la red tiene un efecto nJás relevante el) el codiciellle de Cini,
mostrarnos en la Figura ~).6(b) a G en función de la probabilidad de recableado p, ])ara
diferentes valores del parámetro .f. Note que cuando p amnenta, G apenas cambia, en
coulparación con la variacióu que experirnenta G cuando k anrnenta, FigunlJ.6(a). La
longitud característica en la red decrece en <\1nbos casos; sin ernbargo, el coehciente
ele agruparniento no aurnenta en el rango ele valores ele p que se rnuestran en 1;1 Fign
ra~3.6(b) [21]. Por lo tanto, el incremento que se observa en el coeficiente de Gini en
la Figura3.6( a) se pueele atribuir al incrernento elel coeficiente ele agruparniento de la
red cuando k aurnenta. En otras palabras, el tanlaiio de la vecindad (k) tiene l.1Jla in
fluencia rnás relevante para la ocurrencia ele una distribución eqnitativa de riqueza que
la presencia ele conexiones ele largo alcance (p) en nn sisterna sujeto a nn proceso ele
intercaulbio econórnico estratificado.
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3.1 El rnoclclo 27

T'arnbión hellJOs estl1diado las pl'Opiedades de la distriblJcián ele probahilidad de
riqueza para diversos valores de parárnetros [29]. La Figura 3.8 nl1lCstra la, distribución
de riqueza en el estado asintótico del siste111'1, para distintos valOl'cs de parálnctros.

ir'

Figura 8.S: l}isI.TÜru.ción de en el e81.o.do asinl.óliico paTo. valcnes de paTchnel
TOS, con k: = 4. u ,=,0.005, f = 0.1 (cu.adnulos)¡·n = lO, f '.c' 0.1 (cí:rcnlos); u. LOO, f'~' 0.5
(I.Túínqvlos) .

Para véllorcs de u y f pequel10s (cuadrados), la distribución de riqueza P(IU) se
Inantiene casi unifonne corno consecuencia de la poca actividad presente en el sisterna.
Al alunentar los valores de estos parárnctros, P(w) se rnuestra rnenos uniforrne (círcu
los). En las simulaciones se observa que unos pocos agentes adquieren la lnayor cantidad
de riqueza en el sistema, mientras que un nülnero considerable de agentes quedan con
riqueza casi nula. Para valores graneles de parárnetros (triángulos), P(IU) aelquiereuna
forma nri:1S uniforrlle, como se puede notar ta,rnbién en la Fignra 3.[¡(a).

Para otros valores de par6rnetros, se puede observar que P(w) carnbia abruptaruente
ele fornla., corno se nmestra en la Figura 3.9. L,\Figura 3.9 indica que los elerllentos
con menar riqueza en el sistenra (valores de 'w pequeños) tienerl urra distri buciórl casi
urüfornre. Sin ernbargo, los agentes con rnayor riqueza, tienen aproxima,clamente la JIÜSnra
riqueza, lo que se muestra con una distribución tipo gaussiana, con JUr,1 dispersión
pequeüa"Csto sucede porque los agentes que se hacen nr<1s ricos absorben la riqueza
de su vecindad, Debido él qne las interacciones son locales, no hay intercarnbio entre
estos agentes, por lo que lnantienen prácticamente la rnisrna riqueza en el tiempo. l'~sta

distribución de probabilidad para los agentes con rnayor riquez,t, cambia al aurIlentar
el núrnel'O de vecinos conectados o el a1cance de interacción k, corno se observa elr la
Figura ~uo. Para los valores ele pa.rámetros ele la Figura :3.10 se obtiene un valor ele
G ~ 0.7.
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L (I.¡ 1.-.......I..I.WJJ..u.....-L...l-l.J..W.J..l.l.........l..i..J..l.,W!...,

O.UOI

Figura 3.9: DisLriúncio'lles de ?''!JJ'//P?éll, del sisLema para /;;--1, v. ',e- O.~~, I 0.5.

\
\

\

... 11 -.
l1li'.,..

Figura 3.10: Dishiúvciones de Y"U¡'/U'Y(¡ del sis/;errw. para /;; lG, Ve-, 0.3, I ,.,,, 0.1.

Note qne existe un rl1lTlll110 en P(lo) para el valor lO ;:::::; '11 que representa la sepa
ración de la distribución de riqueza en dos grupos, que podernos denorninar agentes
ricos y agentes pobres. Al amnentar k, pueden existir conexiones entre los agentes rnás
ricos del sistema, por lo que éstos pueden intercarnbiar ric[lJeza.. Esto conduce a que la
distribución de riqueza. en este rango de v' se realice de rnanera no equitativa., lo que se
evidencia por la fonnación de una distribución ele ley ele potencia para valores grarlcles
clew.
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3.2 Compet;cnciC:l enl:re interacciones locales .l' globales. 29

3.2. Competencia entre interacciones locales y glob
ales.

Sn el modelo que presentarnos en la seCClon anterior [28,29], la nOClOn de estrato
econónüco se implementa. mediante la comparación de las riquezas de los agentes con
respecto al lul1bral v: si el valor absoluto de la diferencia de riquezas es menor que el
lunbraL entonces los agentes pertenecen al misrno estrato econóruico y pueden realizar
interacciones entre elIos. En esta sección proponenJos una cldinición alternativa del
ulnbral, basado en la diferellcia de riquezas relativa entre é\gente~;. Con esta rlneva
definición delí henlOs investigado los efectos de las interacciones locales y globales en
el cornportamiento colectivo del sistema [30].

En la Figura :LLl se rnuestras las dos estructuras topológicas de las redes subyacentes
que estudiarnos en esta sección.

Ca) (o)

Figura :3.11: (a) Red bidiTnensionoJ con inteTaccioncs locales. k:
ciones globales.

4. (b) Red CO'IL 'inlc:rac-

La elinánlica ele interacción de los agentes en el rnoclelo, siguen las rnisrnas reglas que
las presentadas en la sección anterior. Sin ernbargo, utilizarernos la siguiente definición
ele estrato: los agentesi y j pertenecen al mismo estrato si satisfacen la siguiente
condición

I

n,". '.i (t)- W j (l;) I---c-:---' <11.
I w/I) + (1) .

Esta normalización delí define el estrato en términos de nqueza rc1ativa y no de
diferencias de riquezas absolutas.

Para la sirnulación de los dos casos hemos empleado N ::e.e 1000. lJ tierupo de sim
ulación es de T :c:: l()7 iteraciones. Los resultados que se muestran a continuación
representan el estado asintótico del sistema; es decir, cuando se ha alcanzado un es
tado estadísticamente estacionario, caracterizado por la estabiLidad (~e los valores de los
parámetros de orden.

La Figura :3.12 rnuestra a G en el espacio de parámetros (u,.n, para una red con
interacciones locales y una red con interacciones globales.
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Figura 3.12: Coe,!t:cicnJe de G'im: en el cspacio de paráTneb'os
accúJn local y global.

f) para las ncdes con. in./.er-

Se observa qne tanto para el caso local corno el caso global, cnando 11. < 0.4 G
aunlenta independientemente del valor de f. Para el caso local, G ilurnenta de una
UlcUlenl gradual y constante; mientras que para el caso global, para valol'Cs pequerlOs
de 'a, G aurnenta con bastante rapidez hasta alcanzar un valor constante para 'a < 0.4.
En el caso global, los valores de G ·_-t L lnientras qne para el caso local, los valores de
G sor\ rnucho rnenores que 1. Para u > 0.4, el parárnetro f cOlnienza a tener un efecto
irnportante en arnbos sistelnas. A pesar de que el valor de G es diferente para los casos
global ,y local, para vé¡,]ores altos de 'a .Y f, el comportanliento ele G presenta sirnilitudes
en alnbos sistemas, presentando una disrninución ccmsiclerablc ele G en este rango ele
parámetros.

En la Fignra :3.13 se muestra la actividad A del sisterna en el espacio de paráTncLros
.11 para la red ele interacción local y la red de ilüeracciól¡ globa1.

0.12

0.09
Á4 0.06

0.03

00

1

O.S
0.4

0.3
0.2 f

0.1 .

Figura 3.13: Aci.ivúlod econón¡ú:a del sisi.emo en el
Tcdes con úiJ.eraccúSn local y global.

de (u, f) puro. las
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Para arnbos casos, global y local, A tiene el rnisrno cOlnportarniento, como se mllestnr
en la Figura 3.1:). Adernás, se puede ver que la actividad econónlica A aUlllenta en fonna
considerable en el estado asintótico de arnbos sisternas para valores a.ltos de v y f·

En conclusión, la inclusión de una red de conectividad o localización espacial para.
las interacciones de los agentes económicos, permite el uso de conceptos asociados a
los sistemas dinárnicos espacioternporales, en lnodelos econórnicos. TIernos considera
do un modelo de intercarnbio económico estratificado definido sobre lma red y hernos
rnostra.do que se fonnan diferentes patrones espacioternporales al variar los parárnetros
del sisterna. Hernos caracterizado estos patrones corno estados laminares, interrnitentes
y turbulentos, en analogía con los sistemas dinc1rnicos espacioterllporales. Hernos car
acterizado la transición del estado larninar al estado turbulento rnediante la actividad
del sistema, una cantidad estadística que rnide riqueza pl'Omedio intercaInbiacla, por
unidad de tiernpo, en el estado asintótico de sisterna. La actividad depende principal
rnente de la dinárnica, representa.da por los parárnetros u y f. Por otl'O lado, el coe
ficiente (le Cini, que caracteriza la desigualdad en la distribución ele riqueza, depende
mayonnente ele la topología de la red, descrita por los parámetros k y p. Luego, niveles
elevados de intercarnbio económico (actividad alta), se erlcuentran asociados con valores
pequeüos del coeficiente de Cini, esto es, con distribuciones de riquela lrlás equitativas
en el sistema.

La topología ele la red subyacente no influye de manera. significativa en ]a actividad
A del sistema. En contraste, el coeficiente de Gini G se incren1enta cuando el ran
go de interacciones, representado por k, aUlnenta. lIemos mostrado que la propiedad
topológica que i11f]uye de n1anera significativa en el cambio de G es e] coeficiente de
agnlparnient.o y no la longitud característica de la red. La FiguIa3.6 sugiere que unn
distribución más equitativa de riqueza en una eeonornía estratifieaela puede favorecerse
rnediante la reducción del tamaüo ele la vecindad de Jos agentes interactuantes.
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Deal' DI'.Ho, JU)' I:cachel' says UJiI(, YOUI' papel' is 1vrong.

CARLOS JAIMLS .. ITS1ST¡\ CAÓ'l'ICO (2004).

Sistemas Dinámicos Coevolutivos

La 1nayoría de los estudios recientes sobre redes gravita.n alrededor de dos pregun
tas, las cuales cOlTesllonden a dos líneas de investigación diferentes: ¿córno varían las
propiedades topológicas de una red que carnbia en el tiempo? y, ¿córno depende el
funcionamiento de la red de sus propiedades topológicas?

La primer;::T línea de investigación se refiere a la d"Ólárn.iea de las redes. donde 1<1
topología de la red se considera corno un sisterna dinárnico Cl11e carnbia en el hernpo de
acuerdo a determinadas reglas, a l11enndolocales. Li, investigación qne se realiza en esta
área ha revela.do que ciertas reg1<ls de evolución conducen a estructuras topológicas, con
propiedades específicas. Los ejemplos rnc'Ís notables incluyen la foruración de redes de
pequeílo Inundo 1'21], y las redes libres de escala [221.

La segunda línea de investigación se enfoca en la. dinárn:ica sobre las donde
cada nodo en la red representa un sisterml dinámico. Ccl/,launo de los nodos se enC1.1ent]"(\
acoplado, según la topología de la red, con otros nodos. En este caso, la topología de la
red permanece estática, mientras que las variables de estado de los nodos carnbian en
el tiempo. Por ejernplo, los rnodcJos de redes de rnapas acoplados [77,78] pertenecen a
esta categoría. Bajo esta perspectiva, se han estudiado procesos ilrlportantes tales cOlno
la sincronización de sisternas elinánJicos [79] y problemas de fonnación de opinión y de
trarlsrnisión de enferrnedades [80841. Estos estudios han dejado claro el hecho de que
ciertas propiedades topológicas de la red tienen un gran irnpacto en la. dinárnica del
sistema. Por ejemplo, se ha podido demostrar que si se vacuna a una. fracción de nodos
en una red con topología libre de escala, no se puede detener una epidemia. [81,821.

Hasta hace unos años, estas dos líneas de investigación eran abordadas ele rnan.era
independiente. Un modelo dado se encargaba de describir la dinámica de una cierta red,
o de describir la dinámica sobre una detenninada red. H.ecienternente, la investigación
de sistemas complejos ha puesto en evidencia que nnlchos sistenras de] Inundo real
pueden ser considerados como redes de e]elnentos interactivos donde tanto los estados
de los e1enrentos y sus conexiones carnbian en el tiernpo. En este caso. las conexiones
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cAPi'ruLo 4. SISTEMAS DINÁMICOS COEVOLUTIVOS

entre un par de elernentos en el sistClna pueden cambiar s" intensidad, o aparecer
y desaparecer, rnientras el sistenlC1 evoluciona en diferentes escalas de tiernpo.Estas
rnodificaciones en la topología de la red ocurren corno un efecto de retl'Oalirnentación: la
topología eletennina la evolución de los estados ele los nodos, lo que a su vez determina la
rnodificación de 1(\ topología.; es el ecir, la red se vuelve adaptativa [24: 26)2,118) 32,133].
Esta retroalimentación puede resultar en una interacción n1utua no trivial entre una
topología que carnbia en el ticrnpo y la c!inárnica de los nodos. Los sistemas quc exhibell
tal conlpOltarniento se han denominado sistemas dinámicos coevol'lIJ;iilJOs o rulap/;{di·uos.
El esquerna ele la Figura4.1, rnuestra las interacciones que se llevan a cabo en un sisterna
coevolutivo.

estado

~
®®.~afecto

determino .

dinomico
local

evolucion
topologico

~¿~
®

topologio

Figura 4.1: En. nn sisl.ema eoevoln/úJO, lo. evolv.ción de lo. l.o]70109Ú1. depende de lo. cl-iná.Tni
ea de los nodos. POT lo l.an/o, se eTea una Tel:roalimen,!;aC'ión c¡ne genera '1.en in/eTeanl.lJ'io de
Ú¡,fOT"rnaóón en el sisl.em.a.

A Inanera de ilustra.ción, considerernos una red de carreteras. La. topología de la reel,
que es el patrón de carreteras, influye sobre In. dinámica de los estados de los nodos;
es decir, el flujo y la densidad del tráfico entre ciudades. Pero, si los ernbotellanüentos
se hacen frecuentes sobre una cierta vía, es probable que se consLruyan nuevas car
reteras para disminuir la carga sobre la vía congestiona.da. De esta ,llélnera, existe una
retroalimentación entre el estado de los nodos y la tO]Jología de la red.

El fenómeno de coevolución se observa tarrlbión en las redes sociales. Las opiniones ele
los individios cambian debido a las interacciones con sus vecinos: a su vez la. escogerlcicl
de vecinos depende de las opiniones de los individuos.

En la actualidad, sisternas coevolutivos son foco de la investigación en diversas disci
plinas científicas. Aunque los estudios realizados hasta la fecha sólo se pueden considerar
como los prirneros pasos para la construcción de una teoría de sistcrnas coevolutivos, ya
se puede evidenciar en ellos cLiversos aspectos generales de estos SiStCll1é\.S. A pesar de la
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4.1 Moelelo ele recles dinámicils aclaptativas.

diversidad de aspectos qlle se a.bordan, los resultados que se reportan rnuestran que cier
tos fenórnenos dinárnicos aparecen COl] frecuencia en las redes coevolutivas:tales corno
la fonnación de topologías cOlllplejas, elllergencia espontánea de estructuras espacüt1es
y transiciones fuera del equilibrio, entre otros.

4.1. Modelo de redes dinámicas adaptativas.

En esta sección, revisaremos uuo de los prirneros rnodelos con dinánlica coevolutiva.
introducido por Tto y Kaneko [31]. Se trata de 11n sisterna de elementos dinárnicos con
interacciones adaptativas, el cual es conceptualrnente simple y presenta características
generales, y además exbibc interesantes cornportarnientos colectivos.

Ito y Kaneko consideran un sistema de mapas caóticos acoplados, donde 1~1 intensi
dad ele los acoplarnientos depende de los estados de los ulapas.El sisterna se describe
por medio de las sigllientes ecuaciones:

f ((1-
IV

+cL
j ••• 1

l -i)"'/1. ,

1 ~-5g(~~,x~) 1--;-;------'------ w,/ ,
Zi"¡ ] +- 5g(:);;"

g(:c, 1)) =:: 1 -- 212:-' ?JI,

donde representa la variable de estado elel elemento o mapa¿ ei = 1, ... , N) en
d tiempo discreto '11 E= Z y N es el número de dementos o talllaiio del sisterna. El
parámetro e en la ecuación (4.1) indica en qué rnedida un c1ernento .¿ depende de los
dernás c1elnentos clel sistema. El acoplarniento entre los c1enlentos ell un tiempo n
está descrito por la matri;¿ tu n . El c1erllento de la lnatri;¿ de acopla.miento indica la
magnitud de la conexión del elernento .7 con el elernentoi en el tiernpo n. Cabe decir que
la matrizlun tiene todos 10s eJcrnentos de su diagonal igua1 a 0, ya que los elcrnentos no
se acoplan consigo rnismos. La función f es el lllapa que deternlina la dinámica local de
los elcrnentos. Ito y Kaneko utilizan el rnapa logístico f (:c )e; 1 - ,el cual presenta
propiedades universales bien conocidas y constituye un paradignla en la investigación
de los sistelnas caóticos. La ecuación (4.:3) determina la dinánlica de las interacciones.
La función g, en las ecuaciones (4.3) y (4.4), expresa lel regla según Lt cual evolucionan
las conexiones; en este caso 9 reproduce en buena rnedida la regla neurofisiológica de
Hebb [86]. El paránletro () representa la plasticidad de las conexiones. Jto y T<aneko
asumen que las conexiones tienen 1m límite en su crecillliento; por esa 1'élZÓn introducen
el divisor en la ecuación (4.3), de tallmlnera que la surna de las conexic)lles qtle entran
en un elelllento (una fila ele la rnatri;¿ de conectividad) sea la unidad: es decir, las
lnagnitudcs de las conexiones están normalizadas.
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4.1 Modc1o de recles din{unicas aclaptativas. ~35

En este sisteTua se pueden observax las distintas fases (excepto lJné.\; la fase parcial
rnente ordenada) correspondientes a lnapas globalrnente acoplados (871. TAl Figura !j.2

nnlestra el espacio de fase del sistClna en función de los parámetros a y c,para un valor
de el' ::::: 0.1.

08

ee

0.2

\)

3 3.4

a
36

Figura 4.2: Espacio de fase del sistema de no y Kaneko en fUT/'eú5n de los pUTCLTnc!;ros u ye.
Cindica la fase sineron'izuda. O es la onienadu o de (:rastcrs. La región de po.Tánl.etTos
nw.Tcada COTI.D es donde el sistema. se cncuentTa clcsú¡.cronúado

Fase Sincronizada.

En la Figura 4.2 se puede observar una reglOn rnarcacla con "c" que indica la fase
sincronizada del sistema. Para esta fase, la matriz de corlectividad tiene una forma
sernejante a la que se muestra en la Figura fU). En esta representa.ción el taTnaDo de
los cuadrados es proporcional al valor del elemento de la nlatriz de acoplamiento.
Cuando el cuadrado tiene el tarnaño de la celda, esto indica que la cOlrexión tiene valor
l. Se puede o!Jservar que la rna.triz ele conectividad es bastante boruogónea y llega a un
estado asintótico.

Fase Ordenada.

En cierto ra.ngo de paránlctro se observa una fase ordenada en la cual se fOlTnan
clusters (subconjuntos de elementos sincronizados entre sí) que se identifican e11 la
Figura 4.2 con la letra "O". Las siguientes figuras nmestran la rna.triz de conectividad
para dos valores de parámetros distintos en la fase de clusters. En la prirnera rnatriz
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4.1 Modelo ele redes elü¡{¡Jnicas éldap/;a'/;ivas. 36

Figura 4.3: E)e'lllplo de '1na!:r¿z de conec!'ár¿dad que se jÓTlna en la jáse onlen.cula de'lwl.ada
j)()T "O ,. en la Figv.m, 4.2. El ún:a de los C'u.adTCLClos dilJ'uc7ados en. las ccldas de la Tna!:rú es
pToporciono.! 0.1 'unlm' w;/ de la celda (81). N 50, a :3.6. c 0.:3, e) ··",0.1.

(Figura 4.4(<I))se observa la fonnación de dos clusters, yen la segunda (Figura :J.4(b))
la forIlIación ele 25 clusters, que es el míInero total de e18rnentos dividido entre dos.
Cabe destacar que las conexiones para estos estados del sisterna tienden él congelarse.

(b)

Figura 4.4: ]\1atTú;es de conec¡'¿vidad paTa la fase onleTw.cla o de la fOT'InaeúJ'II de clTlS!J;TS
'O" (dmn"¡'nios eünánl.icos (o) i\lhíCs!'ra lo. fm?n,o,ción de dos clVS/CTS (o. •• :3.6.
e ,=. 0.2, 5·· 0.1). (b) Mucsi.ro, d01ninúls de dos elemen/os (a 3.97, e tU, el ,,,.• (J.]).
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Ll Modelo de Tecles dinámicas acl¿¡ptaUva.s.

Fase Desincronizada.

37

Para la fase "D". en ¡a Figura 4.2, se tiene en ca.rnbio rna(;rices de conectividad
dependientes del tiempo, como las que se muestran en la Figura 4.5 para un tiernpo
dado.

Figura 4.5: JVJalxú:es de concc!:¿vidad en la fase desincTonizada del Ne" 50. eS :coc

(JI. (a) J1!lueslTa C!u.s/'eTs en po:res, ({ =c: :3.97, e :c: 0.2. (b) FOTTlw.c¿ón de esl.T·U.c:t-u:ro. (;'Uo.SI.
súnélxica, 0= 3.97, e ,c:: 0.15. (e) EstTv,cher(L ele conec!.ivúlad en la qv.e 'u:nos clem.eTdos
n.olablelnenl.e, Tnás cone:áones hacia afucTa gu.e otros, a =c: ~~,97, e 0.125 (JI).

La prirnera de éstas (a), rnues(;ra una rnatriz de conectividad que indica la forrnación
de clusters en pares, existiendo un cluster con lilas de dos elcrnentos.Estc grupo de
clernentos carnbia con el tiernpo.

La segunda rnatriz (b), muestra cierto grado de sirnctría, pero estas conexiones entre
pa,res ya son rnás débiles y, por la conservación de pesos elr las conexiones, los clusters
se hacen rnás grandes. Surgen tanrbién conexiones qlle no son sirnétricas.

En la tercera rnatriz de conectividad (c), se ven patrones verticales que indican qne
hay elementos rnás conectados hacia los demás que otros. Es importante notar que pa
trones horizontales similares a los verticales observados en la Figrua 4.5(c) no se podrían
formar porque la surna de las celdas de rma fila siernpre deben estar normalizadas al,

[-Ia.cenlOs la observación de qllC la estructura de clusters observadas por lto y [\ane1\:o,
tales corno la Figura 4.4(a), corresponde a la rnat.riz de adyacencia de 11lla red con
est1"uctnra rnodular o eJe cOImmidades. Esta observación nos ha motivado ainvestigell' la
relación entre la ernergencia de estructuras nloc1ulares en redes y c1inárrrica coevolutiva.
Explorarernos esta idea en el Capítulo 6.
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4.2 ll'nllsición ele fase en la coevolución ele Teeles y opiniones. 38

4.2. Transición de fase en la coevolución de redes y
. .

opiniones.

En esta sección revisamos un modelo reciente sobre caevolución ele redes y opinione.s
en dinánlica social propuesto por Bolme y Newman [32]. La siInplicidél.d conceptual elc
este modelo ha inspirado U11a gran cantidad de investigaciones posteriores.

Se ha observado que muchas redes sociales reales tienden a dividirse en grupos o
conlUnidades de individuos similares. Una pregunta obvia es si los individuos se hacen
similares debido a que están conectados [:>8,8892), o si se agrupaI1 debido a que son
similares [93]. Alnbas situaciones han sido estudiadas nlediante rnodelos físicos. La
primera, usando nIOdelos de [onnación de opinión 1:38,90,94], Y la segunc]¡\ enI pleaIldo
1nodelos basados en homofilia [95971. Sin ernbargo, el sentido común 1IOS indica que
las diferencias entre estos dos esceI1a.rios no está del todo bien clelinida. Al contrario, el
Inu1ldo real se autoorganií:a por una combinación de los dos, a saber, la red caInbia en
respuesta a las opiniones, y las opinionc;s cambian en respuesta a la red.

Consideremos una red con N nodos, los cuales representan individuos, uIúdos por !Id
enlaces, que representan las rela.ciones entre los individuos. Se asurne que cada individuo
posee una de G posibles opiniones acerca ele algún tópico ele interós. La opinión del
agentei se denota por gi. Asurnimos que cJ JIÚrnero de opiniones posibles G escala en
proporción al número de Clgentes, y se parametriza esta proporcionalicla.d por! = N/ G.
Debido a la dinámica disipativa del proceso de cambio de opinión Cl ser elcfinielo, algunas
opiniones pueden extinguirse ruientras el sisterna evoluciona; por lo tanto, el núrnero de
distintas opiniones en el estado asintótico podría ser ruenor qne C:.

La red inicial es aleatoria, y las opiniones son asignadas de nlalJeUl aleatoria entre
los nodos del sisterna. La dinárnica del sisterna se lleva a cabo iterando el siguiente
algoritrno:

1. Escoger de manera aleatorio un nodo i, tal que k i > O. Con probabilidad
seleccionar de rnanerél. aleatoria un agente j, U1.1 que.J ( 71i' donde 7/¡ es el conjnnto
de vecinos del. Seleccione mi agente In ~ l/i, tal que g/ll:: gi' Hetirar el enlace
entre los agentes ·i y .1, y establecer el enlace entre los agentes 1n .Y i.

2. De lo contrario, con probabilidad l··· q) escoger de ruanel'i:=.t aleatoria un agente

.1 E: 7/i, tal que 9¡ i gi' Y haga 9i '= 9¿·

El paso 1 describe el proceso de recableado qne permite la adquisición de nuevas
conexiones, ruientras que el paso 2 nlLIestra el proceso de carnbio ele estado de los rlodos;
en este caso los estados se hacen sirnilares o iguales corno consecuencia de las conexiones.

Note que, tanto el rnírnero de enlaces 111 y el núrnero de total de opiniones posibles
G, son constantes. Por lo tanto, el rnodelo posee tres parárnetros: el grado promedio ele
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4.2 T'u:uJsición de Fase en la COC!\!Olllcjón dc' redes .y opiniones.

la red J;; :::= 21U/N, el rnJmero prornedio de agentes con una opinión dada r:::C= N/G, y el
parárnetro (/). En este caso, los dos prirneros parárnetros se fijan, mientras que cj) varía.

La Figura 4.6 ilustra e] rnodelo de ITo]nle .Y Newrna.n.

Figura 4.6: Ilus[Tacú5'lr del rnodelo de Holrnc-Ncumw:rL Las chjércnl.es jÓTrnas CTr los Twdos
Te¡JTes eTIJ.Cl.n. 8V.S cslados. En. cada !)Uso de el si.,:;/.enw. se aclTw.hza de acv.eTclo al )J'I'OCe80
Cjve se i/vslTa en. (a) con. vrobabilúlad ó o en el panel (b) con pTobabi/úlad 1 Ó En (11) se
seleccion.a o.lcaloTúmwnlc un TWclo 'i, Xl TOl.a de s·us conc:¡;Úm.cs este caso el cn.lace ('i, .1))
es nxableo.da a v:no n:u.evo n.odo j' con las 7n.ismo opipnión ele i. En (b) el rwdo i adopta la
opúiú5n de uno de S'/I.S vecinos, en cslc caso del nodo .1 (32j.

El cornporta.miento cualitativo del sistmna es obvio. Ya que arnbos pasos en
dinámica de interacción tienden a dislTlinuir el núrnero de pares conectc.dos con difer
entes opiniones, el estado asintótico elel sistelTla corlsistiJ'á en cornponentes o stlbgrafos
separados, desconectados sí, con todos los nodos en una cornponente cornpartiemlo la
rnisrna opinión. Luego, el sistema se segrega en un conjunto de grupos, tales que ningún
nodo tiene vecinos con Jos cuales no comparta opinión. A este estado se le llalT1a esta
do de consenso. i\dernás, una vez que se alcanza el consenso, todos las acciones en el
sisterna involucran un arreglo aleatorio de los enlaces dentro de los subgrafos y, por lo
tanto, en el lírnite de tiempos rnuy largos, los subgrafos o conlporlentes se corlvierten
en redes aleatOlias.

El interés prirlcipal de este rnodc1o está en el número y los Lalllaüos de los grupos
que se fonnan cuando el sistenw se acerca al consenso. Consideremos la distribución
P(s) de los tamai\os s de los grupos en el consenso.E~n el lírnite Ó __o} 1, sólo se l1evan
a cabo actualizaciones de reconexi6n, y por lo tanto, el estado de consenso consiste en
sllbgrafos formados por agent.es que no cambiaron sus opiniones. Ya que las opiniones
se asignan inicialmente de nlanc~ra aleatoria, los tarnaüos de est.os subgrafos siguen una
distribución multirlonüal o una distribución de Poisson con Inedia "'j en el límite de N
grande. Por otro lado, en el límite C¡) ---7 0, sólo se lleV,\11 a cabo cambios de estado,
y por ]0 t.anto, el estado de consenso se alcanza, lnanteniendo el número de subgrafos
que había inicialmente en el sistema, que corresponde a las conlponentes de un grafo
aleatorio. Ya que nos encontramos en la región donde k > 1 en la que existe !lna
componente del orden del tanlaüo del sisterna, en el consenso se encontrará un subgrafo
giga.nte, y pequeilos su bgrafos que siguen una distribución eXpOllellcia1. Por lo tanto,
al variar podernos tener una transición desde 1m estado de consenso, con pequeños
subgrafos cuyo t.éunaüo rnedio es r, hacia un estado de consenso en el cllal existe un
Sll bgrélJo grande, cuyo tamal10 es del orden del tanlclllO del sisterna.

Este cOlnportamiento es característico de un sisterna que presentel llna transición
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4.2 Transición ele fase en la coevolución ele Teeles .Y opiniones. 40

de fase continua, lo cual nos lleva a suponer que el rnodelo presenta una transición de
fase al disminuir En otras paJa.bras, existe una transición entre 1m regilllen donde
la pol)lación rna.ntiene una amplia variedad ele puntos de vista acerca de un tópico
particular, y otro en el que la mayoría de individuos cree eXélctarnente lo rnisrno.

La Fig1ll'a 4.7 nmestra la gráfica de P(s) pa.ra k: ,:c: 4y I ::c: 10. La Figura 4.7 rnuestra
que existe un carnbio cualitativo al ir del régirnen con peqrreüos gnrpos al réginlerl con
un grupo giga.nte.

00]

Figura 4.7: Ihsl.ognlima ele los /'amedios de los gTUpOS en cl eS/Julo de cO'nscnso para valorcs
dc e/J ,//u"no1'CS (jnc el valor C1'ÜCO (0.): en. el valor crüú:o (oJ, y '//w.Y0'l'es (jne el valor crüú;o
(e). Los valorcs de los O/:I'OS paTánuc/n)s .son N c= :1200, }\f:c: 6400 (con k::::c 4), y 1" 10. Lo
(hs/.¡,,¡,oneú5n cn el po:ad (o) paTCCC nna ley dc po/.encía po:ro. uno. po.T/'e dc su n/.ngo, con
c:¡:pm!.en'/'e 3.5 :1= 0.3, eonro lo indíeo. la línea gTis. Los doJ.os 'n'unu'f1'ú:oS son '/1.11, p'f'()·m.cdio de ] 0,1
Teal'izacúmcs pa'l'O. cada '110107' de e/) (82).

Para valores intermedios de cj), alrededor de 0,458, se encuentra una distribución en
los tamaüos de los subgraJos que tiene la forma de urla ley de potencia, P(s) C'J so, 10
cual es UllC, característica típica de criticalidad. El exponente C\ ele la ley ele potencia
tiene uu valor de :3.fJ :1:: 0.:3.

Para caracterizar el punto crítico de la transición, se realiza un análisis de tarnaI)O
finito en la región crítica elel paránlCtro cP.Para realizar este ancí.lisis, se debe escoger
un parárnetro de orden para el rnodelo. Se escoge el tarnaüo del grupo ruós grande en
el sistenw, dividido entre N, que se denota por eS'. Los argunIentos anteriorc's sugieren
que esta canticLJd debe ser del tarna110 O(JV"[) para valores de el) por encirna del valor
donde OCUlTe la transición (cero en el límite termodinámico) .Y 0(1) por debajo. Se
asurne una relación de escala de la fonna

donde C¡)c es el valor crítico de cj) (que posiblernente sea función de k y . F es UIlél
función uILÍversai de eSCéüa (acotada cuando su arg;umento tiende n. :J CX)) , y a y b son
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4.2 rüansició.1.l ele [ase en la coevolución ele recles y opnuones.

exponentes críticos. Para estimar el valor de se grafica N°S en función de (/) y se
ajusta c1 valor ele o tal qne los resultados ele ];1.S simula.ciones, para diferentes N, pero
lí: y r fijos, se crucen en el misrno punto, que será el punto crítico. La Figura 4.8(a)
nnlCstra esta gréíJica, para k :.= 4 y r ==, 10. Con o" O.61:L 0.05 se obtiene un punto de
cnJce único para ,:c" O.!J58:1= (),008, que concuerda con la estimación realizada para
en la Figura 4.7.

u 0.2 OA 06 os

N e= SUO
.= 1600

N" 3200

Figura 4.8: Anális'is de !;Ci.7r¿a?7,o .linüo para 1.: 'c:: 11 y I "~e 10. (o) CrlZ/ica del VII:n/o de cru.ce
usado para deienn:lnar el valor del pun/o CT[f;-iCO y el a. 8e ha/ló '0: 0.458::1:(1.008
Xl Ir == 0.61 ± 0.05. La jigT,.rainseTútda Tn:llCsira u.n aeen:amien/o de la región een;o:na o) pv:nJo
C1-{¡:!CO. (b) Colapzo nsado para elele:nninar el e:cponenIJ? b cl Cll.o! l:i.eTw UTI valor ele b :== 0.7+,'0.1 .
Los datos son un pronu;dio de 104 reoL-izacúmes po:ra caela valoT de Ó. Se m:lI.esiru:n las bo:rm.s
dc CTror caando son 1/t!ÍS grande.) qll.e los puntos (32j.

Usando estos valores para y o, podernos determinar el exponente b al graJicar
N°S en función de Nb(q)--- c!J c ). Ya. que F(T) es una función universal, para escoger de
rnanera correcta el valor de b, se debe encontrar un colapso de los elatos en la región
crítica. La Figura 4.8(b) lnuestra que los elatos colapsan para b ece: 0.7+ 0.1.

llolme'y Newman Ilevaron a cabo un análisis de tamaüo finito sirnilares para oLlaS
valores de k: Ji "i- ConlO se espera, se observa que el valor de de la transición varía,
como se lnuestra en la Figura 4.9. Sin embargo, para estos valores de k: y "/, los \T(\Jores
de los exponentes críticos son consistentes con o"·c 0.61 .Y be:: 0.7.

A pesar de las concordancias cualitativas entre la presente transición de fase y
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"1.2 7hwsición de fase en la COCFolllción ele reeles .Y opiniones. 42
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Figura 1.9: Valores de 1Jc en funciones de I para va'/'úJS volo'/'cs de k ob/'cnidos po'/' un OilUílisis
de lamollo ./úúlo paTa ]V ce, 200,400,800 iJ ]fiOO. Todos los p1in!JJs son un pT"01l1cdio de ](yl

7'ealizacúmes f'J2).

la transición de percolación, los valores que se encontraron para a y b muestra que
estas dos transiciones pertenecen el diferentes clases de universalidad: los exponentes
correspondientes a una transición ele percolación de un grafo aleatorio sorJ a := b = },
los cuales son inconlpatibles con Jos valores encontrados por Flo1me y NeWJIIaJL

En resumen, Holme y Newrnan propusieron un nJOclclo siInple pi:lra la formación
sünultánea ele opiniones y redes sociales, en una situación en que alnbos procesos se
adaptan el uno al otro. Este modelo constrasta con rnocldos anteriores de forrnación
ele opinión donde la estructura social se había nwnteniclo estática y las opiniones son
el resultado de la estructura ya existente [91,94,991011. Este es un rnoeldo dináJnico
fuera del equiJíbrio que Llega al consenso en tiempo finito en 1mil red finita. El resultado
más rc1evante del rnodelo ele Ilolme y Newruan es el hal1aí:go ele una transición ele
fragnlCntación en la estructura ele la red, que se puede analií:ar corno 1.11)(] transición de
fase.

Hacemos notar que el lnodelo de Holmc y Ncwmall constituye la base conceptual
pa.ra el desarrollo de un rnodc1o generalizado de coevolución que proponernos en el
Capítulo 6.
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Un c:úmtJ(ic:o eleIJe Umw.rse la lihel'fJlel de pIanf,(:ar
cualquier preglllJli/: ele eluelar ele c:wIlquú!l' aJirnwcióu:
ele corregir cualquier erm7'.

JULlUS ROHErn OPN:NHElMlm (1904-1967)

Modelos de sistemas coevolutivos

En el presente Capítulo presentarnos dos rnoclclos de sisternas sujetos a dinárnicas
cocvolutivas. I~l primero se refiere a un 11lOdel() de infillencia social con una dinárnica de
fonnación de opiniones y sujeta el campos globales. El segundo ,si,stcrna corresponde un
rnodelo de propaga.ción de epidernias, del tipo susceptible-infectaclo-recuperaclo (SIR)
definido sobre un,,1 red coevolutiva.

S.l. Un modelo coevolutivo de formación de opinión

con campos globales.

Un problerna abierto en sistemas cl(~ partículas interactivas fuenl elel ce¡ uiEbrio, es la
descripción ele los comportamientos colectivos producidos por las interacciones globales.
Una interacción t~lobal consiste en una influencia o un cmnpo que afecta a todas las
partículas del sistema. El origen de las interacción global puede ser externa, tal como
un forzamiento, o puede ser endógeno, tal como un acoplarniento con el carnpo rnedio
elel sisterna. Tarnbi6n pueden existir campos globales externos con retroalimentación
del sistemcl, lo cual se ha denonlinac1o acoplamiento arnbiental 1102].

El comportarniento colectivo de los sistemas coevolutivos sujetos a carnpos globales
ha sido poco estudiado. En esta sccción, consideramos carnpos intel'ilctivos que pueden
tener origen externo (forzamiento externo), o que provengan de una contribución de un
conjunto de elcrnentos del sisterna (dinámica autónoma), tal COlno una función global
ele acoplamiento. Nuestro estudio permite comparar los dectos dc cstos dos tipos ele
carnpos globales sobre las propiedades colectivas ele los sistenJas coevolutivos. En el
contexto de los sistemas sociales, un carnpo globa puede modelar la illfluencia de rneelios
ele cornunicación 11lasivos [10:::\105]. Un carupo global externo puede ser considerado
como una propaganda externa actuando sobrc el sistema 1104]. Del rnisnlO ¡nodo, un
carnpo global autónOlno reprcsenta la influencia ele la ¡nocla o elc las Cél,l'(lctCl'ísticas
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culturales rnás abundantes en un sisterna social [1O~~].

44

Consideremos una red aleatoria consistente en N nodos o agentes, con grado prome
dio A:; es decir, k: es el rnínwro prollledio de vecinos que tiene cada nodo. Sea l/¡ el
conjunto de vecinos de] !lodo 1, el cual posee k¡ e1crnentos.Denotarnos lil. vmiable de
estctdo elel nodo 1 corno .9¡. Por sirnplicidaeL snponernos que .cI¡ puede tornar solarnente
G posibles valores discretos . .9¡ E {O, 1, ... ,G __ o l}. En 10 que sigue, fijarnos los valores
de G,,= 100, N ::= 1000 y 1;: ::c: 4.

Introducirnos un caJnpo global F cuyo estado se denota por .9f-', el cual puede in
teractuar con cualquier !lodol del sistenlcL FOrrna.1mente, la acción de:l carnpo sobre un
agente =l puede consideraJ'se sirnilar a la ele un vecino adicional del agente 'l. Entonces, el
sisterna COl I dinárnica cocvo1rlLiva, sujeto a un campo global, conesponde a un sisterna
cuyos elementos poseen tanto interacciones locales corno globales.

Consielerarmnos dos tipos de carnpos globales F:

• Un COirll=/)() cnyo valor .9r se se1ccciona elel conjunto {O, 1, ... ,G -.- 1}
aleatorialnente al comienzo de la sirnnlación. Este valOl' no carnbia en el tiernpo
posterior. En este caso, el campo global, corresponde a un f'Ol'zamiento externo
uniforrne y corlstante sobre el sistema. Un carnpo externo consUrnte pnede ser
interpretado corno un estado específico (tal como una propaganda o una opinión)
que se trata de irnponer desde fuera sobre todos los clernentos del sisterna .

• Un carn,po a?lÍónorno, cuyo valor Cjf-' corresponde al valor lnás abundante entre
Jos estados que exhiben tocIos Jos nodos el sistema. Si e] valOl' rnás abmlc1ante de
las variables ele estado no es único, se escoge una de las posibilielaeles, de rnanera
aleatoria, con igual probabilidad. El valor .9F corresponde a.la moda estadística de
un conjunto de variables. Este tipo de c.alnpo es una [unción de illteracción global
autónoma, pues proviene de los estados de todos Jos e1ernentos del sistcrna. El
campo autónomo es espacialrnente uniforme y puede calnbiar en el tie1npo. Este
campo surninistra la lnisrna información global a cada c1ernento en cada instante,
pero su valor puede calnbútr rnientras el sistema evoluciona. En el contexto de
rnodelos cultunl1es y de formación de opinión [1031, este Can1])0 puede representar
la influencia ele un medio ele c01nunicaciónmasiva cornpartida. de Inanera idéntica
por todos los agentes, .Y la cual contiene la opinión preclonünantc presente en la
sociedad. tal corno una tendencia o moda global

Para la dináIllica de los nodos, escogernos tlIla regla de ünitación sinlple, sirnilar a la
del rnoc1clo del votante, la. cual ha sido utilizada en varios COlltextos [32,43,106108] .La
intensidad del campo global se representa mediante el parárnetro 13 E [0, 1], el cuallnicle
la probabilidad de interacción de cualquier agente con el ca1npo global. Si la interacción
de un agente con el carnpo global OClUTe dentro de esta probabilidaeL el agente co.nsidera
al carnpo como un vecino adicional.
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Corno condición inicial, distribuirnos dc nIanera a1catoria y uniforrne los po,sibles G
estados entre jos N nodos de la red aleatoria caracterizada con k. I'~ntonces, dado lJlI
campo global P, ya sea exteJ'DO o autónorno, la c1inárnica del sistcrna se define rneeliante
el siguiente algoritrno iterativo:

1. Escoger aleatoriamente un agente ¡ tal que ki > O.

2. Con probabilidad Pr , seleccione de ma,nera aleatoria 1m a.gente,] 0: !Ji y otro agente
1 ~?li tal qne g; =.::: 9/; quite el enlace (1,,]) y coloqne el enlace l).

:3. Con probabilidad (1._- P,.)B, fije gi':::" gp.

4. Con probabilidad (1 Pr)(l-- 13), escoja de lllanera aleatoria un agente n/ E 11;

Y fije CJ; ==:: gm'

5. Actnalice el valor ele gr al del campo, si se requiere (carnpo autónonlo).

El pé1.S0 2 describe el proceso de recableado qne pennite la c1.dquisición de nuevas
conexiones, el paso :3 describe la iuteracción con el carnpo. El paso 4 indica el proceso de
carnbio ele estado de los noclas, debido a las interacciones con sus vecinos; en este caso
los estados se llacen similares o iguales corno consecuencia ele las conexiones. rTemos
verifica,do que el c01nportarnicnto co18ctivo de] sistema es estadísticaInente invariante si
los pasos 2 y :3 elel algoritmo son intercambiados.

Antes de considerar los efectos deun campo global sobre el sistern;:\. rccorclarernos
el modelo original de 1101n1e y Newman [2)2J en ausencia de carnpos, lo que equivale a
tencr un valorB ~-= Oen la intensidad de interacción con c1 carupo global La dinárnica
de irnitación ele los nodos tiende a incrementar el número de conexiones entre nodos
con el misnlO estado, mientras que el proceso de recablcado favorece la fragnlentaci6n
ele la red. Por lo tanto, la evolución temporal del sisterna evc:ntualrnente conduce a la
fonnac:i6n de un conjunto de cOlnponentes separados o suiJgrafos, desconectados elltre
sí. donde todos los 11üenlbros de cada subgrafo cOlnpalten un misrno e,stado. A tales
subgrafos los denominarnos donán.ios.

El cOlnportalniento colectivo del sistema puede ser caracterizado por el tamaíJo
pronHx\io normalizado del dOlniniomás grande en el sistelna, el cual denotarnos corno

, una cantidad que actua cmno parámetro de orden del sistenla. La Figura 5.)

muestra la gráfica de corno función dePn para diferentes valores de la intensidad
elel campo B.

En ausencia de campos (B = O) Smo); exhibe una transición ele fase en un valor crítico
P,: = 0.458, de un régimen caracterizado por la existencia de un dorninio cuyo ialnaJJO
es del orden del tamaño del sistema .. donde --j 1, a un estado de fragnlentación de
la red, el cual consiste en la presencia de dOlninios pequeños, donde ---, O [321.

Cuando se aplica un campo global externo o autónorno, la Figura 5.1 mnestra que
la transición a la Jragrnentación persiste en los dos casos. Sin elnbi::l.rgo, el valor crítico
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Figura 5.1: el/, función, ele P,. para v:n sisterno. sváef,o a 'un (mnpo global po:ro. valores
de B fijos. Lo.s ('U.rvas COTTes]Jon,den a B C'C' O (cnadnuíos), ca:mpo e:derno con,B ccce o.ocn
(dn:ulos); campo autónomo con B = 0.0:3 (triángulos). Los po:rámelxos elel sis/.crna son c: ='0

100, N =cc 1000, y h: =. 4. Las ban'Cls ele erTO'r iTul'ican la elcs'uiación es/.ándcl/f· ob/.enidas paro.
J00 Tealizo.ciones po:ra cada valor de PI"

de PI' para el cual ,se lleva a cabo la transición aumenta con El para, arnbos tipos de
campos. En la fase ele un dominio grande, 8,/1. .. _; 1, los elementos cornpa.rtcn el estado
gF del canlpo global. El valor crítico de PI' asociado al carnpo global externo es rnayor
que el valor correspondiente a un c<:1.In])o global autónorno. eu ando B --; 1, la tran,sición
hacia la fragllJelltaciún ocurre en PI c= 1 para arnbos carnpos. Luego, la presencia de un
carnpo global, sea externo o autónorno, actua como inbibidor de la f'nrgnlentación de la
red.

Para investigar el efecto cohesivo en la red inducida por carnpos globales, en la
Figura 5.2 se rnuestra a 8mo;)' corno función de la intensidad del campo 13, para los
dos tipos de call1pos considerados, con un valor fijo P,. ::c) 0.6 > I}/~, Para este valor
de la probabilidad de recollexión, el sistema alcanza un estado de fragrneutación que
consiste cn rnuchos dominios pequcllos cuando El 'cc' O.Entonces, tornarnos cste estado
fragmcntclclo de la red corno condición inicial para caela valor ele 13 en la FigrHa 5.2.

Para valores de 13 --} 0, el sisterna consiste en elonJinios p eqLlCí'í os , caracterizado por
--; O, como se espera. Sin ernbargo, cuando la intensidad 13 aumenta por encirna

de un valor crítico, tanto un carnpo global externo corno un carnpo autónorno inducen
una recolnbinación en la reel: los donJinios pequeí'íos con estados diferentes se juntan
para fonnar un dorninio grclI1de cuyos clernentos cornparten el estado del carnpo .9P'

La Figura 5.3 lllllestra el diagrarna de fases del sisterna en el plano (B, Pr ), paTa los
dos tipos de carnpos globales. En cada caso existe una frontera crítica que sepaTa la
fase fragmentada, -'; () (por debajo de la CIlTVa con'espondiente), de la fase conexa
5"111 U 1 --> 1 (por encinla de la curva. correspondiente).
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.Figura 5.2: SI))(j¡: cn función de 13 con. P, ce,c: 0.6 fijo. Las CUirvas a cl CClirnpo
autóncnTl.o (ci:rculos); y un campo e:r:terno (cuadnulos). Los otros del s'/slenw. C·,=
100, N = 1000 Y k co•• 4. Las barras dc crTOr indican la desuiación cstcindm' obtC'núlas cO'lno el
p'ly)'medio de 100 H:al'Ízaciones para cacla ualor de B.
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Figura 5.~~: Fronteras criticas en c) espacio ele pani'lnehDS (B,PI') para v.n sisleTna s'IJjef;o o.
ViII. cccrnpo eJ:i.errw (línea sólúla) y cmnpo o:u.!.ónO'lTlo (lúwo. sC(j'lncn.l;ada). La fase frag'lnenlada
OC"/i.rre por debajo de la cur'ua cmTespm/rIiente.

COlno podemos observar, el comportamiento del sistema coevolutivo es sirnilar bajo
la influencia de Jos elos tipos ele CaJTlpO global. Este resnltado nnlCstra que bajo ciertas
condiciones, el origen, externo o interno de una interacción global, es irrelevante; a nivc1
local los elementos no distinguen la naturaleza elel caTnpo, é¡un en sistemas coevolutivos.
llecienternente, la equivalencia ele campos externos y autónornos en el comportarniento
sincroni;;,ado ele sisternas dinámicos caóticos ha sido establecida 1109]. Nuestros resul
tados sugieren que esta equivalencia puede ser muy general.
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Un carnpo global siernpre ilnpone su estado sobre los elcrnentos del sisterna, pan)
valores de intensidad B por encirna de ml cierto valor crítico, llevando al sisterna a nn
estctdo hornogéneo. Sin eml)cU'go, el recableado de la red, representado por el parárnetro
Pr , puede prevenir la homogenización del sistema, pero a costa de la fragrnentación de
la red.

5.2. Modelo de epidemias en redes coevolutivas.

Las enferrnedades infecciosas son un gran problerna. de dirnensiones globales en la
salud pública, debido a que provocan alrededor de 1:3 rnil10nes de nlllertes cada ailo.
Distintos modelos maternáticos que describen la dinánrica ele las enfennedades infec
ciosas han sido propuestos. La finalidad de los rnodelos aplicados a la epiderniología es
proporcionar informacióu útil para tomar decisiones, establecer medidas operativas en
el control de una enfennedacl infecciosa [110,111].

Una pregunta fundarnental en el estudio de las epidemias es si j¡t enfennedad de
saparecerá. Esto va a depender de tasas de transrnisión y rccuperación de la. enfer
medad.La tasa de trculsrnisión dependerá de 1nuchos factores, entre elJos la infectividad
y la conectividad de la población. Uno de los 1110c1elos más utilizados paTa el estudio de:
epidemias es el susceptible-infeccioso-recuperado (SIR), que se utiliza en enfermedades
infecciosas en las que se aelquiere irnnunidad permanente después de padecer la inlec
ción [110,111].

Entre los rnodelos estocásticos hay una gran variedad, incluyendo el uso de ecua
ciones diferenciales cstoC(:Ísticas, autómatas celulares, agentes y redes. l.Jos IJlCJde10s con
redes están sienclo utilizados cada vez mas, debido a que perrniten sinlular de forma
más real la estructura de la pobla.ción y su evolución en relaciórl a la transmisión de
enfermedades. Los modelos con redes o grafos están cCJInpuestos por nodos o vértices
conectados por arcos que pueden representar relaciones sociales, ecoTlóruicas u otras.
La evolución de la red ocurre de diversas formas [112, lUj. La rnayoría. de los estudios
ele la dinánrica de enfennedades se ha hecho utilizando redes estáticas. En esta sección
presentamos un modelo de propagración de epidemias tipo SIR en una red coevolutiva,
que hemos propuesto recientcrnente [;::1:3].

Por otra parte, nuevos estudios están conlenzculdo a utilizar las redes dináuticas co
evolutivas o adaptativas, donde la estructura de la red caJnbia y esto afecta la dinánrica
de la epidenria. Estas redes son más cCJInple.ias de analizar, pero pueden ser más reales .
.Y parece lógico asumir que irldividuos sanos evita.rán tener contactos con individuos
infectados. De esta fonna la relación entre dos individuos se verá afectada. Este carn
bio en las conexiones entre inclividnos pnede tener un efecto sobre la evolución ele la
epidemia [24,114].

lnvestiganlos cómo se interrelacionan la topología ele la red con la propagacJOn ele
la enfcrrncdad. En particular, dada nna proba.bi]idad de contagio entrc individuos, (;1
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asumirnos lHW probabilidad (1-- )~ para elirnillar un enlace entre nodos (individuos).
Adicionalnlente, estudiamos corno el gra,elo ele conectividad rnedia k ele la reel afecta la
evolución de la epidernia o enfennedacl. Estudios similares, clonde la estnldura de la
topología Wl, cambiando hall sido realizados 1115]. La población es representada corno
una colección de individuos, llanlados nodos y los nodos están relacionados por un
enlace, los cuaJes representan rc1aciones entre individuos con potencial ele trasrnitir la
enfennedad si alguno está infectDc10 [81].

Un agente n puede tener tres estados posibles, susceptible;c;;s, infectado:::;;i y recuper
ado=r. Solamente existe interacción entre dos nodos si uno se encuentra ell un estado
i, y el otl'O está en un estado s, y viceversa. Esta interacción es la única que perrnite
la pl'Opaga.ción de la enfermedad en el sisterua. Sea Un el conjunto de vecinos del nodo
l/.. Definirnos ("!corno la pl'Obabiliclacl de translnisión ele la infección de llTl agente a
otro; rnientras que denotanlOs por C'/ la probabilidad de recuperación espontánea de un
agente.

Considcrcmos inicialmente tIna red aleatOJ'ia con N nodos :y grado prornedio f;;, con
un solo nodo infectado en el sistema. La. dinárnica del sisterna se define rucdiante el
siguiente algoritnlo itcrativo:

1. Se escoge un agente 'í¿ de Inanera aleatoria.

2. Si el nodo 11 está en UD estado infectado (i), entonces con probabilidad C'/ 1I paSil
al estado recupera.do (r). C:OIl probabilidad (1 -- ¡) se seleccionil aleatoriarnente
uno de sus vecinos In E~ Un.' Si In está en estado susceptible (s), entonces 111

pasa al estado infectado (i) con probabilidaclB y con probabilidad (1 --n. se
clescOllecta, de 711 para evitar el contagio y se reconecta con otro 1 1:- 1/11. escogido
aleatoriarnente.

3. Si el nodo TI. está en un estado susceptible (s), entonces se selecciona aleatoriamente
uno de sus vecinos In C~ Un' Si 711 esta infectado (i), entonces con probahilid;:¡,d (1
n paSé) al estado infectado: y con probabilidad ('l ····1'1 n se desconecta de Irl pan)
evitar el contagio y se reconecta con otro 1 ~ Un escogido aleatoriarnente.

Consideramos un paso de tiempo como N iteraciones de este algoritmo. Ij~ste i¡lgo
ritmo se repite sucesivamente hasta qlW el número total de nodos en estado infectado
sea igual a cero, lo cual define el estado asintótico elel sisterna. IDsta es la condición para
terminar la sirnulación, ya que el sisterna llega a un estado estacionario. Nótese que la
red rnantiene constante el número de nodos y el núrnero de conexiones totales.

Con la finalidad ele analizar córuo la dinánrica y la topología de la reel afectan la
evolución de las enfermedades tipo SIR, fijamos el parálnetro de recuperación en un
valor¡ ::;;: 0.02, el cual corresponde a la tasa de recuperación observada para varias
enferrnediJeles tipo SIR, que depende ele la. escala ternporal con la que se trabaje (días,
sernanas, aüos, etc.) lIJO, 116). UtilizanlOs distintos valores para. los paráIlrctros de
transmisión .3
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Figura 5.4: S' en función de el esüulo asin/.ólico. N 500. k 8, I O.cJ2. T'odos los
da/.os se calculan cmno un pr-oTlw(ho de 500 Teabzaciones de condú;ioncs ú7.ú;úl.les.

Debido a la naturaleza estocástica del algoritmo de simula.ción, los resultados se
presenteu] utilizando prorllcdios de las variables sobw varias realizaciones de condiciones
iniciales.

En las simulaciones mostradas se utilizan N :c= 500 nodos, con k ::-ce 4,8, 16,24, .Y se
calculan los promedios utilizando al menos 100 realizaciones de eada eonfignración.

Definimos S como la fracción promedio de agentes que se encuentran en el estado
susceptible en c1 sistema. La primera siruu1ación, la hacernos variando la tasa de trans
rnisión (J En la Figura 5.4 se prlede observar que la fracción ele agentes susceptibles ,5'
en el estado asintótico cae a cero a ruedida que la tasa de trc¡nsrnisión de la enferrncdad

llace rnás grande. Este resllltado es el esperado, sin ernbargo esirnportélnte resaltar
que a partir elel valor 0.06 es cuando la proporción de individuos susceptibles o
sanos dejél. de ser lUlO (100 de la población).

En la Figura 5.5 se presentan los ticrnpos necesarios para llegar al estado asintótico
del sisterna, denotado por TL.De fonna general se puede afirrnar que a rnayor tasa de
transrnisión /;hnayor será el tiernpo necesario para llegaT al estado donde no hay nodos
infectados. l<;ste resultado puede resultar contraintuitivo, y es opuesto a 10 que sucedería
en una red estática [117] y de aquí su irnportancia para el estudio de la propagación
de enfcnnedades en el rnundo real. Una manera de explicar este fenórneno es pensar
que al tener un valor ,Bpequello, la probabilidad de reconexión (1 -- ¡I es grande, y

de esta forma la red se protege contra la enferrnedad.En esta situación, no todos los
nodos l1egan a padecer la cnferrnec1ac1, y ésta desaparece ruás rápidarnente.Para valores
grandes ele () la enferrnedad llega a rnás indivicluos y pennanece rnás tiernpo en el
sistelna: en este caso la probabilidad de reconexión (J /J para protegerse es IHUY

baja.
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Figura 5.5: 'I'L en función ele ,3 k =ce 8, 1/ .=c Cl.Cl2. 7'oel08 los dedos se calcula'n conw un

pT07nedio de 500 si'tniulaciones de Monte Ca7'lo.

En la Figura 5.6 se ¡nuestra la fracción prornedio de nodos infectados 1 como función
del tiernpo, para distintos valores de k. Se puede observar que la cantidad 1 alcanza
un valor rnáxinlO para. cada k: en su evolución tempora.l. l<~l va.lor del tiernpo para el
cmd ocmre este rnáxinlO disrninuye a rncelic1a que auruenta el grado k ele la red. Este
resultado indica qlle a mayor conectividad de la red, la propagación de la enfenueclac1,
reflejada en la fracción pl'Ornedio de infectados !, ocurre rnas rápidanlente y con rnayor
intensidad.

T.ia Figma 5.7 rnuestra la fracción prOlnedio de agentes susceptibles S en función ele
/? para distintos valores de k:. Se puede observar que cuanclo k CtlJrUcnta, la proporción
ele nodos susceptibles en el estado asintótico disrninuyc: para un /xlado.

En la Figura 5.8 nluestra la gráfica del tíernpo asintótico T L en función de
distintos 1;:. Como puede observarse, el tiempo de siruulación para un /fijo es rna.yor para
las redes de rna.yor grado de conectividad k:. Esto puede explicarse debido a que, cuando
la red tiene poca conectividad, la enfennedacl no l1ega a todos los individuos y por lo
tanto se extingne IrJéÍS rúpidarnente. Luego, una red con poco gTéI.c1o de conectividad
tiene un potencial mayor de extingllir rnás rápidarnente nl1a epidemia tipo SIR.

En conclusión, en esta sección llelnos prescnLl.do IIn rnodelo clásico epiderniológico
susceptible-infeccioso-recnperado (SIR) utilizando las redes coevolutivas

Henlos observado que, a lnayOl' tasa de translnisión de la enfcnneclacl (:imayor será el
tielupo necesario para negar al estado asintótico donde no 11ay nodos infectados. Este
fcnónleno ,se debe al proceso de recableado que OClUTe en la l'(~c1: ;::¡] tener una tasa de
tl'ansrnisión /:!lJaja, la probabilidad de reconexión (1-· /1 es grande y de esta fauna
la red se protege contra. la enferrnedacl. En esta situacicín, no todos jos nodos llegan ;::\
contraer la enferrnedad, y ésta desaparece más rápidarnente. Para valores grandes de
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5.2 2\ilocle1o de epidemias en redes cocliolutivas.
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Figura 5.6: I en fnru:'ión dcll/tern.po para distintos valOTcs de ii:. h:=e !i (cuadrados), k = 8
(ch·cu.los), k: =0= 16 (triángulos).

l~ la epidemia alcanza a. rnás individuos y pennanece: lnás tiernpo en el sistema: en
este caso la probabilidad de recone:xión (1-- ¡y para protegerse es muy baja, y la red
sucumbe ante: la enfennedacL

Los lnoddos con dinámica coevolutiva, corno el que hemos presentado, pueden ser
irnportantes para optüni7.ar la utili7.ación de recursos y evitar la propagación ele virus
en la población.

Ji;n particulaT, deseamos lnencionar algunas consecuencias desde el punto de vista
práctico que sugieren los resultados mostrados. En pl'inlCr lugar, debemos resaltar que
poblaciones donde sus individuos se encuentran alt.ament.e conectados, por ejemplo,
poblaciones hacinadas, son lnás vulnerables a la propagacióll de epidernias. ü~n segundo
lngar, nuestros resultados rnl1estl'an la irnportancia de las reconcxiOlles, por ejernplo,
rnovilic1ac1, en la prevención de la propagación ele las epiderniils.
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Figura 5.7: S' enfnnción de (JpaTa dishnJos valoTes de k. 1;: :co: 4 (ch'cvlos), /(;co, 8 (cnadTados),
k: = 16 (trúí'ngvlos), 1;; :cco 24 (rmnbos).
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Figura 5.8: T rJ en fnnción de (Jpa'l'a dishntos valoTes de A;. ¡" :ce 11 (e{¡·cv.los), k 8 (cv.adTa

dos), A; =.c: 16 (triángv,los) :u 1;; := 24 (ro'lnbos).
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Los cicmiJficos mc lw¡¡ dic}¡o Cjuc los hombH!s y las lml··

.icres cs(:,;'n hcchos ele á(,o/IJos. Sin embargo, U]] pajiu'i(o

me ha dicho Cjuc es(;-ÍlI hec}¡os de hist:oria.

EDUAHDO GALEANO, l-,os r11.10S DE LOS DÍAS

(2D]l).

Un modelo general para sistemas
dinámicos coevolutivos

l'vluchos sistelllilS cornplejos observados en la natluale?:a pueden ser descritos corno
redes dinánlicas de elementos irlteractuantes o nodos, donde las conexiones y los es
tados de los e1ernentos evolucionan sirnultáneamente [2¿J, 27, 118120j. Los enlaces que
representan las inten,cciones entre nodos pueden cambiar SIl intensidad, aparecer o de
saparecer, mientras el sisterna evoluciona en distintas escalas temporales. En nmchos
casos, estas rnodificaciones en la topología de la red se llevan a cabo eOlno Ull efecto
de retroalimentación a la dinámica de los estados de los nodos: la red canlbia en re
spuesta de la evolución de esos estados, que a su ve?: deterrninan la rnan.era elL que se
modifica la red. Los sistemas que presentan este acoplamiento emre la topología y los
estados de los nodos han sido denominados sistemas dinámicos coevolutivos o redes
adaptativas [24,27,118], así como mencionalnos en el Capítulo 4.

La dinámica coevolutiva ha sido estudiada en el contexto de sistelnas dinámicos
espaciotemporales, tales como redes neuronales [25,121], redes de rnapas acoplados
[122, 12:3], redes de (~lementos rnóbiles [124] sincroni?:ación en redes 112:3], así conlO
tarnbién en teoría de juegos [27, 118, 126], dinámica de espines [127], propagación de
epidemias [33,114,1281:301, y rnodelos de dinálnica social y de forlnación de opinión
[:32, l:Hl:36].

En rnuchos sistemas donde se irnplernenta este tipo de dilJánüca, se puede obser
var una transición entre dos regünenes: una fase en la c¡ue la IILayoría de los nodos se
encuentran en el ruismo estado. formando una red cOLlectada de Lamaúo sirnilar al del
sisterna, y otra fase donde la red se encuentra fra.gmentada en pec¡ueüos cornponentes
desconectados, cada lIno constituido por nodos en url misrno estado 11:371. Esta tran
sición de fnlgnlcntación esUi relacionada con la diferencia en las escalas telnporales de
los procesos que gohieITkUl las dos dinámicas: el estado de los nodos y la red de inter
acciones [1:n]. Erl esos rnoeJelos estndiacJos hasta ahora, las escalas ternporales eJe los
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G.l Proceso c/c rccablc21c/O 55

procesos de interacción entre los nodos y los carnbios en SllS conexiones se encuentran
acoplados, y son controlados por un solo parámetro en el sisterna.

El fenómeno de coevolución irltToduce una pregunta fundarnental en las redes dinárni
cas: ¿la dinárnica de los nodos controla la topología de la red, o la topología de la red
controla de dinálniccl. de los estados de los nodos? En este Capítulo proponen)osun
Inarco general para abordar esta pregunta, que heInos publicado reeienternente [34].
ConsideraInos que el proceso por el cual los nodos camhian su vecindad, llaInado reca-·
blcado, y el proceso por el cual un nodo caInbia su estado, poseen SlJS propias clinéínlicas.
Adelnás, asuInirnos qrle estos dos procesos pueden ser independientes el uno del otro.
Como consecuencié\. de esta suposición, el comportaIniento colectivo de un sistema co
evolutivo puede ser estudiado en el espacio de pé\.rámetros representados por las escalas
ternpora]es de aInbos procesos. Una dinárnica de coevolnción particular puede ser de
scrita rnediante la fornmlación de una condición de acoplamiento específica entre los
dos procesos que cornpiten en la red. Tvrostrarelllos que el cOlnportanliento colectivo y
la existencia de una transición de fragrnentación en la red para diversos rnoclelos de co
evolución dados, puede ser predicha en general a partir del diagralna de fase del sistema
en este espacio de parárnetros.

Concentr6rnOllos en los mecanismos para el proceso de recableado del fenónleno
de coevolución. Por sirnplicidacL consideralJ10S que el rlúrnero de conexiones en la red
se conserva. Entonces, asumirnos que cualquier proceso de recableado consiste en dos
acciones básicas: desconexión y reconexión entre nodos. Ambas acciones de desconexión
.Y conexión son frecuerrtes en las relaciones sociales, sisternas biológicos y dinárnica
económica [24,32,120,135].

6.1. Proceso de recableado

En ¡~eneral, cualquiera de las dos acciones e1el proceso de recableado, desconexiénr .Y
reconexión, se basa en algún rnecanismo de comparación de los estados de los nodos.
Definimos el parárnetro el 0: [0,1], que Inide la tendencia a efectuar la clesconexión de
dos nodos con estados id6nticos; es decir, el representa la probabilidad de que dos nodos
con estados idénticos se desconecten, .Y 1 -- el cs la probabilidad de que dos nodos con
estados diferentes se desconecten. De igual manera, definirnos el parárnetro T E [O, 11,
quc describe la probabilidad de que dos nodos con estados idónticos se conec:Len, .Y por
lo tanto 1 -- T es la probabilidad de quc dos nodos con estados diferentes sc conecten
entre sí. La acción de descorrexiórl pucde interpretanse corno una especie de repulsión
o exclusión entre nodos; en el contexto social corresponde a fobia. Por otro lado, la
acción de conexión puede representar una atracción o afiniclcld entre nodos; lo cual en
el contexto social se denomina filia. Un proceso de recableado se puede caracterizar con
la etiqueta elT, donde el indica la probabilidad de desconexión entre nodos qne tienen el
rnisrno estado, y T asigna la probabilidad dereconexión entre nodos qlle poseen el rnisrno
estado. Luego, podernos construir el plano (el, T), donde cualquier proceso ele recableado
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Coevolución de la topología y la dinámica en redes
).L 11ft/'era (l1.al. f:fJl ... ~J5 (1011) 53006

Cocvolucíón consíste en dos procesos que coexisten:
• Recableado: un nodo cambia sus conexiones con probabilidad ¡.~

• Dinámica: un nodo cambia su estado con probabilidad ¡.~

Nuestras p'remisas:

L Recableado y dinámica ser independientes.

2. El pro<:es() de rec¡,blc'ado en dos acciones básicas:

desconexión y entre nodos.

acdones, desconexión y reconex.ión. ocurren mediante
criterio de comparación de los estados de los agentes.

silnplie,dad alnoas

Un modelo coevolutivo consiste en una relación funcional que acopla r~ y r;

56

Figura 6.1: Esqv.erno. co·ncepl:o.o.l de n:uesLTO m.ode/o r¡erLero.l:¿zuao po.ro. coevo1'11. cÚJn. de Lopolog{o.
y d·¿nárl1:¿co. en redes.

entre nodos, su.ieta. a las acciones de desconexión-reconcxión, puede ser representado
C01no un punto en este plano. La Figura 6.1 presenta el esquerna conceptnal de nlll:stro
modelo para la coevolución de topología y dinárnica en redes.

Como e.iemplos ilustrativos, prinIero considerarernos una expresión discreta del plano
(el, r) de la manera siguiente. Asunúmos que las acciones del proceso recableac1o, c1e
sconexión o reconexión, puec1ml realizarse siguiendo tres mecanismos distintos: sirnilitud
8 (interacción entre nodos que comparten el rnisrno estado), aleatoriec1adIl. (iIIterac
ción entre nodos sin irnporta.r sus estados), y disinülitud D (irlteracciórl entre noclos que
tienen estados distintos). Entonces, ambos paránlCtros '1' .Y el solanlente pueden tOInar
los valores O(D), 0.5(11.), y 1(8). De est.a manera, resultan nueve posibles procesos de
recableado, basados en las cornbinaciones de estas acciones .y de sus lnecanisrnos, corno
se muestra la Figura. 6.2.

Por cjenlplo, cLT== R8 identifica un proceso de reccIbleado donde el nodo ¡ se de
sconecta de un nodo j escogido aleatoriarnentc, y luego se recorlectaa un noclo 'In cu.'>'o
estado sea igual al del nodo .¿. Ba.io este esquema, podemos clasificar rnuchos de los pro
cesos de recableado previamente utilizados en la literatura. Por e.iemplo, un proceso R8
corresponde al usado en la referencia [32]; un proceso D8 se utilizó en la referencia [1311;
rniertiras que los procesos de rccableado utilizados en [L:)2B4] se pucclcn identificar
como tipo DR. Note que solamente el proceso de rccablcaclo IU? es eornp1ctarncnte
independiente de los estados de los llodos.
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Figura 6.2: Proccsos disCTdos de Tembleado en el espacio de las acciones descm¿e:¡;úJT¿
Tcconc:f'ión (d, r). Cada acción ]J'u,cdcn llevarsc a cabo '/n(xlian IJ? I/¡'CS ·/n.cco:n:isrnos: s'inúl'il:ud
(S), aleaLoTú:dad (1t) )j diléTcncia (D). Las e.Lú¡1LcLas de dos lel:ros nUfyúscv,la elcscTibeTl. el
jJToceso de Tecablcado dI' Tcsv.ltanlc. Los jiTocesos q'UC 'II1.u.esl:ran la I:ro:nsieión elc fragTlLCnlaeú5n
en TI:ucsl:ro rnodclo csLán TcsaUados c·n gris.

6.2. Coevolución generalizada

En nuestro eSCjl1en1a general 11n sisterna coevolutivo puede ser analizado de la sigu
iente manera. Asumimos que la dinámica del sistema puede ser clescrito por la coexis
tencia de un proceso de l'ecablcado elT que se lleva a cabo con probabilidad P" .Y un
proceso de cmnbio de estado de los nodos, que OCUlTe con probabilidad Pe· Debemos
recalcar que c/,-r' describe cónlO ocurre el proceso de recableado, .Y PI indica la velocidad
a la cual OCUlTe ese proceso. Asumimos que las probabilidades p/.y P, pueden ser in
dependientes. Por 10 tanto, la din:irnica de sistemas coevolutivos está representada. por
cuatro parámetros, d,r ,PI ,Pe' El comportarniento colectivo del sistema puede ser car
acterizado en el espacio de estos parámetros. Luego, un 11lOdelo coevolutivo específico
asociado a un proceso de recableado dI'. consiste en una relación funcional entre las
probabilidades P,. y Pe que corresponde a una curva en el pla.no (I)¡"P,).

Como una aplicación de este esquema, consideremos una red aleatoria de N nodos
que posee un grado promedio ii;; es decir, k es el número prornedio de vecinos de un
nodo. Sea I./i el conjunto de vecinos del nodo '1, el cual posee k¡ elementos. Asumilnos
que la topología de la red está sujeta a un proceso de rccableado dI'. Por sitnplicidacL
para la dinámica de los nodos hernos escogido una regla de imitación directa, sirnilar
a la del modelo del votante, la cual ha sido utilizada en varios contextos [~32, 43, 106
108]. El estado de un nodo '1 se denota por .9¡, donde .9i puede tonlar cualquiera de G
posibles opciones. Los estados .!Ji se asignan inicialnlCnte de nlanera aleatoria con una
distribución uniforme. Luego, el núnlero promedio de nodos en cada estado en la red
inicial es¡ = N IG.

La dinámica de coevolucíón en este sistema se ddille l11ediante los siguientes pasos

www.bdigital.ula.ve

Atribución - No Comercial - Compartir Igual 3.0 Venezuela 
(CC BY - NC - SA 3.0 VE )



6.2 CocFolución gcnerahzac1a.

iterativos:

]. Escoger de rnanera aleatoria un nodo i tal que k¡ > D.

58

2. Con probabilidad Pn aplicar el proceso de recableado dr: romper la corleXlOn
existente entre el c1e1l1ento .{ y uno de sus vecinos.J E:: I/¡ que satisfaga el rnec:<rnislllo
de desconexión d, y estalllecer rllla nueva conexión entre el e1crnento i y 1m nodo
l ~ l/¡ que satisfaga el mecanisrno de reconexión r.

3. Escoger de 1nanera aleatoria un nodo 'In. E l/¡ tal qne .!J¡ /: gm' Con J)robabilidad
Pe 1 hacer g¡ =:: gl))'

El paso 2 describe el proceso de recableado que pernrite la adquisición de n1IeVaS
conexiones, rnient1"as que el paso 3 nmestra el proceso de carnbio de cstado; en este caso
los estados se hacen sirnilares corno rcsultado de las conexiones. lIemos vcrificado que
el cornportarniento colectivo elel sistellla es estadísticalllCnLeinvariante si los pasos 2 y
(3 del algori trno son intercambiados.

I:~l tarnaJlO ele la red N, el grado prornedio k, :'/ el núrnero de opcic)]Ies G pernlclnecen
constantes durante la evolución del sistenlC1.L1JC~go, dado rm proceso de recablcado elr,
los parárnetros de nuestro rnodelo son la probabilidad de recableado P" y la probabilidad
de carnbio de estado de 1m nodo Pe.

La dinámica de irnitación que se lw escogido para los noelos hace que el núrnero de
pares ele nodos conectados con estados iguales arnnente, mientras que algunos procesos
ele recableado pueden favorecer la fragrnentación de la red. Por 10 tanto, la evolución
temporal del sistelna eventualmente podría conducir a la forrnación de U1I conjunto de
componentes independientes, o subgrafos, donde todos los rniernbros ele un subgrafo
cornparten el mismo estado. A estos subgrafos los denOInirlanlOs dmniráos.

Para caracteriíéar el cornportamiento colectivo del sistema enl pleamos, corno parÓDretro
de orden, el tarnaüo promed io nonnalizado del donlinio luás grande del sisterna,
La l"igura 6.3 l1lUestra en función ele la probabilidad P" para los procesos discretc)s
de recableado de la Figura 6.2, sobre una red con k = 4, para una valor fijo de PI"

Observanros que la mayoría de los procesos ele recableado en la I;'igura 6.2 conducen
a. estados colectivos caracterizados por valores de Sm -'-1 1 que corresponden a dominios
cuyos tcunai'lOs SOll cOIuparables con el tarnaüo del sistelna. Sin enrbargo, los procesos
de rccableado D5' y R.8 exhiben una transición de fragrnentaciórl para. un valor crítico
de P,., de un régimen gobernado por un dominio grande, a un estado que consiste en
pequeños dominios donde 5'm.-1 O. Los procesos de recableado elr con r = 5' pueden
sostener un régirnen estable que consiste en pequeños dominios (SS rnantiene estadísti
camente invariante la estructura de la red inicial). El punto crítico F¡* de la transición de
fri:r2;rnentación de dorninios se estirna, en cada caso, en el valor de PI' para el cual ocurre
la f] uctuación máxirua del parámetro de orden 5"11 .En la figura inserlctda de la Figura
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Figura 6.3: 5'71, en fanC'ión ele PT paTa los .9 procesos de Tecableadom,cJst:rados en la Pigu//a
6.2, para Pe c,;: 0.60 y e·,,,, 320. Los pa'nJ/II¡ehDS de la red son N 3200 Y 1;: = 4. Sólo
los p'1'Ocesos de recableado DE! (l'T"iángvJos) y RE! (c{¡'c'ILios ¡-ellenos) e:dlilbe'o, ?LIla tra'o,sú:ú5n
de fragTo,enlación. Las baT'Ias de erTDr indú:cu¿ las desviaciones estándar oblenúlas sobre J00
realizaciones de condicúnws iniciales paT'a cado. valor de I~¡.. En la hn,agen h¿''icrt,o.da: Análisis
de escala'm:ú;'o,to de tan¡,CU7:O .fin.il:o; las cu/rvas eolapsu/o, con el e:cponenü; O' cc" 0.5) paro. el
proceso de n:cableado RS' con Pe 0.60. 'j'o.Tlla'lios de sistema N son 3200 (c{¡calos), 1800
(lrúínqv)os) , 800 (dianuro,tes), 400 (cuadrados), 200 (cúcldos T-ellco,os).

6.3 se muestra el análisis de tarnaüo finito para el proceso de recélbleaclo R8 sobre un.a
red con k = 4, donde graJicamos N Cl 8m. versus N(P¡ o,. p¡:) , conP,: = 0.G41 :L 0.007,
y para varios talnaJ10S del sistema. Encontramos un colapso de los datos en la región
crítica cuando Ct ,= O.GO J:: O.OG. Un análisis de escala sirnilar para el proceso de recablea
do D8 en la Figura 6.3 arroja los valores P,* =: (USO ::t: 0.007 y (1 ::= 0.20 ::1: O.OG. Luego,
existe una función universal de escala F tal que Sm == N'üF(N(IJ¡ P,')) asociada a
cada proceso RS y D S.

Para un proceso de recableado dado, el comportarniento colectivo del sistema puede
ser caracterizado en términos de la cantidad Sin en el espacio de parárnetros (P" [~J

Las Figuras 6.4(a) y 6.4(b) lnuestran los diagralnas ele fase que aparecen en el plano
(PI'; Pe:) cuando se enlplean los procesos ele recableado R8 y D8, respectivarnente, en
redes con distintos valores de k. En ambos casos, para cada valor de k:, aparecen dos
fases que dependen de los parámetros [le Y PI: una fase contiene solarnente pequeños
dOlninios y esta caracterizada Sm,,--j O; la otra fase se distingue por la forrnación de un
dorninio grande, lo cual se caracteriza con valores de grandes. Estas dos regiones
están separadas por una curva crítica (Pe':' p,;'),

La Figura 6.4 expresa el cliagrarna ele fase general de un sisterna coevo1utivo su
jeto él una clinárnica de los nodos dada y un proceso de recableado dado. En este
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Figura G.4: PrO?LleTas críhcas en el espacio ele pairiÍTn.e/ToS (P,., Pe) paTa la !TaiILsú;ú57L ele
fragrn.enlacúSn. asoóada a dos pmcesos de Tecableado en. 'Uina Ted con N == ~~200. Cada cU/I"ua
inchea la fronlem COITCsp01ulicnJc q'Ue separa las regiones donde c:cis!e 'IUI, d07n:inio g'iga:nLe
(encún.a de lo. C'UTVo.) /J 'i/,n esl.ado fOTrrw.elo pOT m'Uchos peq'Ueños donún,ios (abajo de lo. cv,Tva).
(a)PToceso de Teeo.bleado R.5', e,,,·· :320 Y k~ 2 (c'U:rva con c/w,dnulos); k; ,co" {l (C'U,TOo. eon
drc'Ulos); k: -~-= 8 con Lo. e'Uiroa segr(u;n!,ada es lo. rdo.eú5n Pe "'=, 1 p¡, y la
Unea Jyu,'1deado. es la .,.elo.eiÓT¿ PI' L.72P¡. sin(TiP,), (b )PT'(XXSO ele 'reco.bleado D/::; con e 'c. 2
en 'Una red con 7;~ 4 (c'U,Tva con CíTC'UJOS); k 'co. 8 (Cu,Tva con, Todos los p'u:n.los
son v:n. pmmedio de 100 .,.ealizaóon,es de cO?I.cl-icioncs iniieúúes.

diagrama se pueden presentar diversos IIIOdelos ele coevolucióll al fornlular relac:iolles
de acoplamientos específicos entre la proba.bilidad de recableado yla prob:tbilielad de
canlbio de estado de un nodo, En g;eneraL tal a.coplarniento puede ser expresado corno
una relación funcional Pe =, f (PI') que describe una curva en el espacio de parárnetros
de la Figura 6.4. Por ejemplo, considere la rclaciónPc ==] PI' en el dia¡~ranla de
fases ele la Figura 6.4(a). Esta relación corresponde al rnoclclo coevolutivo propuesto
por Hohne y Newman [321, que usa el proceso de recableado del tipo l?S, unmoclclo
que ahora aparece como un caso particular en nuestra forrnulación general. En ese caso,
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la transición de fra.grnentación, de nn dOIninio gigante a rnnchos dorninios pequellos en
una red caracterizada por un valor de h; ocurrirá cuando esté) línea recta intersecte la
curva crítica correspondiente en la Figura. 6.4(a). Este!s intersecciones OCUlTen en los
valores P¡.' =-" 0.171 para h' =, 2, P,~ c= 0.458 para h~ ec: 4, y P,*c= 0.722 paTa k::: 8,
los cuales concuerdan con los valorcs críticos reportados .y obtenidos por un rn6toclo
diferente en [32]. Sirnilarmente, si se utiliza el proceso de recablcaclo D8 y la relación
funcional Pe =c 1 - ]J" obtenemos el rnodelo del votante de dos estados, introducido
en [B11, como TUI caso particular de mTestro esquerna generalizado. La intersección de
la linea Pe :~:: 1 -- PI' con la frontera crítica que corresponde a k; e:: 4 en el diagrarna
de fase en Figura 6.4(b) indica el valor crítico P,* := 0.375. Este valor concllerda con el
calculado utilizando un p1"Ocedimiento distinto en [Ln]. Adicionahnente, para una red
con k c= 8, nuestro esquerna predice un valor crítico para este rnoclelo de P,: =: 0.65:~.

El diagrama de fase en la Figura 6.4 tarnbi6n predice los valores críticos (P,:", P~:)

para las transiciones de fragrnentación de la red en rnoelelos ele coevolución Inás corn
plicados. Por ejemplo, considere la relación rro lineal Pe := aP,o sin(íTP,.) en el espacio de
parámet.l'Os de la Figura 6.4(a). Para CI o::: 1.72, esta función cruza la frontera crítica aso
ciada con k=c: 11 en la Figura6.4(a) dos veces, cuando P,* ::c: 0.25, que corresponde a lUla
recornbinación de la red, y para P,*0.77, donde ocurre una transición de fragmentación.
En el rango de pa.rámetros PI' E (0.25, O. (7), la función se encuerltrél dentro ele la re
gión del dia.grama de fase correspondiente a un dominio grande. Luego, en un modelo
de coevolución descrito por esta función en una red caracterizada con k= 4, debería
existir un dominio grande en este rango de parárnetros . Para X; :c:: 2. sólo existiría una
fase fragnIentada para esta función de coevolución.

La Figura 6.5 nJuestra en función de PI' para los dos rnodelos de coevolucióLI
presentados en la Figura 6.11 para. UIla red con k := 4. Para el modelo en re1'. [32], la
transición de fragrnentación se lleva a cabo para una valor P,* predicho en laF'igunt
6.11. Sinü1annente, para el nrodelo no lineal hernos confirrnado la exist.encia de una fase
de un dorninio grande confinado en la región PI' e (0.25,0.77).

Ta.lllbién, hernos investigado el conlportamicnto del sisterna en el espacio de parárnet
ros (d, '1') que describe procesos de recablcado geneud, rnantenieJldo fijos los dernás
parámetros del sistema. Como en los casos anteriores. comenzamos con una red aleato
ria y una cListribución aleatoria uniforme de los estados g¡. Corno ejernplo, asurninros
una. dinámica tal que [JI' = 1 (sielnpre se aplica el proceso de recableado) y Pe :c"' 1 (los
nodos siernpre copian el estado de un vecino). El algoritnlo de dinámica coevolutiva
def1nido anteriormente se puede ernplcar variando los parárnetros el ,y T.

La Figura. 6.6(a) muestra el tamaiío norrnalizado de la cornponente más grande de la
red 8, sin irnportar los estados ele los nodos, en función T, para el :;:: 0.2. La cantidad
S revela una transición de fragrncntación en ]a reel en el valor de '1' :::-" 0.938. rraInbión
11emos calculado, para tiernpos largos, el tctmarlo promedio nonnalizado del subconjunto
de noclos cC)l)ectados que cOlnparten nn rnisrno estado, sobre el cornponente rnás grande
de la red, denot.ado por Sg.La Figma 6.6(a) nluestra S--- Su vs. T. Observarnos que
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Figura 6.5: 8,n. corno fanción de PI' para diferentes cv:'''/)(I,s de cocvolucú5n, sujetas o U'/L

proceso de nxablcado R.8 e'/I la Pig'U.ra 6.l¡(a), en 'U.na red cml k: ," /1. Pe "1 p/ (caadrados);

Pe == 1.72Pr sin(7rPI') (d:rcu.los). 8e realiza'/'on 100 rco.lizacúmcs paro codo valor de PI"

5' ...- Sg = O para r < 0.56, lo que significa que todos Jos nodos en el componente rnás
grande cornparten, en prOlnedio, el rnisrno estado. Puesto que S"..} 1 para r < 0.56,
existe mI elorninio gnlnde, cuyo tanHl.l'lo es conlpa.rahle con el talTlalclo elel sisterna.Parn
r > CUJ:38 , tenernos S- Sq ._} Oy 8---> O, qne corresponde con la aparición de lnúltiples
clorninios pequerlOs en el sisterna.En el rango 0.56 < r < 0.96, observcunos que S - Sq >
O, lo que indica qtw no todos los nodos en la cornponente rnás grculcle de la red comparten
el rnisrno estado. Puesto qne S._> 1 en este rango de r, el sisterna nqllÍ consiste en lUln
componente conectada cuyo tarnaüo es del orden del tanlaüo del sisterua. Luego, en el
rango 0.56 < r < 0.9238 encontramos una situación donde subcorljuntos corr diferentes
estados coexisten sobre una red conectada grande. Con el fin de dilucidar la naturaJe:0a
de este comporta.nriento, mostramos en la figura insertada de la Figura 6.6(a.), un gráfico
semi10garítmico del tienrpo promedio T para el cual se alcan:0a un dorninio grande en el
sisterna (5' = 5'.'1 = 1), en función del tarnaño elel sistema N, para diferentes valores de T.

Encontramos que T escala exponenciaLnlente con N de la forma T r-J • Luego, la fase
consistente en un donrinio grande no puede fonnarse en un sisterna de tarnaüoinfinito.
Para un sisteDla ele tamaño finito .. la componente grande de la red donde coexisten
varios estados debe decaer eventua111lCnte hasta convertirse en un dOluürio grande (un
solo estado). Bernos obtenido numéricamente los exponentes ü ce 0.OCi4 para T = 0.2, en
la región de un dominio grandc\ y (\ =: 0.167 para Te:: 0.8 en la región de una cOlnponente
grande con coexistencia de estados, de la Figura 6.6(a). Esto significa qne el tiernpo
prornedio de decairniento T para la cornponente grande con coexistencia ele varios estado
es, en varios ordenes de rnagnituel, más grande qne el tiernpo correspondiente n la fase de
lln domino grande. Para ¡V::;, 200, nllestros resultados implican tiernpos ele convergencia
el el orden de T ~ 10(; para 7' ::::: 0.2 y T ~ [(JI'! para T ce::; 0.8. Al incrernentar N, el
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Figura 6.6: (o) S (cuadrados) y S-S,e¡ (cin:vJos) en/úncú5n de r, po:ra el pTOCCSO de rccablcado
con cl·= CJ.2; F)r =e: 1; Pe := 1 G 2CJ. N 2CJCJ, y~; .::: 4. PClira cada valm' de '1'; se Tea lú;o,7'OTI. 10
reoIizaeio'll.es de e01uhcicnwsiniciale8. En la fig'UTa inseTlada: gTÚ/¡:ceI, de T 'US.

N po:raT =: 0.2 (enadnLllos 'I'dlc'lws) Jj 7' ==: 0.8 (drculos Telle'lws); panl, el 0,2 fijo. Ceula paso
de lie'l17po CO'l'7'cspondc a N -¡¿CTC/cún/cs dc la elinárnico.. (6) S (árculos) y Q (cuadrados) e'11,

I'U',r/,{:'1.0Tl, ele r. Lo. T!/.ochdo:rúLad Q es el pTmncdio oblenido sobTe 10 '/üdizacúm,es de condú:úJ'nes
iTácialcs. Todos las co'nl,idadcs cslán calc'U.ladas en L :ce 106 .

tiempo de decainüento de la cornpollC:nte grande con coexistencia ele varios estado no se
puede observar en la práctica. Luego, nuestros resultados para valores cOlJtinuos de los
parámetros '1' y el del proceso ele recableaelo sugieren un lllecanisnlo para la coexistencia
de subconjuntos de nodos con diferentes estados en una red grande conectada.

Este resultado es rc1evante, puesto que corno vimos en el Cé1pítulo 2, muchas redes
reales contienen comunidades conectadas fornléuldo una red grande. Con el fin de inves-
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tígar las propiedades topológicas de ]a red subyacente en este régirncn de coexistenciél
ele varios estados sobre una componente grande, calcularnos la función de rnoch¡laridad
C2 de la red, según el algoritrno de Girvan y Newrnan [42],

1 ,,(. k¿ k j ) _( ..(J (e) :,,~ 2111. ~ A ij -- -.¡,~- ¡) (.¡,

1,)

Recordemos que una. red posee una estructura rnodular o de comunidades, si est;) for
mada por subconjuntos donde los nodos de un subcorljunto están altarnente conectados
entre sí, lnientrclS que un número mucbo rnenor de enlaces conectan a subconjuntos
diferentes. En ll1Iestl'O easo. los diversos donlinios son los subconjuntos diferentes que
coexisten sobre la cOlnponente rnás grande de red.

La Figura 6.6(b) llllwstra la cantidad C2 prornediac!il sobre varias rcali;;,aciones de
condiciorlCs iniciales, en función de '1', con d = 0.2 fijo. Para '1' < 0.56, la modularidad q
se lnantiene aproxinladanlente constante en un valor de Q~ 0.51, que es característico
de una red aleatoria [138]. En la región 0.56 < '1' < 0.96, la. lDodulc:ridad q aurnenta,
indicando la presencia de estructuras modulares en la cornponente rnás grande de la red.
Para '1' = 0.95, la red se fra.gmenta (8 ..-~ O) y la modularidad cae él cero. En laF'igura
6.7 se lD1Jestra una visuali;;,ación de las redes resultantes en los tres rangos uJenciorlCtdos
del parárnetl'O T.

r 0.2

Figura 6.7: 1íi.sv.alización de. las Tedes T'csuUo:nlcs cn d~lcT'cnlcs n:gioTl.cs dc panírnch'Os dc
la FigvJ'O. 6.6. Tzqv:icnla: Red alealO'l"io. en eslru/o hmnogéneo, '1'::: 0.2. C'cnlTo: Red ele comu
nidacles. l' :c:: 0.8. DCTccha: Red fl'o.grncnlada, 1''' 0.95. PaTámclTos /I;/OS el :: 0.2: N ce:: 80,
1. = 1O~1.

Es irnportantc resaltar que la estructura ele cOInunidades es un estado transitorio
del sistcrna para ciertos valores de parámetros, según indica el tiempo de convergencia
T en la figura. insertada en la Figura 6.6(a). Sin ernbaTgo, el tiernpo de permanencia de
este estado transitorio aumenta cxponenciallIlente nI aumentar el tamaí10 del sistema
N, 10 que se den011lÍrta en la literatura un Supe'l),'I'O,'nsíe '11. Le. F'or lo tanto, en redes reales
que son de talnaüo N muy grande, la estructura de conlunidades en la práctica es
un estarlo observable cuasiestable. Por otro lado, nuestros resul tados pueden explicar
la observación ernpíricn sociológica de que cornunidades grandes en una sociedad (por
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ejemplo grupos de imnigra,ntes) susbsisten por rnc1s tiempo que cornunielades peqllCllas
[9].

Luego, nuestro nlodelo de coevolución generalizada proporciorw un rnccanisrno para
la fonnación .y persistencia de estructuras lllodulares, COlno las observadas en redes
reales.

La Figura 6.8 llluestra la red inicial y la red de cOlImnidades eTnergente para los
valores ele paráTnetro N ce::: 80, T ec' 0.8, el " 0.2, /; :c., 103 .

Figura 6.8: Visv.alizacú5n de la red 'inióal (izrrtÚe7'da) paTO N ee: SO, Ulo Ted 'nwd'ulo:r (deTecha)
paTa los J!o:réÍ:rneLTos '1' ele 0.8, el ,ce, 0.2, N"" 80, 1 ce::: 10:3. Los colon:s los eslJulos de
los n.odos.

Para valores dados ele P, y Pe, que describen una elinárnica ele coevolución, el c01n
portanliento colectivo del sistema puede ser caracterizado en cl espacio de parc1Jnentros
de las acciones de desconexión y reconexión (el, r), usando las cantidades calculada.s en
la Figura 6.6(a). L:l Figura 6.9 Inuestra el dia.grama de fase obtenido en el plano (el, r)
para los valores P" ::el 1 y Pe = 1.

Tres tipos de cornportarnientos ocurren en el sisterna al varwr los parálnctros T y
d. Dos de estos coruportarnientos corresponden a las fases que ya se eTrcontra,ron en
la Figura 6.11: una fase con un clO1ninio grande, y una fase fragrnentacla con muchos
dominios pequeños. Estas dos fases están separadas por una región en el plano (d, T)
donde cmerge un conrportaruiento supertransiente, caracterizado por la coexistencia dc
muchos estados ,y la formación de c01mlnidades sobre una conrpcmente ele red grande. La
Figura 6.9 revela que los procesos de recableado R8 (el = 0.5, T=:.: 1) y DeS' (el = O, r :.:ce: 1)
conducen a una fase fragmentada cuando P,. 1 Y Pe :le 1, en cOlnpleto acuerdo con
los resultados encolrtr,Jdos en la Figura 6.4.

La Figura CJ.10 llJ\lCstra el diagralna de fases en el plano (el, r) para. valores P" c.::::L

l~, =.c O fijos. En este caso los nodos nunca carnbian sus est.ados y la evolución del
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Figura 6.9: D'io,gro.rrw. de fáse en el espacio de paráTrl.etl'os (d, '/), po:ra P)' e,,, 1; Pe = 1. G ,;:c: 20;
N = 200. Y k: :::= 1( fijos. J~a fase ./7agm.enJarla OCIlT'l'e ]Jor en.cÚno. de la línea conl.úl'/w.: lo. fase
conlln dmu:inÚJ gran.de ocu:rre ]JOT' debrzjo de la Un.ea segnl.cntada; la dO'lulc erUJo'rge lo.
coe:ásl.cneúl. de esl.a.dos en nna eo'/nponen./.e gl'o:ndc; esta hm:dada 7X)1' esl.as dos Hneas. Todas
las si7n:u.laeiones son v:n. ]Jron¿cclio de 10 realizaciones de. e.o'/ulú:úm.es inú:ú!.le.s.

sisterna ocurre so]arnente debido a.] proceso de recableado, el cual está basado ell la
cornparación de estados de los nodos. También observamos tres fases en la estructUI'Cl
de la red: conexa con coexistencia de múltiples estados, rnodular y fragnlCntada.. En
particular, la región del diagrama de fases en la. que se fonna una estructura nloclular
es más amplia cuando Pe === () que cuando T~; e= 1. Luego, la. cnJergencia ele estructuras
de cornunicla.cles es un efecto inducido por la forma dcJ proceso de recableado, descrito
por los va.lores de el y r.

Para r --+ 1 las reconexiones siernpre se llevelIl a Céibo entre nodos en estados sim
ilares: los nodos e: /N nodos que existen eIlpromedio en un estado en la red inicial
tienden a reunirse y a separarse de nodos en estados clifererLtes. Esto conduce a la for
mación de dorninios pequeños, de tamaño promedio G/N, y a lel fragrllentación de la
red. Esto corresponde ap1'Oxirnadarnente a la región de fragrllentación en los diagralnas
de fase en el pla.no (el, r). En general, para r < el, tanto la probabilidad de desconexión
entre nodos en estados iguales (el), corno la probabilidad de reconexión entre nodos en
estados distintos (1- r), son altas. Por lo tanto, es posible Inantener conectados en
una recl gra.IIde nodos en estados diferentes. Este es el caso si Pe == O, donde el tanlarlO
de los donJinios en la red conexa es igual a N/G. Por otro lado, si Pe =:: 1, entonces
la. dinámica de imitación entre Jos nodos eventualrnente conduce esta red conexa a un
estado hornogéneo, que corresponde a un donlinio de tarnaúo (:ornparable al del sisternéJ.
Este proceso describe lo que ocurre en la región de un dorninio gramle en el pla.no (el, r)
en la Figura 6.9, con Pe =c: 1. Luego, el proceso ele cambio de estaclo de los uodos rep
resentaclo por la probabilidad Pe controla el tamaí"io de los dominios en la fase conex()
de la red.

Para r > el, r f 1, la probabilidad de reconexión entre nodos en estados iglla.1es (r)
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Figura 6.10: DiagTo'mo de fose en el espacio de po:r'ÓirrwtTos (d,T), en o.·usenClo. de dinám:i.ca
de los nodos (Pr::-c 1, J~: := O). Las Ter;icJ'nes donde OC'U:I'Ten lo. fase JI (ll'o.,rj'lne'll./.ada) Xl 10.8
confiqv.Taciones la ?J lb de la jáse eonedacla, se en.e1l.cn/:ro:n in.dieculo.s. Todos los Tcsvüo.dos
sov. '/I.n pTonwdio de diez TC!IIi.zo.ciones.

y la probabilicla,cl de desconexión entre nodos distintos (1 "., el) son arnbas rc1ativamente
altas, Jo que promueve la reunión de nodos en estados similares. Sin ernbargo, existe
una pequeüa probabilidad (1 .-. T) de reconexión entre nodos en estados diferentes. Esto
se puede interpretar como un cierto gra,do de tolerancia a la diversidad introducida
por el proceso de recablcado.Esto permite que los grupos de nodos que se fOrlIJilll en
estados diferentes, puedan tener un pequeflO núrnero de conexiones entre ellos. Esto
corresponde a una estructura. típica de cornunidades,

De esta nlan,era, nuestro modelo general de coevoluc:ión proporciona un mecanislllo
para la fonnación de cornrlllidades tales corno las observadas en redes reales.

En conclusión, en el present.e Capít.ulo hemos presentado un rn;trco generaJ para el
estudio dc1 fenómeno de coevolución en redes dinárnicas.La coevolución consiste en
la coexistencia de dos procesos, el carnbio de estado de los nodos., y el recablcado de
enlaces ent.re los nodos, los cuaJes puedeu ocurrir con probabilidades independientes [le

y Pi') respectivarnente. Estas probabilidades caracterizan las velociclades o escalas de
tiernpo de cacJa proceso. Bernos analizado el proceso de recableado en térrninos de las
acciones de desconexión y reconexión entre nodos, arnlms basadas en un rnecanisrno de
cornparación de los estados de los nodos.

Para un proceso de rccal)leac1o dado, el COlTlpOl'tamiento colectivo del sistcrna puede
ser representado en el eq)acio de parámetros (Pr, Pe, el, '1'). Para una dinárnica de carnbio
de estado de los nodos sirnilar a la del modelo del vota.nte, hemos encontrado CJue
sólo las reconexioncs entre nodos con estados sirnilares (1'--> 1) pueden conducir a
la fragmenta.ción de la red. lIemos calculado las fronteras críticas en el espacio de
parárnetros (P" p(l para diferentes valores ele k. ¡,] tamaño de la región paTa la fase
fragmentada en el espacio (Pr , P,,) disrnirmye al incrcnlentar el valor de k.E~sto sugiere
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que es rnás proba.ble observar el fenómeno ele fragrnentación en redes donde},; « N.
Hemos r!lostrado que diferentes nlOdelos coevolutivos corresponden a diferentes curvas
Pe = f(Pr) en el plano (P7·, Pe)' La ocmrencia eJe una transición de fragrnentación de la
red, así corno de transiciones de recornbinación, pueden ser predidl8s utili70ando nuestro
esquer!la.

T'arnbién hemos caracterizado las propiedades co1cctivas del sisiema en cl CS})élC.iO
de las acciones para los procesos de recablcaelo (d, r), para valores de P¡,Y Pe dados,
que eJefinen la dinárnica coevolutiva. En tuJa, región de este espacio, llenlos descubier
to tUI régirnen donde pueden coexistir subconjuntos de nodos con eliferentes estados,
por tiernpos muy largos, en una red conectada. TIernos demostrado que estos esta.dos
conesponelen auna topología de la red del tipo ele cornunidades.

Bernos dernostrado que las estructnras eJe connrnielades son un estado supertran
siente ele la reel, cuya perrnanencia aumenta exponencialn1ente con el tanlaüo del sis
terna. Esto explica la formación y persistencia de cornunielades en redes reales, donde
el tarnaí'ío elel sistellm es generahnente lnuy grande.

Henios lilnitaelo r1U8strO rnocldo a li1 situación donde el núrnero ele conexiones en las
redes coevolutivas se conserva. Esta condición está expresada en el paso 2 de nuestro
algoritrno, donde la aplicación de las acciones ele desconexión y reconexión se realizan
con probabilidad 1. Esta condición puede ser generalizada si .se consideran diferentes
proLmbilidaeles para cada una ele esas acciones. Luego, llUestro rnarco general propor
ciona un escenario para el estudio de redes coevolutivas (¡ueno COilSCTvan el núrnero de
enlaces totales.
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BERBcrn SIMON (1996)

Conclusiones

lVIuchos sistemas naturales y artificictles se pueden describir corno redes cornplejas
de elernentos c1inárnicos interconedados. En esta Disertación hemos estudiado varios
aspedos de la relación entre la topología de conectividad de nna red y la dinárnica de los
elementos que yacen en ella. El desarrollo del proceso investigativo nos ha condnciclo a la
fonnnlación cleun modelo generétl de sistemas coevolntivos, donde tanto las variables de
estado de los clcmentos y las conexiones entre ellos, se influyen nllJtuarnente y carnbian
en el tiernpo. Este tipo de sisternas se observa en contextos diversos, corno sistcrnas
biológicos, sistcmas fisiológicos, sistemas dinárnicos, redes de intercanlbio ecorlóruico,
redes sociales, redes de neuronas, Internet, redes de coruunicaciórl y trarlsporte, etc.

Corno una aplicación de los conceptos relacionados con redes cornplejas, helnos car
acterizado las ]lropiedades topológicas y henlOs construido los grafos de redes reales
locales, provenierltes de nuestro entorno en la Universidad de Los Andes. lIemos en
contrado que la red de estudiantes de la F'acultad de Ingeniería de la Universidad de
Los Andes posee características de una red de pequeüo Inundo, con una longitud Cilr
acterística rnuy pequeña. 1 := 1.95. Este resultado nos rnoCiva a estudiar varios otros
aspedos en esta red en el futuro; conlO por ejelnplo la propagación de infornlaciórl o de
epideruias entre los estudiantes. Por otro lado, nuestra capacidad de auálisis de redes
de estudiantes ha generado mucho interés entre profesores por su ])otenciaJ paTa car
acterizar la eficiencia de sistemas educativos, y la. posibilidad de cornparar diferentes
instituciones y facultades.

Túrnbién hernos earacteriza.do las propiedades topolót~jcas y hemos visua.lizado el
grafo correspondiente a la red de colaboraciones científicas del Grupo de Caos y 8is
ternas Complejos, del Centro de Física FundarnentaL de la Universidad de Los Andes.
Los datos fueron obtenidos de la página web de este grupo. Est.a red posee cstnlctura
modular, lo que se evidencia por un valor de Q :=:= 0.510, rnayor que el correspondiente
auna red aleatOJ'ia. Esta estructura se encuentra sustentada por tres hubs, que son los
profesores!'vfario Cosenza, Kay Tucci .y AntorlÍo Parravano. Es notable que los nodos
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Tucci y IJanavano funcionan corno agentes conectores entre diferentes cOlllunic1adcs. El
nodo Tucci conecta la comunidad de Ingeniería. con la conmnic1ad caótica, rnientras que
el nodo PalTéWanO conecta la cornunidad de Astrofísicos con los caóticos. Nncstro análi
sis mtlCstra cómo la estructura rnoclular o de connmic1aeles ernel'ge en una red cuando
existe cierto grado de tolerancin. o arnplitud de criterios .. que en este caso se rnanifiest,\
en la interdisciplinaridael característica de este gnlpo de investigación. Corno trabajo
futuro, nos proponernos comparar las estructuras topológicas de diferentes grupos de
investigación en la Universidad de Los Andes y en otras instituciones.

Con el fin de investigar c1l'ol de la topología en el cornportarniento colectivo de un sis
terna, hernos estudiado la influencia ele Unéll'eel en l11J nloclelo dc interacción cc:onórnica.
Lainc1usión de tilla red ele conectividad o localización espacial para las interacciones ele
los agentes econórnicos, pennite el uso ele conceptos asociados a los sisternas elinárnicos
espélcioternporalcs, en rnodelos económicos. Hernos lTJOstraelo que se forrnan diferentes
patrones CSPélCioWllJporales al variar los parárnetros ele1 sistcrna, y hemos caracteri'laelo
estos patrolles corno estados lnuünarcs, interrnitentes y turbulentos, cn analo¡~ía con los
patrones que emergen en sistemas dinánl ieos espaciotenLporaJes. TIernos caracteri:¿aclo
la transición del estado laminar al estado turbulento 1nediél11tela actividad del sisterIJ,l,
una cantidad estadística que mide la rique:¿a prornedio intercan1biadü, por unidad de
tiempo, en el estado asintótico de sistenra. Por otro lado, el coeficierrte de Gini, que
caracteriza la desigualdad en la distribución de riqueza, depende I1layormente de la
topología de la red. Nuestros resultados indican que, niveles elevados de interca1nhio
económico (actividad alta), se encuentra11 asociados con valores pequeños del coeficiente
de Gini; esto es, con distribuciones de riquezalllás equitativas en el sistema.

La topología de la red subyacente no influye de manera significativa en la activiclad
del sistema. En contraste, el coeflciente de Gini se incrernenta cuando el rango de irlter
acciones aumenta. Hemos mostrado que la propiedad topológica que influye de 1nanera
significatiVcl. en el cambio del coeficiente de Gini, es el coeficiente de agrupa1nicnto y no
la longitud característica de la red. Nuestros resultados sugieren que la reclucción del
tamaño de la vecindad de los agentes interactuantes puede lavorecer una distribución
m:5s equi tativa de riqueza en una economía estratificada.

Como prirneros pasos en nuestro est.udio de sisternas coevolutivos, belnos extendido
dos modelos previalIlente propuestos para l1acerlos coevolutivos: un rIJodelo paTa la
formación de opinión sujeto a calnpos globales, .Y un modelo para la propagación de
cpidelnias tipo SIR.

En el primer caso, pudimos rnostrar que el c01nportarniento del sisterna coevolutivo
es similar bajo la influencia de un ca1npo global externo o de un carl1po global aul;ónonlo.
Este resultado muestra que bajo cicrtas condiciones, el origen, externo o interno de una
interacción global, es irrelevante; a nivel local los elementos no distinguen la naturaleza
del carnpo, aun en sisternas coevolutivos. Ilecicnternerlte. la equivalencia de cmnpos ex
terDOS y autónornos en el c01nportarniento sincrorli:¿ado de sistemas c1inárnicos caóticos
ba sido establecida [109]. Nnestros resu1tcldos sugieren que esta equivalencia puede ser
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Un campo global siempre impone su estado sobre los elernentos elel sistema, para
valores de intensidad del campo por encirna de un cierto valor crítico, llevando al sis
terna a un estado homogéneo. Sin elnbargo, la dinánlica coevolutiva, introducida por
el proccso de reca.bleado de la red, puede prcvenir la hornogeniza.ción del sistellla, a
expensas de la fragrnentación de la red.

En el caso del rnodclo epidemiológico susceptible-infeccioso-recuperaelo (8117) con
dinámica. coevolutiva, hemos observado que, a rnayor tasa de transrnisión ele la enfer
rneclaeL rnayor es el tiempo necesa.rio para llegar al estado clsintótico donde no bay nodos
infectados. Este fenórneno se debe al proceso ele l'ecableado que ocurre en la red: al tener
una tasa de transrnisión baja, la probabilidad de reconexión es grande y, de esta forrrlél.
la red se protege cOlItra la enferrnedad. En esta situación, no todos los nodos llegan a
infectarse, y la epidernia desaparecc rnás rápidamente. Para valores graneles ele la tasa
ele transrnisión, ]a epidernia a.lcanza a rnás indiviellJos y permanece rnas tiernpo en el
sisterna: en este caso la probabilidad de reconexiém es rnuy baja, y toelcl la red contrae
la enfennedad.

lV[odelos de propagación ele epidemias con dinámica coevolutiva pueden ser irnpor
tantes para optimizar la utilización de recursos y evitar la propagación de virus en la
población. Nuestros resultados sugieren algunas consecuencias desde el punto de vista
práctico. En primer lugar, debernos resaltar que poblaciones donde sus indivieluos se
encuentran a.ltarnente conectados, por ejemplo, poblaciones hacinadas, son rnás vulner
ables a la propagación de epidemias. En segundo lugar, nuestros resultados lnuestran la
importancia de las reconexiones, por ejemplo, movilidad, en la prevención de la propa
gación de las epidemias.

Diversas extensiones de este modelo pueden estudiarse en el futllro, corno por ejern
plo, la consicleración de probabilidades de infección y de reconexión independientes.
Tanlbién se pueden estudiar, con dinárnica coevolutiva otros rnodc1os de propagación
de enfermedades que hasta a.hora sólo se han considerado en rcdes fijas.

La contribución central de esta Tesis consiste en la construcción de un lnarco general
pelra el estudio del fenómeno de coevolución en recles dinámicas. I-ia coevolllción consiste
en la coexistencia de dos procesos, el carnbio de estado de 1e)s nodos, .Y el recalJieado
de eJl1aces entre los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes
Pe y Pn respc.ctivamente. Estas probabilidades c:aracterizall las velocidades o escalas de
tiempo de cada. proceso. lIenTOS analizado el proceso de recableado en términos de las
acciones de desconexión y reconexión entre nodos, ambas basadas en un rnecanisrno de
comparación de los estados de los noclos.

Para un proceso de recab1eado dado, el cmnportamiento colectivo del sistema pueele
ser representado en el espacio de parárnctros (Pr·, Pe el, r). Para una din/urrica sirnple de
cambio de estado de los nodos, sirni1ar a la del modelo del voLante, hemos cncolltraelo
que sólo las reconexiones entre nodos con estados sirnilares pueden conducir a la frag-
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Tnentación ele la red. Henlos calculaeJo las fronteras críticas en el espacio ele parárnetros
epr, 1")c) , para diferentes valores del grado promedio de la red inicial, ~:. El tarnaílo de
la región para la f:::lse fragn1eIltada en el espacio (P,., Pe) disrninuye al incrernentar el
valor de J¡~. Esto sugiere qIre es más probable observar el fenórneno de fragrnentación en
redes donde k « N. Hernos mostrado que cliferentesmodelos coevolutivos pueden ser
fonnulados rncdiante relaciones funcionales Pe =:= f( PI), que corresponclen a diferentes
curvas en el plano (PI·' Pe). La ocurTencia ele una transición ele fragmentación eJe la red,
así corno de transiciones de recombinación, puedell ser predicbas utilizanclo rmestro
csqucrna.

Bernos caracterizado las propiedades colectivas del sisterna en el espacio de las ac
ciones para los procesos ele recableaelo (el, T). En uua región ele este espacio, 11ernos
descubierto un régirnen donde pueden coexistir sulJconjuntos ele nodos con difcrentes
estaeJos, por tiernpos rnuy largos, en una red conectada. Bernos eJernostrado qne estas
configuraciones cOITesponeJcm a una topología ele la reeJ eJel tipo eJe connrnidades. Las
estructuras de cornunidades son un estado supertnulsiellte de la red, cuya persistencia.
en el tiempo aumenta exponencialrnente con el tamaüo del sisterna. Esto explica la
fonnaóón y pennanencia. de comunidades en redes reales, dOIlele el tanlaüo del sistelna
es gencralnlellte rnuy grande.

Hemos limitado llllesLro Inoddo a la situación donde el núntero ele conexiorrcs en las
redes coevoluLivas se conserva. Esta condición está expresada en el paso 2 de nuestro
algoritmo, donde la aplicación ele las acciones de desconexión y reconexión se realizan
con probabilidad 1. Esta conelición puede ser (~eneralizada si sc~ consideran diferentes
probabilidades para cada UIla de esas acciones. Luego, nuestro marco general propor
ciona un escenario para el estudio de redes coevolutivas que no conservan el número de
enlaces totales.

Otras extensiones de interés que segura.mente serán investigadas en el futuro, in
cluyen la caracterizacion de las propiedades topológicas de la red en el plano continuo
(el, '1"), las consecuencias de reglas prci"erenciales de cOllexión, la eOllsideración ele in
tensidades variables de conexiones y la influencia de la dirl81nica de los nodos en las
propiedades eoJectiv,lS de sistemas coevolutivos.
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