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Nature. it seems, is the popular game
for milliards and milliards and milliards
of particles playing thew imfinile game
of billiards and billiards and billiards

PieT HEN (1966)



La sabiduria consiste en consegnir los mejores fines con
los mejores medios

FRANCIS HUTCHESEN

De ignal modo que una vela enciende a oira y asi Hegan
a brillar millares de ellas, asi enciende un corazon a otro
v se thuninan miles de corazones.

Liev Nicoraevict Torstrol
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Resumen

Muchos sistemas en la Naturaleza

v se pueden deseribir como redes complejas
de elementos dindmicos interactivos. Ion mchos casos, tanto lag variables
de estado de los clementos como lag conexiones que representan las inter-
acciones entre ellos, se influyen mutuamente v cambian en el tiempo. Istos
sistemas se denominan sistemas coevolutivos. Ion esta Disertacion se estu-
dian varios aspectos de la relacidn entre la dinamica de los elementos v la
topologia de conectividad de una red. Como una aplicacion de conceptos
relacionados con redes complejas, se caracterizan las propiedades topoldgi-
cas y se construyen los gralos de redes reales locales, provenientes de nuestro
cutorno en la Universidad de Los Andes: la red de estudiantes de la Facul-
tad de Ingenieria vy la red de colaboraciones cientificas del Grupo de Caos y
Sistemas Complejos, del Centro de Fisica Fundamental. Se encuentra que la
primera posee caracteristicas de una red de pequeno mundo, v la segunda
exhibe estructura modular o de comunidades. Se estudia la mfluencia de la
topologia de la red en un modelo de intercambio econdmico estratilicado.
Nuestros resultados sugieren que la reduccién del tamano de la vecindad de
los agentes interactuantes puede favorecer una distribucion mds equitativa
de riqueza en una economia estratificada.

Adicionalmente, se proponen dos modelos con dindmica coevolutiva: un
modelo para la formacion de opinidén sujeto a campos globales, v un modelo
para la propagacién de epidemias tipo ST, En el primer caso, se muestra
que el comportamiento colectivo del sistema coevolutivo es similar bajo la
influencia de un campo global externo o de un campo global auténomo. Este
resultado muestra que bajo ciertas condiciones, el origen, externo o interno
de una interaccién global, es irrelevante; a nivel local los elementos no dis-
tinguen la naturaleza del campo. Se muestra que la dindmica coevolutiva
es capaz de prevenir la homogenizacién del sistema impuesta por el campo
global, a costa de la fragmentacién de la red. In el caso del modelo-epi-
demioldgico (SIR) cor dindruica coevolutiva, se observa que, a mayor tasa
de transmision de la enfermedad, mayor es el ticmpo necesario para legar
al estado asintotico donde no hay nodos infectados. 15ste fendmeno se debe
al proceso de recableado que ocuwrre en la red.
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La contribucion central de esta Tesis consiste en la construceion de un marco
general con ingredientes mimimos para el estudio del fenémeno de coevolu-
cion en redes dinamicas. La coevolucion consiste en la coexistencia de dos
procesos, el cambio de estado de los nodos, v el recableado de enlaces entre
los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes, P,y
P. respectivamente. El proceso de recableado se analiza en términos de dos
acciones hasicas: desconexion y reconexion entre nodos, ambas basadas en
un mecanismo de comparacion de los estados de los nodos. Para un proceso
de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede ser rep-
resentado mediante cuatro pardametros. Para una dindmica simple de cambio
de estado de los nodos, se encuentra que sélo las reconexiones entre nodos
con estados similares pueden conducir a la fragmentacién de la red. Se calcu-
lan las fronteras criticas para la transicion de fragmentacion en el espacio de
pardmetros (., I.). Diferentes modelos coevolutivos pueden ser formulados
mediante relaciones funcionales P, == (), que corresponden a diferentes
curvas en el plano (£, P.). La ocurrencia de transiciones de fragmentacion
de la red, asi como de transiciones de recombinacién, pueden ser predichas
utilizando nuestro esquema. [£n cierta regién de pardmetros, se encuentra un
végimen donde la red exhibe estructura de comunidades. Estas estructuras
corresponden a un estado supertransiente de la red, cuya persistencia en el
tieipo awmenta exponencialmente con el tamano del sistema. Nuestros re-
sultados muestran que la dindmica coevolutiva puede explicar la emergencia
de redes de comunidades, las cuales sou ubicuas en la Naturaleza.
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We arc in the presence of a new notion of space, where
physical and virfual influence each other, laying the
ground [or the emergence of new [orms of socialization,
new life styles, and new [orms of social organization.

GusTAVO CARDOSO (1998)

introduccion

El estudio de los comportamientos colectivas, o de las propiedades macroscopicas
emergentes, tanto espaciales como temporales, en sistemas de elementos dinamicos 1o
lineales interactivos, es objeto de mucho interés en la literatura cientifica contem-
pordnea [1,2]. Las observaciones recientes de comportamientos colectivos ordenados
cque surgen en una gran variedad de estos sistemas indican que estos comportamien-
tos presentan caracteristicas universales, las cuales no pueden derivarse a partiv del
conocimiento de las propiedades de los elementos constituyentes, ni mediante considera-
ciones estadisticas convencionales. Fendmenos como la formacion espontanea de estruc-
turas, organizacion v jerarquizacion, patrones espaciales, sincronizacion y oscilaciones
colectivas, ondas espirvales, segregacion y diferenciacién, formacion y crecimiento de
dominios y de interfases, ctc., son ejemplos de procesos de auto-organizacion que ocur-
ven en diversos contextos, tales como sistemas fisicos, quiicos, bioldgicos, sociales,
econdmicos, etc. Avances tedricos, computacionales y experimentales en este campo
estan contribuyendo aceleradamente al surgimiento de una descripeion wnificada de la
dindmica de estos sistemas. 51 concepto general de sistemas complejos se ha aplicado
a estos conjuntos de elementos interactivos capaces de generar estructuras o funciones

[l estudio de sistemas complejos ha irrwnpido como un tema de cnornne interds
comun entre cientificos y profesionales de diversas especialidades, incluyendo las cien-
cias hwmanas, dando lugar a un intenso proceso de interdisciplinaridad y colaboracion
poco usual en épocas pasadas, v que extiende y solapa las [ronteras de las clencias
tradicionales [8]. Il empleo de conceptos v téenicas surgidas del estudio de sistemas
complejos ha demostrado ser capaz de abordar problemas fuera de las fronteras tradi-
cionales de disciplinas establecidas.

En el terreno de las aplicaciones de los conceptos de sistemas complejos a sistemas
sociales, esta frontera de la ciencia contemporanca ha sido denominada Sociodindmica
o Sociofisica [9]. En particular, ¢l paradigma de sistemas complejos en el contexto de



sistemas sociales supone que hay estructuras colectivas que emergen de las interacciones
entre los agentes del sistema.

La investigacion de las intervelaciones entre los elementos en sistemas complejos ha
revelado la existencia de redes (networks) de conectividad subyacentes en todos estos
sistemas, las cuales poseen propiedades v estructuras universales [10]. Se ha encontra-
do recientemente que sistemas tan diversos como la World Wide Web, Internet, redes
de telecomunicaciones, propagacion de epidemias v de virus informaticos, interacciones
sociales, transacciones econdmicas, redes de distribucion de bienes y servicios, corpo-
raciones economicas, colonias de insectos, flujos metabolicos en células, neuronas en
el cerebro, sistemas fisicos, fisiologicos, evolutivos, ete., presentan estructuras de redes
cuvas propiedades estadisticas y dindmicas son similares [11].

El estudio de las propiedades topoldgicas o de conectividad de las redes se remonta al
famoso problema de los puentes de 1{631 igsherg, investigado por Leonard Tuler en 1736,
lo cual dio origen a la teoria de grafos [12]. Un grafo se define por un conjunto de nodos
o nodos y un conjunto de conexiones entre ellos. El nimero de conexiones que posce un
nodo se denomina el grado de ese nodo. El analisis de grafos se ha convertido en una
herramienta crucial para entender el funcionamiento de las redes observadas en muchos
sistemas complejos. Il andlisis de las redes sociales comenzé en la década de 1930 v se
ha convertido en los ultimos anos en uno de los topicos mds activos de la investigacion
cientifica [13,14]. El aumento en el poder de las computadoras v ol acceso a la informa-
cién digital ha provisto a los investigadores de una gran cantidad de datos y recursos
computacionales para procesar y al.la,hmj_ estos datos. Como consecuencia, el tamano
de las redes reales que se pueden procesar actualimente ha crecido considerablemente,
alcanzando los millones de elementos. La necesidad de manejar tan grandes cantidad
de unidades ha contribuido al desarrollo de nuevas téenicas para analizar redes [14-19].

[n general, los grafos que representan a los sistemas reales no son regulares; es
decir, no tienen forma de mallas cuclideanas; son objetos donde el orden coexiste con el
desorden. 21 paradigma de un grafo desordenado es la red o grafo aleatorio, introducido
por Paul Exdos y Albert Rényi [20]. En una red aleatoria, la probabilidad de que exista
una conexién o enlace entre un par de nodos o vértices es 1;.;1,1ztl para todos los posibles
pares, y la distribucion de enlaces entre los nodos tiene un valor medio bien definido. Las
vedes reales muestran inhomogeneidades, las cuales revelan un cierto nivel de orden v
de organizacion. Se ha encontrado que sistemas muy diversos comparten una estructura
de 101 de pequeno mundo (small-world network) [21], en la cual coexisten conexiones de
corto v de largo alcance, tales que la distancia media entre nodos es mucho menor que
el tamano del sistema. La distribucion de probabilidad de los grados es ancha, con una
cola que usnalmente sigue una ley de potencia: coexistencia de muchos nodos quo poseen
grado muy bajo con pocos nodos que poseen grado alto. Esta estructura se denomina
red libre de escala (scale-free network) [22]. Las propicdades topoldgicas de las redes de
pequeno mundo v de las redes libres de escala han sido bien comprendidas en los tltimos
anos [10]. Recientemente, se ha descubierto que en muchas redes reales la distribucion
de enlaces es inhomogénea tanto global como localmente, con altas concentraciones de



enlaces entre grupos de nodos v baja concentracién de enlaces entre diferentes grupos.
Esta caracteristica de las redes reales es llamada estructura modular o de comunidades
(community structure) [23]. En contraste con las redes de pequeno mundo y las redes
libres de escala, el estudio de los mecanismos que dan origen a estas estructuras de
comunidades y su caracterizacion topoldgica v estadistica, es un problema abierto que
es foco de mucha actividad investigativa en la actualidad.

Diversas topologias de redes, como las que se ilustran en la IFigura 1.1, se han
investigado como modelos dindmicos espaciotemporales para describir una variedad de
fendmenos en sistemas complejos.

Procesos espaciotemporales en sistemas constituidos por multiples elementos se han
estudiado mayormente sobre redes estéticas; es decir, aquellas donde la topologia de
la conectividad es fija v solamente las variables de estado de los nodos varian en el
tiempo. Sin embargo, muchos sistemas complejos reales pueden ser considerados como
redes dindmicas, donde tanto las propiedades de los nodos, como las conexiones entre
cllos, evolucionan en escalas temporales comparables. Estos sistemas se denominan
sistemas coevolutivos: la dindmica de log elementos produce cambios en la estructura de
conexion de la red, haciendo que la topologia del sistema también varic en el tiempo, lo
cual a su vez afecta la evolueién de los estados locales. En estos sistemas, las variables
de estado de los elementos v la topologia de conectividad de la red estan mutuamente
acopladas. Cabe notar que el término sistemas adaptativos también se ha empleado para
denominar este tipo de sistemas, aunque es empleado con mas {recuencia para referirse
a sistemas sujetos a una influencia externa [24]. Adicionalmente, se acostumbra hablar
de plasticidad de las conexiones en el contexto de sistemas newronales [25].

Muchos sistemas biologicos son coevolutivos. Por ejemplo, se sabe cue las neuronas
en el cerebro pueden cambiar su estado local v la conectividad entre ellas con el tiem-
po. Igualmente, muchos flujos metahdlicos de las proteinas, las redes de interacciones
ccoldgicas, son sistemas coevolutivos [11]. Por otro lado, los procesos de formacién de
opinion y las redes sociales de individuos en una poblacion evolucionan y se influyen
mutuamente. La coevolucidn en sistemas sociales ha sido considerada recientemente en
el contexto de la teorfa de juegos [26,27]. Sin embargo, el efecto de la coevolucién en la
ocwrencia de fendémenos colectivos y en la emergencia de las propiedades estadisticas
v topologicas de las redes es un problema [undamental en el campo de los sistemas

complejos cuyo estudio apenas comienza.

La presente Tesis se enfoca en estudio de la relacidn entre topologia de la red de conec-
tividad y la dindmica de los elementos en el contexto de sistemas con dinamica de tipo social.
Caracterizamos las propiedades topoldgicas y construimos los grafos de redes reales locales
(provenientes de nuestro entorno en la ULA). Estudiamos la influencia de la topologia en
un modelo de interaccién econémica. Proponemos modelos coevolutivos para la formacién
de opinién sujetos a influencia externa y para la propagacion de epidemias. Nuestro proceso
de investigacion nos ha llevado a abordar dos problemas fundamentales mecionados anteri-
ormente: (1) cuales procesos determinan la coevolucion en un sistema, (2) que mecanismos



Redes estaticas
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Figura 1.1: Ejemplos de redes.

conducen a la formacidn de estructuras de comunidades. En tal sentido, hemos desarrol-
lado un modelo general para la coevolucién de la topologia y la dindmica en redes, con
aplicaciones especificas en dindmica social.

COll Ol ﬁll dO exponer C] 2roceso d@l d(?S‘("L]"I'O“O d@ nuestra ill\’OSti""ﬂ,Cié].l. l,}(‘,l’l’lOS
o 3
OSU‘\,lCtTUl‘il.d() J‘(l ])]'(,‘SOIHJC T ESiS dC l& Sigl,li@l‘lt(‘. manera:



En el Capitulo 2 se presenta una revision del tema de redes complejas y de la carac-
terizacion de sus propiedades topoldgicas v estadisticas. Como aplicacion, mostramos
la caracterizacion de dos redes reales locales: (1) una red formada por los estudiantes de
la Facultad ¢ Ingenieria de la Universidad de Los Andes, v (ii) la red de colaboraciones
cientificas del Grupo de Caos v Sistemas Complejos, del Centro de Fisica Fundamental,
en la Universidad de Los Andes. Hasta donde tenemos conocimiento, esta serfa uno de
los primeros trabajos sonbre la caracterizacion de propiedades topolégicas v estadisticas
de redes sociales en nuestro pais. Este estudio puede tener un interés general v puede
resultar util para muchos investigadores en diversas areas.

Jon el fin de estudiar la influencia de la topologia en las propiedades colectivas de
sistemas con dindmica social, en el Capitulo 3 planteamos un modelo de intercambio
ccondmico estratificado sobre una red [28-30]. Este modclo es novedoso por cuanto la
mayoria de modelos previos de intercambio econdémico no han considerado la ubicacion
espacial ni el alcance de la interaccion entre agentes.

En el Capitulo 4 presentamos una revision del estado actual del tema de coevolucion
v de algunos modelos relevantes que se han propuesto en cste campo. IEn particular,
revisamos dos modelos coevolutivos que han recibido considerable atencion: (i) uno
de los primeros modelos de dindmica coevolutiva, introducido por Ito y Kaneko en el
contexto de redes de mapas acoplados [31], y (i) el modelo de Holme y Newman acerca

o

de la coevolucion de redes y formacion de opiniones en un sistema social [32].

En el Capitulo 5 presentamos modelos de sistemas coevolutivos que hemos desarrol-
lado. Proponemos un modelo coevolutivo de formacién de opinién sujeto a la influencia
de campos globales. Este modelo muestra que la dindamica coevolutiva puede prevenir
la imposicion del estado de un campo externo a todos los agentes de un sistera. lin
este Capitulo también investigamos el proceso de propagacion de epidemias tipo SIR
con dindmica coevolutiva [33].

El Capitulo 6 contiene la contribucion central de esta Tesis. Introducimos un esque-
ma general para el estudio del fendmeno de coevolucion de topologia v dindmica en
una red [34]. La idea fundamental radica en considerar cque el fendmeno de coevolucion
consiste en la coexistencia de dos procesos: el recableado de la red v el cambio de estado
de los nodos. Estos procesos pueden ocurrir con velocidades o probabilidades indepen-
dientes. Especificamente, analisamos el proceso general de recableado en términos de
dos acciones basicas, desconexién v reconexion. Cualquier modelo coevolutivo puede
entonces interpretarse como una relacion funcional especifica entre la probabilidad del
caimnbio de estado v la probabilidad de recableado. Diversos modelos dindmicos coevo-
lutivos, incluyendo los que han sido propuestos previamente por otros autores, pueden
describirse ahora como casos particulares dentro de este marco conceptual general.

Finalmente, en las Conclusiones se discuten los resultados obtenidos en esta Tesis y
se plantean diversos problemas que quedan abiertos para su estudio futwro.



There is an urgent need to understand this “network
society”. The global comrmunication and information
networks of the Internet and the World Wide Web arc
shaping novel cultural and institutional structures.

Prinip BarL (CRITICAL MAass, 2004)

Redes Complejas.

La estructwra de las interacciones entre elementos es un aspecto fundamental en el
estudio de los sistemas complejos. Estas interacciones se pueden interpretar como redes
de conectividad subyacentes en muchos sistemas [18,21,27,35,36]. Se ha descubicrto
que sistemas tales como la World Wide Web, el Internet, las redes de comunicacion, los
grupos sociales, sistemas econdmicos, corporaciones, flujos metabdlicos en las eclulas, las
neuronas en el cerebro, ete., muestran estructuras topoldgicas v propiedades estadisticas
comunes en sus redes de conectividad. En este respecto, el estudio de las propiedades
de las redes de interaccidn en sistemas complejos constituye un nuevo paradigma en la
[isica Istadistica contemporanea [15].

IEn los altimos anos, se ha enconfrado que la estructura de las redes de interaccion
de muchos sistemas no corresponde a la de redes regulares, ni a la de redes completa-
mente aleatorias. Se ha empleado el término redes complejas para designar a las redes
que poseen propiedades heterogéneas en su patron de conectividad. Se ha descubierto
la ubicuidad de ciertas propiedades en las redes complejas que describen las interac-
ciones de muchos sistemas. El interés en la investigacidn de redes complejas crecio ex-
ponencialmente [37-39] a raiz de la publicacién del articulo de Watts y Strogatz [21],
considerado como uno de los mas influyentes en la literatura cientifica conterporanea
(mds de 16.000 citas segiin Google Scholar), donde se describe el Hamado efecto pequeno
mundo: la distancia media, o nimero de pasos, para ir de un elemento a otro cualquiera
en un sistema, es mucho menor que el tamano del sistema.

De manera general. una red es un conjunto de elementos, denominados vértices o
nodos, que poseen conexiones cntre cllos, las cuales son Hamadas enlaces. 1.os nodos
pueden corresponder a elementos dindmicos de un sistema, v los enlaces pueden rep-
resentar relaciones o interacciones entre los nodos. La investigacion actual en redes
complejas se ubica en la interseccion entre la Teorfa de Grafos (iniciada por Leonard
Euler) vy la Mecénica Estadistica. El hecho de que las redes complejas, se encuentren
en una gran variedad de sistemas naturales y artificiales. proporciona a esta drea de in-



2.1 Conceptos bdsicos. 7

vestigacion un cardcter intrinsecamente interdisciplinario. Aunque sus origenes pueden
relacionarse con los trabajos pioneros en percolacion y redes aleatorias por Flory [40],
Rapoport [41] y Erdoés y Rényi [20], la investigacion de las redes complejas, desde el
punto de vista de la Fisica, se ha enfocado en el estudio de sus propiedades estadisticas
y topoldgicas. En particular, tres trabajos han contribuido de manera considerable al
desarrollo del estudio de redes complejas: el articulo sobre redes de pequeno mundo de
Watts v Strogatz [21]; la caracterizacion de los modelos libres de escala (scale-free), de
Barabdasi v Albert [22]; v la identificacién de estructuras de comunidades en muchos
sistemas reales, 1(\&]1/,(1(1(1 por Girvan y Newman [42]. Los fisicos se han interesado en la
formacion, estructura y evolucion de las redes complejas, asi como también la influencia
de la topologia en problemas de Biologia, IFisiologia, Bioguimica liconomia, Ciencias
Computacionales, y en dindmica social, tales como formacion de opinidn, difusion cul-
tural o competencia entre diversos lenguas [43]. Por ofro lado, el interés en el tema
de las redes complejas por parte del publico general se evidencia en la publicacién de
nwwerosos libros divalgativos de gran receptividad en anos recientes 9,35, 44].

2.1. Conceptos basicos.

Como hemos dicho, una red estd representada por un grafo. Un grafo ¢ consiste en
un par de conjuntos G = {P, E}, donde I es un conjunto de N nodos (0 vértices) [
doude i € [1, N] v I es el conjunto de los enlaces que conectan dos clementos de /2. Las
redes pueden ser dirigidas o no-dirigidas. En una rved dirigida [45,46], la interaccion del
nodo [ al nodo P no implica una interaccién del nodo P; al nodo 7. Por el contrario,
cuando las interacciones son simétricas, se dice que la red es no-dirigida. Ademads, una

red también puede ser pesada [47,48]. El peso se define como un escalar que representa

la intensidad de la interaccion entre dos nodos. £n una red no-pesada., todos los enlaces
entre los nodos tienen el mismo peso o la misma intensidad, la cual, por lo general, se
renormaliza en el valor 1.

Matriz de adyacencia.

Lamatriz de adyacencia de una red finita G con N vértices es la matriz N x N, donde
los términos fucra de la diagonal A;; representan el ntunero de enlaces o conexiones del
nodo 7 al nodo j, v los terminos de la diagonal A;;, el nimero de autoconexiones del
nodo 7. Para cada grafo, existe una tinica matriz de adyacencia que lo representa (salvo
permutaciones entre filas y columnas). Iin el caso especial de un grafo linito, la matriz
de adyacencia es una matriz de ceros y unos. Si existe un enlace entre los nodos 7 y

el término A;; = 1, de lo contrario serda cero. Por convencién, se fijan ceros en su
ha.gona,l. Si el grafo es no dirigido, la matriz de adyacencia es simétrica. La relacion
entre el grado v los autovalores y autovectores de la matriz de adyacencia es materia
de estudio de la Teoria Espectral de Grafos.
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Grado y distribucion del grado.

El grado de un nodo i, denotado por k;, es el mimero de enlaces adyacentes al nodo
; es decir, el nimero total de vecinos mds cercanos del nodo ¢ en una red.

La distribucién de grado £(k) es la probabilidad de tener un nodo con grado k;
luego P(k) = (N(k))/N, donde N{k) es el mimero de nodos con grado & en un grafo
particular del ensamble estadistico y el numerados es el promedio de nodos con grado
k. El promedio es sobre el ensamble estadistico completo. Algunas redes pueden ser
de grado homogéneo, donde cada nodo 4 tiene el mismo nimero de conexiones, tales
como las redes de tipo malla o vegulares. Ademads, las redes pueden tener cierto grado
de heterogeneidad en las conexiones de sus nodos: por ejemplo, en una red aleatoria,
cada nodo estd conectado con otro con probabilidad p. En este caso, la probabilidad
P(k) es una distribucion binomial. Otro (‘]C]ll] lo, son las redes donde la distribucion
de grado sigue una ley de potencia: P(k) ~ k77, donde v es una constante. Tales redes
son llamadas redes libres de escala.

Coeficiente de agrupamiento.

El coeficiente de agrupamiento mide con qué probabilidad los nodos en un grafo
tienden a agruparsc. La evidencia sugiere que, en la mayoria de las redes reales, v en
particular en las redes sociales, los nodos tienden a crear grupos caracterizados por una
alta densidad en sus conexiones. En redes reales, esta probabilidad tiende a ser mayor
que la probabilidad promedio de conectar dos nodos de manera aleatoria [21,49].

Ll coeficiente de agrupamiento local cuantifica los grupos exclusivos dentro de una
vecindad, v se define como

2.1

donde £ es el grado del nodo i, y ¢; es el nimero de enlaces entre i y sus k; vecinos. El
coeliciente de agrupamiento de la red se define como el promedio sobre todos los nodos,

tal que
] N
C= < Z Ci, 2

donde N es el nimero total de nodos del sistema. Kl valor de ' se puede interpretar
como una medida de la probabilidad de ¢ue los vecinos de un nodo dado sean vecinos
entre si.

Diametro.

Il didmetro (D) de una red es la mayor distancia, contada en mimero de enlaces
entre dos elementos de una red. Por c¢jemplo, una red globalmente acoplada (donde
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Longitud caracteristica.

Lalongitud caracteristica [ es el nimero promedio de enlaces a través del camino mds
corto entre todos los pares de nodos posibles de la red. 15s una medida de la eficiencia del
transporte de informacion sobre una red. La longitud caracteristica [ cs una de las tres
medidas principales en lo que se refiere a la topologia de una red, junto con el coeficiente
de agrupamiento C' v la distribucién de grado P(k). La longitud caracteristica puede
depender del tamario del sistema en formas no triviales. Las redes regulares (mallas) d-
dimensionales muestran una longitud caracteristica que escala con el tamano del sistema
como [ ~ N4 mientras que, las redes complejas estdn caracterizadas por una longitud
caracteristica que escala como [ ~ In(NV).

Modularidad.

Una red puede tener una estructura no homogénea, formada por subconjuntos donde
los nodos de un subconjuntos estan altamente conectados entre si, mientras que un
numero mucho menor de enlaces conectan a subconjuntos diferentes. Una representacion
de esta estructura se muestra en la Figura 2.1.

en 3 comunidades [50)].

Se dice que este tipo de red, presentan estructuras modulares o de comunidades. La
division modular de una red dada, puede ser caracterizada mediante diferentes criterios
123]. Una de las primeras medidas de modularidad fue introducida por Newman v
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Girvan [50], definida como

2.3

donde ¢ es el mimero de comunidades que se proponen a priori, m es el ntumero de
enlaces totales de la red, A;; es la matriz de adyacencia, k; representa ¢l grado del nodo
i.y 8(ei, ;) = 1 sl los elementos @ y j estdn en estan en la misma comunidad, de lo
contrario 0(c;, ¢;) =

El valor de @ obtenido con esta [érmula para una red aleatoria es ¢ = 0.4. Redes
que presenten un valor de @ > 0.4 se dice que tienen estructura modular. Ademds de
esta definicién, se pueden encontrar algunas otras basadas en el mismo criterio [14].

En particular, se ha encontrado que las redes de interacciones sociales se carac-
terizan por poscer longitud caracteristica pequena, cocficiente de agrupamiento alto,
distribucién de grado no trivial y modularidad alta.

2.2. Modelos basicos de redes complejas.

BEn esta seccion, preseutamos una breve introduccidn a los tres modelos de redes
més importantes que se encuentran en la literatura; a saber, las vedes aleatorias tipo
Erdos-Rényi [20], redes de pequeno mundo de Watts-Strogatz [21] v vedes libres de
escala de Barabdsi-Albert [22]. Ademds, revisaremos algunos ejemplos que presentan
estructuras de comunidad.

Redes aleatorias tipo Erdos-Rényi.

La red aleatoria desarrollada por Rapoport [41], ¢ independientemente por Erdds
v Rényi [20], puede ser considerada como ¢l modelo mds bdsico de redes complejas.
Cousideremos una red con N nodos. Si todos los nodos estan conectados cntre si,

existen N (N - 1)/2 posibles enlaces. Definamos p como la probabilidad de conectar un
par de nodos. Entonces, el grado promedio de la red aleatorio resultante es
2M
(k) = p(N = 1) = =, 24

donde M es el ntunero de enlaces presentes en la red.

Cuando se trabaja en el Iimite de redes grandes (N - oo). (k) diverge si p permancce
fijo. Por otro lado, p se escoge como una funcién de N para mantener (k) fijo: p =
(k)/(N —1). Asi, la probabilidad de escoger aleatoriamente un nodo con grado k es una
distribucidén binomial

[’)<lf_) == ) ]')k;(} - ]7) N1 Y‘LH/. 25
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Para valores de NV grandes v (k) fijo, P(k) se acerca a una distribncion de Poisson
con valor medio (k):

2.6

la cual exhibe un maximo pronunciado para k == (k).

Modelo de pequeno mundo.

El concepto de red de pequenio mundo, tiene sus origenes en ¢l experimento social
realizado por Milgram en 1967 [51], quien encontrd que dos ciudadanos escogidos al
azar en una gran poblacion en Estados Unidos estaban conectados, en promedio, por
seis conocidos.

Las redes de pequeiio mundo han sido caracterizadas por Watts y Strogatz [52]. Ellos
notaron cue las redes podian ser clasificados de acuerdo a dos atributos estructurales
independientes, que son el coeficiente de agrupamiento y la longitud caracteristica. Los
grafos netamente aleatorios, construidos de acuerdo al modelo de Erdos-Rényi, exhiben
un valor pequeno de la longitud caracteristica, junto con un valor pequeno del coeficiente
de agrupamiento. Watts v Strogatz estudiaron muchas redes reales y encontraron que
el valor de su longitud caracteristica es pequeno, al igual que una red alcatoria, pero
el valor del coeficiente de agrupamiento s mayor, en varios ordencs de magnitud, con
respecto al valor correspondiente a una red aleatoria. Asi, Watts y Strogatz propusieron
un nuevo modelo de redes para describir redes reales, conocido en la actualidad como
redes de pequerio mundo, con dos ingredientes (1) una longitud caracteristica pequeiia,
v (i} un coeliciente de agrupamiento grande.

Para construir una red de pequeno mundo, se comienza con una red regular periécica
de N nodos, donde cada nodo estd conectado con sus & vecinos mds cercanos a cada
lado, donde N > k> log(N) > 1. Luego, cada enlace es recableado aleatoriamente con
probabilidad p. Cuando p = 0, tenemos una red regular, donde la longitud caracteristica
[ es grande. Cuando p - 1, la red se convierte en una red aleatoria, donde [ tiene un
valor pequenio. Asi, al cambiar el pardmetro p, se observa una transicion entre una red
regular y una red aleatoria, como se muestra en la Figura 2.2

Entre estos dos valores extremos del pardmetro p, existe una regién amplia, donde
la longitud caracteristica es pequena y el coeficiente de agrupamiento es grande. El
comportamiento de estas dos cantidades, en funcidén del parametro p, se puede observar
en la Figura 2.3.

Entre los ejemplos mas relevantes de redes de pequeno mundo, se puede mencionar
cdos estudios recientes acerca de redes sociales. La red de conversaciones de la men-
sajeria de Microsoft (MSN), tiene 240 millones de usuarios v mas de 30.000 millones de
conversaciones; la longitud caracteristica caleulada para esta red es I = 6.6 [53]. Otro
ejemplo, es la red de Facebook, con mas de 721 millones de usuarios v 69 billones de
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Regular Pequeio mundo Aleatoria

p=0 o =
Aleatoriedad

Figura 2.2: Procedimiento de recableado aleatorio propuesto por Walls y Strogatz para la
creacion de redes de pequeno mundo. N = 20, k = 4. Cuando p = 0 el anillo inicial permanece
sin. cambios; mientras p aumenta la red se desordena hasta que, para p = 1 se convierle en
una red aleatoria. Figura tomada de [21]
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Figura 2.3: Longitud caracteristica [(p) y coeficiente de agrupamiento C(p) para en modelo
de Watts y Strogalz. Los dalos estan normalizados con 1(0) y C(0), para una red regular,

enlaces, cuya longitud caracteristica es de == 4,74 [54].
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Redes libres de escala de Barabasi-Albert.

Como mencionamos anteriormente, muchas redes reales poseen la propiedad de
pequeno mundo. Sin embargo, resultados empiricos muestran que muchas redes de
tamano considerable también muestran evidencia de ser libres de escala; es decir, su
distribucion de grado sigue una ley de potencia P(k) ~ k™7, para valores grandes de
k (15, 18]. Las leyes de potencia en redes aparecicron por primera vez en cl articulo
publicado por Barabdsi v Albert [{22], quienes mostraron que la distribucion del gra-
do de muchas redes reales estan caracterizadas por una distribucion desigual en sus
conexiones. kEn este tipo de redes, los nodos tienen un patrén aleatorio en sus conex-
iones, algunos nodos estan altamente conectados, mientras otros sélo poseen unas pocas
conexiones, cono sc muestra en la Figura 2.4.

Figura 2.4: (a) Ejemplo de una red libre de escala de Barabdsi-Albert. (b) Distribucién del
3°; con Ny =
(cuadrados), No = m =5 (diamantes), Ny = m = 7 (lriangulos). La pendiente de la linca
punteada es v = 2.9. Figura insertada: distribucion re-escalada con m, P(k)/2m? para los
mismos valores de parametros. La pendiente de la linea punteada es v = 3. Figura tomada
de [15]

Con el propdsito de reproducir este comportamiento observado en la redes reales,
Barabasi y Albert proponen un modelo simple con dos ingredientes principales:

= Crecimiento: Se comienza con pocos nodos, a saber Ny nodos, conectados entre
taran al nuevo nodo con m diferentes nodos, que se encuentran presentes en el
sistema.
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= Conexiones preferenciales (preferential attachment): Cuando el nuevo nodo escoja
con quien establecerd conexion, se asume una probabilidad /2, como la probabili-
dad de que el nuevo nodo se conecte con el nodo 4, la cual depende de su grado
ki tal que T(ky) == 5'2]?/\*7" Luego de 1 iteraciones realizandose ¢l paso anterior,

se construye una red con N =t 4+ Ny nodos y mit -+ 2420 onlaces. Tas sim-

ulaciones numéricas muestran que esta red evoluciona hacia una distribucion de
grado correspondiente a una ley de potencia (k) ~ k77, con v =~ 3. Véase la
Figura 2.4.

Para comparar las Redes Complejas consideradas anteriormente, la Tabla 2.1 mues-
tra un resumen de sus caracteristicas mas importantes.

Redes Long. Carac. (1) | Coef. de Agrup. (C) | Dist. de Grado (k)
Regular [~ N4 C~1 Pk) = 0(k - z)
" Aleatoria E-R [ ~1In(N) Poisson
Pequeno mundo [~ In(N) Exponencial
Escala libre B-/ |~ A P(k) ~ k=

Tabla 2.1: Caracleristicas de las redes complejas. N representa el ndmero de nodos.

2.2.1. Redes con estructura de comunidad.

Recientemente, se ha descubierto que ademas de poseer caracteristicas de pequeno
mundo v de libertad de escala, muchas redes reales poseen estructura de comunidades
o modulos. Las redes modulares son ubicuas en la naturaleza, como se muestra en la
Figwra 2.5. Particular importancia para las ciencias médicas tiene la construccion de la
red de enfermedades humanas, la cual presenta estructura de comunidades [55]. Figura
2.6

A diferencia de las redes aleatorias, las redes de pequeno mundo y las redes libres
de escala; no existe actualmente un modelo que logre explicar satisfactoriamente la
formacién de estructuras de comunidades en redes [23]. Una de las motivaciones de la
presente tesis, es proponer un modelo general con ingredientes minimos que permita
explicar la emergencia de comunidades como el resultado de una dindmica coevolutiva
en redes.

2.3. Investigacion de redes reales locales.

Como parte del trabajo de investigacion de esta tesis, hemos considerado importante
aplicar los conceptos y herramientas de las redes complejas, al estudio de algunas redes

presentes en nuestro entorno.
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Figura 2.5: jemplos de redes reales que presentan estructura de comunidad. Club de Karale
Zachary, colaboracion cientifica en SFI, delfines nariz de botella, red lecnoldgica (Muestia de
la web), interaccion proteina-proteina (Cdancer), asociacion de palabras [23].

En tal sentido consideramos dos ejemplos de redes construidas a partir de datos
locales. La primera es la red que forman los estudiantes de la Facultad de Ingenieria,
que han visto alguna materia juntos. La segunda, es la red de colaboraciones cientificas
entre los profesores v estudiantes del grupo de Caos y Sisternas Complejos del Centro
de Fisica Fundamental de la Facultad de Ciencias.
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Figura 2.6: Red de enfermedades de barabasi.

2.3.1. Red de estudiantes de la Facultad de Ingenieria.

Los datos necesarios para construir esta red, fueron proporcionados por la Oficina
de Registros Estudiantiles de la Facultad de Ingenieria (OREIFT), de la Universidad de
Los Andes, en Mérida, Venezuela. Estos datos consisten en 9337 estudiantes que se
han inscrito en la Facultad de Ingenieria, desde el ano 1975 hasta el ano 2009. Existen
418881 registros de las inscripciones de materia de estos estudiantes, en ese periodo.

Para construir la red, consideramos a cada estudiante como un nodo de la misma.
La relacion o enlace que hay entre dos nodos se establece si estos dos estudiantes se
inscribieron en la misma materia, la misma seccion v el mismo semestre. 15s decir, dos
estudiantes estan conectados si alguna vez han visto una materia juntos.

Cabe destacar que esta coincidencia puede existir mas de una vez; sin embargo, el
enlace se establecera, cuando haya sucedido por 1o menos una vez. Asi, la red formada
por los estudiantes de la Facultad de Ingenieria serd no dirigida, en la que los enlaces
no tiene peso.

La Tabla 2.2 muestra las caracteristicas que obtuvimos de la red de estudiantes de
Ingenieria asi construida.

Al observar la Tabla 2.2, se evidencia que la red de estudiantes de Ingenieria tiene
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de redes reales locales.

1973-2009 | Aleatorio
Nodos (N) 9337 9337
Coef. Agrup. (C) 104843 0.054
Didametro (D) | 4 3.59
Long. Carac. (L) 1.9502 1.9462
Grado promedio (k) 500 500

Tabla 2.2: Caracleristicas de la red de estudiantes de Lo Facullad de Ingenieria. en compara-
cion con una red aleatoria de Lamano similares.

caracteristicas de una red de pequeno mundo.

Aunque se sale del ambito de la presente Tesis. este resultado puede motivarnos a
estudiar varios otros aspectos en esta ved, como por ejemplo la propagacién de informa-
ciéon o de epidemias entre los estudiantes. Por otro lado, estos resultados han suscitado
nmucho interés entre profesores por su potencial para caracterizar la eficiencia de sis-
temas educativos, v la posibilidad de comparar diferentes instituciones v facultades.

ste estudio muestra una perspectiva novedosa para el estudio del rendimiento cs-
tudiantil v otros problemas de relevancia social.

2.3.2.

Red de colaboraciones cientificas.

La construccion de la red de colaboraciones, se realizd utilizando como nodo a cada
investigador que ha realizado una publicacion cientifica con algin profesor o estudiante
del grupo de Caos y Sistemas Complejos de la Facultad de Ciencias. Aqud los enlaces se
establecen si ha habido una relacion de coautoria entre dos nodos. Es decir; dos nodos
estan conectados si han publicado juntos al menos un articulo cientifico en una revista
indexada. La Figura 2.7 muestra la representacion de la red de cadticos. La red de
caoticos sera no dirigida, en la que los enlaces no tiene peso. Los datos fueron tomados

b

de la pagina web del grupo [56].

Para esta red, se calcularon los atributos que la caracterizan, los cuales se pueden

observar en la Tabla 2.3. Ademas de los atributos usuales, se encuentran las cantidades
Ear, ke v kp, que son las respectivas conectividades de los profesores Mario Cosenza,
Kay Tucci y Antonio Parravano.

Nl ¢ D] LTk [ M Q Tkylkg ke
8310711 | 5|24 [425[136]0.510 | 40 | 26 | 23 |

Tabla 2.3: Caracteristicas de la red de colaboraciones cientificas del grupo de Caos vy Sislemas
Complejos.

Esta red posee estructura modular; lo que se evidencia por un valor de @ = 0.510,
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Figura 2.7: Red de colaboraciones cientificas en el grupo de Caos y Sistemas Complejos, del
Centro de Fisica Pundamental, de la Facullad de Ciencia, de lo. Universidad de Los Andes.
Mérida, Veneczucla.

mayor que el correspondiente a una red aleatoria. [ista estructura se encuentra susten-
tada por tres nodos altamente conectados o hubs, alrededor de los cuales, se encuentran
los otros nodos. Estos hubs estan identificados en la Figura 2.7 con las etiquetas Cosen-
za, Tuccl y Parravano. También, se observa que los nodos Tucel v Parravano, funcionan
como agentes conectores entre diferentes comunidades. El nodo Tuccl conecta la comu-
nidad de Ingenierfa (nodos conectados inicamente con el nodo Tueci) con la conmnidad
de Sistemas Complejos (nodos conectados inicamente con el nodo Cosenza), mientras
cque el nodo Parravano conecta la comunidad de Astrofisicos (nodos conectados tinica-
mente con el nodo Parravano) con los Sistemas Complejos. Este grafo ilustra como la
estructura modular o de comunidades emerge en una red cuando existe cierto grado de

tolerancia o amplitud de criterios, que en este caso se manifiesta en la interdisciplinar-
idad que se destaca en este grupo.



There are a number of morals to this story. Perhaps the
most importanit is that your fviends jusi aren’t normal.
No one’s friends are.

MARK NEWMAN (2003)

Efecto de la topologia en un modelo
de interaccion economica estratificada

Como una aplicacion del estudio de redes complejas en sistemas socioecondmicos, se
imvestigara en este Capitulo, los efectos de la topologia de la red en el comportamieuto
colectivo de un sistema sujeto a una dinamica de intercambio econdmico estratificado.
Presentamos nuestro modelo reciente [28], basado en la-dindamica de interaceién en una
sociedad estratificada propuesta por Laguna et al. [57]. Adicionalmente, la inclusion
de la nocién de localidad nos permite emplear en forma novedosa, conceptos prove-
nientes del contexto de sistemas dindmicos espaciotemporales, tratados en problemas
de Econofisica.

La estratificacion social se refiere a la clasificacion de individuos en grupos o clases,
basadas en condiciones de poder o socioecondmicas compartidas en wna sociedad [58).
Un atributo caracteristico de las sociedades estratificadas, es que los individuos tienden
a interaccionar més frecuentemente con aquellos dentro de sus propios grupos. sta ten-
dencia se ha podido observar en endogamia de clases [59], comunidades y citas cientifi-
cas [60], poblaciones bioldgicas [61], capital humano [62], formacion de opinién [63],
dindmica de epidemias [64], e intercambio econémico entre bancos [65]. Recientemente,
Laguna et al. [57] han estudiado los efectos de la estratilicacion social en la distribu-
cion de riquezas en un sistema de agentes econdmicos interactuantes. I'm ese modelo,
los agentes se comportan como particulas en un gas, v su interaccion con los demds
agentes se lleva a cabo de manera aleatoria, de la misma manera que en la mayoria
de los modelos que se han propuesto acerca de intercambio econémico [66-68]. Sin em-
bargo. muchos sistemas sociales v ccondmicos reales pueden ser descritos como redes
complejas, tales como redes de pequeno mundo, redes libres de escala [10,21,22]. Al-
gunos pocos modelos han considerado dinamicas de interacceion econdémica sobre redes
regulares; por ejemplo, en [69,70] se estudiaron los efectos de la topologfa de la red en
la distribucion de riquezas; mientras que Ausloos [71] propuso un modelo de mercado
cerrado en una red fija con flujo libre de bienes v recursos.

19
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3.1. EIl modelo

Consideramos una poblacion de N agentes interactivos, ubicados en los nodos de
una red de pequeno mundo, caracterizada por el pardmetro de recableado p, segin el
algoritmo de construccion de Watts y Strogatz [21]. Comenzamos de wun anillo regular
con N nodos, donde cada uno esta conectado con sus k vecinos mas cercanos (k es uu
nimero par}, como se muestra en la Figura 3.1. Luego, cada conexion es recableada
aleatoriamente, con probabilidad p en la red. Después del proceso de recableado, el
numero de agentes acoplados a cada nodo puede variar, pero el niimero total de enlaces
en la red es constante e igual a Nk/2. Para p = 0 la red corresponde a una anillo

este algoritmo, una red de pequeno mundo se forma para valores de p en un rango
intermedio [21].

Figura 3.1: Red unidimensional con condiciones de borde periddicas. N = 18, k = 4.

En un tiempo discreto ¢, un agente (4 € [1, N]), estd caracterizado por su riqueza
w;(t) > 0,y por un factor de aversion al riesgo 5;, que se mantiene fijo en el tiempo.
Los valores de 3; son asignados a los agentes al comienzo de cada simulacion de manera
uniforme y aleatoria en el intervalo [0, 1]. La cantidad (1 — 5;) mide la fraccién de
la riqueza. que el agente i estd dispuesto a arriesgar en una interaccion econdmica
167,72, 73]. Los valores iniciales de riqueza w;(0) se encuentran distribuidos de manera
aleatoria en el intervalo w;(0) € [0, W]. Asumimos que la riqueza total del sistema,
Wy = 3" w (i), se conserva.

Por simplicidad, asumimos que la estratificacion de clases econdmicas es uniforme;
es decir, todas las clases tienen el mismo ancho, definido por ¢l pardmetro u. Asi,
los agentes ¢y j pertenecen a la misma clase econdmica si satisfacen la condicién

Jw;(t) 'u,{,-(/,)]'< u.

Cuando hablamos de intercambio ccondmico estratificado, nos referimos a que sélo



3.1 Bl modelo 21

puede existir interaccién entre los agentes que pertenccen a la misima clase econdomi-
ca. Como consecuencia de estas interacciones, la riqueza de los agentes en el sistema
cambiara.

Definimos la dindmica del sistema, en cada paso de tiempo ¢, por el siguiente algo-
ritmo 1terativo:

1. Escoja un agente i de manera aleatoria.

0o

Escoja, de manera aleatoria, un agente j = 4 del conjunto de vecinos del agente
i, es decir, j € [1--k/2,i+k/2.

3. Verifique si los agentes 7 v 7 pertenecen a la misma clase ccondmica, es decir,

w; () —w; ()] < w.
Repita los pasos (1) v (2) hasta que se cumpla la condicion (3).

4. Calcule la cantidad de riqueza Aw(t) a ser intercambiada por los agentes @ v 7,
definida como

Aw(t) = min|(1 = B;)w;(t); (1 — 5;)w;(1)). 3.1

(S

Calcule la probabilidad = de favorecer al agente con menor rigqueza entre ¢ y 7 en
el tiempo ¢, definida como {57, 73]

1 wilt) = w, (!
7ok f X ‘Lw e
2 w;(t) -+ w;(t)

donde el parametro f € [0,1/2].

6. Asigne la cantidad Aw(1) con probabilidad 7 al agente con menor riqueza, y con
probabilidad (1 — r) al agente con mayor riqueza entre 4 v J.

El parametro f describe la probabilidad de favorecer al mas pobre de los dos agentes
cuando mteraccionan. Para f = 0, ambos agentes tienen la misma probabilidad de
recibir la cantidad Aw(t) en la interaccion de intercambio, mientras que, para f = 1/2,
el agentes con menos riqueza tiene la mas alta probabilidad de recibir esta cantidad.
En una simulacion tipica, siguiendo las reglas de esta dindmica y, luego de un tiempo
transiente, el sistema alcanza un estado estadisticamente estacionario donde la riqueza
total Wy ha sido redistribuida entre los agentes.

Lalocalizacion espacial de los agentes econdinicos interactivos nos permite establecer
una analogia entre este sistema v un sistema dindimico espaciotemporal discreto, del
tipo automata celwlar o redes de mapas acoplados . La Figura 3.2 muestra los patrones
espaciotemporales de la riqueza que resultan en una red caracterizada por k = 2 vy
p = 0, correspondientes a una red regular en una dimension con condiciones de borde
periddicas. Al igual que muchos sistemas dindmicos espaciotemporales [74], esta red
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de agentes econdomicos puede exhibir tres estados basicos que dependen de los valores
de pardmetros: un estado estacionario, coherente o laminar (panel izquierdo), donde
la rigueza de cada agente i se mantiene en un valor constante; un estado intermitente
(panel central), caracterizado por la coexistencia de dominios coherentes e irregulares
que evolucionan en el tiempo; v un estado turbulento (panel derecho) donde los valores
de riqueza cambian de manera irregular tanto en el espacio como en el tiempo.

S

i de los agentes en la red, la cual se incrementa de abajo hacia arriba. Bl e¢je horizontal
representa el liempo, que se dncrementa de izquierda a derecha. La evolucion lemporal de
la riqueza w; (L) de los i agentes estd representada por un cddigo de coloves. Fslos colores
van desde gris claro (agentes mads pobres) a gris oscuro (agentes mas ricos). Panel izquicrdo:

Para caracterizar la transicién del estado laminar al estado turbulento, via intermi-
tencia espaciotemporal, empleamos el promedio de la cantidad de riqueza intercambia
por unidad de tiempo, calculada para tiempos muy largos. A csta cantidad la llamamos
actividad del sistema vy la definimos como

1 <o
/ P ] / 1 F ;
A= /} Aw(t), i

donde 7 es un tiempo transiente; cs decir, el nimero de iteraciones que se descartan
antes de tomar el promedio temporal. La fase laminar estd asociada con valores de
A =0, donde no ocwrren transacciones en el estado asintético del sistema; mientras ¢ue
la fase turbulenta estd caracterizada por valores A > 0.

En nuestros cdleulos, fijamos los siguientes valores de pardmetros: N
107, vy W = 1. Tomamos 7 = 103, para ¢l cual hemos verificado que el comportamiento
estadistico del sistema es estacionario. Cada valor de las cantidades estacisticas es un
promedio sobre 100 realizaciones de condiciones iniciales. La Figura 3.3(a) muestra la
actividad A del sistema en funcidn del ancho de la clase econdémica u, para diferentes
valores del pardmetro [.
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Figura 3.3: (o) Actividad del sistema en funcion de w en wna red regular (p = 0) con

para u =1 (cuadrados), y u = 30 (circulos).

La transicion de la fase laminar a la fase turbulenta ocurre alrededor del valor

ocurrir en cada vecindad, v esto se refleja en el incremento de la actividad del sistema.
Para w > WV, contintan ocurriendo interacciones en todo el sistema, y la riqueza total
intercambiada alcanza el valor maximo permitido por el pardametro f. Asi, la actividad
A en el sistema alcanza un valor casi constante en esta regiéon, para un valor de f dado.
Por otro lado, la Figura 3.3(b) muestra la actividad del sistema en funcién de f. [l
incremento en f awmenta la transferencia de riqueza desde los agentes méds ricos hacia
los agentes mdas pobres. Por lo tanto, la probabilidad de que agentes vecinos pertenczcan
a la misma clase econdmica se incrementa, y como consecuencia también la probabilidad
de intercambio de riqueza entre cllos. Como consecuencia, la actividad A del sistema
awmenta al aumentar f.

Con el fin de explorar los efectos de la topologia de la red subyacente sobre coni-
portamiento colectivo del sistema, mostramos en la Figura 3.4(a) la actividad A en
funcién del tamano de la vecindad & en la red, para diferentes valores de w. Bl rango
de interacciones locales, dado por k, tiene un efecto minimo en la actividad.

Igualmente, la Figura 3.4(b) muestra la actividad A en funcién de la probabilidad
de recableado en la red p, para k = 4. Vemos que la actividad en el sistema es afectada
de manera minima por las propiedades topologicas de la red, representadas por los
parametros k& v p. Luego, la dinamica, expresada por los parametros [ v wu, tienen
un efecto mas relevante en el comportamiento de la actividad A en el sistema, que la
topologia de la red subyacente.

Una variable importante en dindmica cconémica es el coeliciente de Gini, una can-
tidad estadistica que mide el grado de desigualdad en la distribucién de riqueza en un
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sistema econdmico, definido como [75]

4 XAV
L 2ot

w;(t) = w;(t)]
TN SN w() |

G(t) = 34

Una distribucion de riqueza totalmente equitativa en el tiempo ¢, donde w;(t) =
w;(t), Vi, 7, conduce a un valor de G/(t) = 0. El otro extremo, de total exclusion, donde
un solo agente posee toda la riqueza del sistema, > ' w;(t). corresponde a un valor de
G(t) = 1. La distribucién uniforme alcatoria de rigneza nsada como condicion inicial

3.5(a) muestra el coeficiente de Gini G en el estado asintético del sistema como funcion
del ancho de clase u, para diferentes valores del pardmetro f.

Para valores pequenos de wu, hay una pequena probabilidad de interaccion entre
agentes vecinos, y por lo tanto, la distribucion inicial de riqueza del sistema (donde ¢ =
0) se mantiene. Al incrementar u, la transferencia de riqueza entre los agentes vecinos
aumenta, produciendo una mayor redistribucién de la riqueza, la cual se refleja en el
incremento de G\ Se puede observar que ¢ alcanza su maximo valor alrededor de u =~
W =1, cuando cada agente puede interaccionar con todos sus vecinos en los primeros
instantes de la simulacion, y por lo tanto, ocwure una gran variacion en la distribucion
de riqueza con respecto a la distribucion inicial. Para valores de w mids grandes, todas
las interacciones locales estan permitidas. In esta region, una redistribucion de ricqueza,
deberia ocwrir cuando la probabilidad [ de favorecer a los mas pobres se incrementa.
Iisto se observa en la Figura 3.5(a) como una disminucién en los valores de G, para
w > W. La Figura 3.5(b) muestra ¢l coeficiente de Gini en funciéon de la probabilidad
[ para diferentes tamanos de vecindad k. Los valores de ¢ permanecen casi constantes
para valores de [ pequenos, pero disminuyen para valorves de [ altos.

Para estudiar la influencia de la topologia de la red subyacente en la distribucidn
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Figura 3.5: Cocficiente de Gini para t = 10% en funcion de w con k = 4 [ijo para diferentes

valores de k y u = 30. Las curvas corresponden a k = 2 (cuadrados): k = 4 (circulos); y
k=N 1 (lridngulos).

de riqueza, la Figura 3.6(a) muestra la grifica de ¢ en funcion de k, sobre una red
regular con p = 0, para diferentes valores de u. Al incrementar el nimero de vecinos k,
se contribuye al incremento de la desigualdad en la distribucion de rigueza, al ver un
aumento en (. Notese que G tiende a un valor asintético alto cuando & = (N — 1),
lo cual corresponde a una red con acoplamiento global; es decir, los agentes pueden
interaccionar con cualquicr otro agente del sistema. En este caso se pierde la nocidn de
localidad espacial, y nuestro modelo se corresponde con el caso particular de Laguna ef
al. [57].
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Figura 3.6: (a) Cocficiente de Gini para | = 10° en funcion de k en una red regular con
p =20, para [ = 0.1, w = 1 (cuadrados) y v = 10 (circulos). (b) Coeficiente de Gini para
t =108 en funcidn del pardmelro de recableado p en wna red con k = 4, para u =10y [ = 0.5
(diamantes), [ = 0.3 (circulos) y [ = 0.1 (cuadrados).

Cabe notar que cf indice de Gini (Coeficiente de Gini multiplicado por 100), en

?

ese limite, da valores més altos que los observados en datos reales de paises, como se
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muestra en la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Dalos del indice de Gini, para diversos paises del mundo desde la Seqgunda Guerra
Mundial hasta 2005 [76].

Por otro lado, nuestro modelo con inclusién de localidad en las interacciones econdmi-
cas permite obtener valores del Coeficiente de Gini més realistas.

Sabemos que el incremento del rango en las interacciones espaciales, representado
por el valor de k., implica tanto un incremento del coeliciente de agrupamiento como
una disminucion de la longitud caracteristica de la red. Para verificar cudl de estas dos
propiedades topoldgicas de la red tiene un efecto mas relevante en el coeficiente de Ginl,
mostramos en la Figura 3.6(b) a & en funcion de la probabilidad de recableado p, para
diferentes valores del pardmetro f. Note que cuando p aumenta, GG apenas cambia, en
comparacion con la variacion que experimenta G cuando k aumenta, Figura3.6(a). La
longitud caracteristica en la red decrece en ambos casos; sin embargo, el cocficiente
de agrupamiento no aumenta en cl rango de valores de p que se muestran en la Figu-
ra3.6(b) [21]. Por lo tanto, el incremento que se observa en el cocficiente de Gini en
la Figurad.6(a) se puede atribuir al incremento del coeficiente de agrupamiento de la
red cuando b aumenta. En otras palabras, el tamano de la vecindad (k) tiene una in-
fluencia més relevante para la ocurrencia de una distribucion equitativa de riqueza que
la presencia de conexiones de largo alcance (p) en un sistema sujeto a un proceso de
intercambio economico estratificado.
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También hemos estudiado las propiedades de la distribucion de probabilidad de
riqueza para diversos valores de pardmetros [29]. La Figura 3.8 mucstra la distribucion
de riqueza en el estado asintdtico del sistema, para distintos valores de pardmetros.

7 %3 TEIT

T % IIIIH;

A1 Iiifii{

o
LA R ”’%‘i

(triangulos).

Para valores de u y f pequenos (cuadrades), la distribucion de rigueza P(w) se
mantiene casi uniforme como consecuencia de la poca actividad presente en el sistema.
Al aumentar los valores de estos pardmetros, P(w) se muestra menos uniforme (circu-
los). En las simulaciones se observa que unos pocos agentes adquieren la mayor cantidad
de viqueza en el sistema, mientras que un numero considerable de agentes quedan con
riqueza casi nula. Para valores grandes de pardmetros (tridngulos), I’(w) adquiere una
forma més uniforme, como se puede notar también en la Figura 3.5(a).

Para otros valores de parametros, se puede observar que ?(w) cambia abruptamente
de forma, como sc muestra en la Figura 3.9. La Figura 3.9 indica que los elementos
con menor riqueza en el sistema (valores de w pequenos) tienen una distribucion casi
uniforme. Sin embargo, los agentes con mayor riqueza tienen aproximadamente la misma
riqueza, lo que se muestra con una distribucion tipo gaussiana, con una digpersién
pequena. sto sucede porque los agentes que se hacen mas ricos absorben la riqueza
de su vecindad. Debido a que las interacciones son locales, no hay intercambio entre
estos agentes, por lo que mantienen practicamente la misma ricqueza en el tiempo. Esta
distribuciéon de probabilidad para los agentes con mayor riqueza, cambia al awmentar
el numero de vecinos conectados o el alcance de interaccidn k, como sc observa en la
Figura 3.10. Para los valores de pardmetros de la Figura 3.10 se obtiene un valor de

G~07.
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Figura 3.10: Distribuciones de riqueza del sistema para k = 16, u = 0.3, [=0.1.

Note que existe un mmimo en P(w) para el valor w ~ u que representa la sepa-
racion de la distribucion de riqueza en dos grupos, que podemos denominar agentes
ricos y agentes pobres. Al aumentar &, pueden existir conexiones entre los agentes mas
ricos del sistema, por lo que éstos pueden intercambiar riqueza. Esto conduce a que la
distribucion de riqueza en este rango de w se realice de manera 10 cquitativa, lo que se
evidencia por la formacién de una distribucion de ley de potencia para valores grandes
de w.
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3.2. Competencia entre interacciones locales y glob-
ales.

En el modelo que presentamos en la seccidén anterior [28,29], la nocién de estrato
econdmico se implementa mediante la comparacion de las riquezas de los agentes con
respecto al wmbral u: si el valor absoluto de la diferencia de riquezas es menor que el
wmbral, entonces los agentes pertenecen al mismo estrato econdémico y pueden realizar
interacciones entre ellos. FEn esta seccidn proponemos una delinicién alternativa del
umbral, basado en la diferencia de riquezas relativa entre agentes. Con esta nueva
definicidon de w hemos investigado los efectos de las interacciones locales v globales en
el comportamiento colectivo del sistema [30].

Enla Figura 3.11 se muestras las dos estructuras topologicas de las redes subyacentes
que estudiamos en esta seccidn.

£

i)
@<
o

£
ey
{a)
Figura 3.11: (a) Red bidimensional con inleracciones locales, k = 4. (b) Red con interac-

ciones globales.

La dindmica de interaccion de los agentes en el modelo, siguen las mismas reglas que
las presentadas en la seccién anterior. Sin embargo, utilizaremos la siguiente definiciéon
de estrato: los agentes 7 v j pertenccen al mismo estrato si satisfacen la siguiente
condicion ,

wi(t) — w;(t)
— e <,
Lw, (1) + w;(t)

Ista normalizacion de w define el estrato en términos de riqueza relativa y no de

diferencias de riquezas absolutas.

Para la simulacidn de los dos casos hemos empleado N = 1000. El tiempo de sim-
ulacion es de T = 107 iteraciones. Los resultados que se muestran a continuacion
representan el estado asintdtico del sistema; es decir, cuando se ha alcanzado un es-
tado estadisticamente estacionario, caracterizado por la estabilidad de los valores de los
parametros de orden.

La Iigura 3.12 muestra a ¢ en el espacio de pardmetros (u, ), para una red con
interacciones locales v una red con interacciones globales.
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Figura 3.12: Cocficiente de Gini en el espacio de pardmelros (u, [') para las redes con inter-
accion local y global.

Se observa que tanto para el caso local como el caso global, cuando v < 0.4 &
aumenta independientemente del valor de f. Para el caso local, (¢ aumenta de una
manera gradual y constante; mientras que para el caso global, para valores pequenos
de u, G aumenta con bastante rapidez hasta alcanzar un valor constante para v < 0.4.
En el caso glohal, los valores de G = 1, mienfras que para el caso local, los valores de
G son mucho menores que 1. Para v > 0.4, el parametro f comienza a tener un efecto
importante en ambos sistemas. A pesar de que ¢l valor de G es diferente para los casos
global v local, para valores altos de v v f, el comportamiento de G presenta similitudes
en ambos sistemas, presentando una disminucién considerable de G en cste rango de
parametros.

En la Tigura 3.13 se muestra la actividad A del sistema en el espacio de pardametros

(1, [), para la red de interaccion local v la red de interaccion global.
0.12
0.09
0.06

0.03
0

A

Figura 3.13: Aclwidad ccondmica del sistema en el espacio de pardmelros (u, [ ) pora las
redes con interaccion local y global.
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/

Para ambos casos, global y local, A tiene el mismo comportamiento, como se muestra
en Ja Figura 3.13. Ademads, se puede ver que la actividad econdmica A aumenta en forma
considerable en el estado asintotico de ambos sistemas para valores altos de u v f.

En conclusion, la inclusién de una red de conectividad o localizacion espacial para
las interacciones de los agentes econdmicos, permite el uso de conceplos asociados a
los sistemas dinamicos espaciotemporales, en modelos ccondémicos. Hemos considera-
do un modelo de intercambio econdmico estratificado definido sobre una red y hemos
mostrado que se forman diferentes patrones espaciotemporales al variar los parametros
del sistema. Hemos caracterizado estos patrones como estados laminares, intermitentes
y turbulentos, en analogia con los sistemas dinamicos espaciotemporales. Hemos car-
acterizado la transicion del estado laminar al estado turbulento mediante la actividad
del sistema, una cantidad estadistica que mide la rigueza promedio intercambiada, por
unidad de tiempo, en el estado asintdtico de sistema. La actividad depende principal-
mente de la dindmica, representada por los parametros w y f. Por otro lado, el coe-
ficiente de Gini, que caracteriza la desigualdad en la distribucion de riqueza, depende
mayormente de la topologia de la red, descrita por los pardmetros & v p. Luego, niveles
elevados de intercambio econdmico (actividad alta), se encuentran asociados con valores
pequerios del coeficiente de Gini, esto es, con distribuciones de riqueza mas equitativas
en el sistema.

La topologia de la red subyacente no influye de manera significativa en la actividad
A del sistema. En contraste, el coeliciente de Gini & se incrementa cuando el ran-
go de interacciones, representado por A, aumenta. Hemos mostrado que la propiedad
topoldgica que influye de manera significativa cn el cambio de ' es el coeliciente de
agrupamiento v no la longitud caracteristica de la red. La Figwa3.6 sugiere que una
distribucién mds equitativa de riqueza en una economia estratificada puede lavorecerse
mediante la reduccion del tamano de la vecindad de log agentes interactuantes.
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Sistemas Dinamicos Coevolutivos

La mayoria de los estudios recientes sobre redes gravitan alrededor de dos pregun-
tas, las cnales corresponden a dos Hneas de investigacion diferentes: jcomo varfan las
propiedades topoldgicas de una red que cambia en ¢l tiempo? vy, jcémo depende el
funcionamiento de la red de sus propiedades topologicas?

La primera linea de investigacion se refiere a la dindmica de las redes, donde la
topologia de la red se considera como un sistema dindmico que cambia en el tiempo de
acuerdo a determinadas reglas, a menudo locales. La investigacion que se realiza en esta
area ha revelado que ciertas reglas de evolucidén conducen a estructuras topoldgicas, con
propiedades especificas. Los ejemplos mas notables incluyen la formaciéon de redes de
pequenio mundo [21]; v las redes libres de escala [22].

La segunda linea de investigacion se enfoca en la dindmica sobre las redes, donde
cada nodo en la red representa un sistema dinamico. Cada uno de los nodos se encuentra
acoplado, segiin la topologia de la red, con otros nodos. En este caso, la topologia de la
red permanece estatica, mientras que las variables de estado de los nodos cambian en
el tiempo. Por ejemplo, los modelos de redes de mapas acoplados [77,78] pertenecen a
esta categoria. Bajo esta perspectiva, se han estudiado procesos importantes tales como
la sincronizacién de sistemas dindmicos [79] y problemas de formacion de opinién y de
transmision de enfermedades [80-84]. Estos estudios han dejado claro el hecho de que
ciertas propicdades topoldgicas de la red tienen un gran impacto en la dindmica del
sistema. Por ejemplo, se ha podido demostrar que si se vacuna a una fraccion de nodos
en una red con topologia libre de escala, no se puede detener una epidemia [81,82].

Hasta hace unos anos, estas dos lineas de investigacién eran abordadas de manera
independiente. Un modelo dado se encargaba de describir la dindmica de una cierta red,
o de describir la dindmica sobre una determinada red. Recientemente, la investigacion
de sistemas complejos ha puesto en evidencia que muchos sistemas del mundo real
pueden ser considerados como redes de elementos interactivos donde tanto los estados
de Jos elementos v sus conexiones cambian en el tiempo. En este caso, las conexiones

32
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entre un par de clementos en el sistema pueden cambiar su intensidad, o aparccer
v desaparecer, mientras el sistema cvoluciona en diferentes escalas de tiempo. [istas
modificaciones en la topologia de la red ocurren como un efecto de retroalimentacion: la
topologfa determina la evolucion de los estados de los nodos, 1o que a su vez determina la
modificacidn de la topologia; es decir, la red se vuelve (L(](I[)/(I//?)(I [24.26,32,118,132,133].
Esta retroalimentacion puede resultar en una interaccion mutua no tlm(] entre una
topologia que cambia en el tiempo v la dindmica de los nodos. Los sistemas que exhiben
tal comportamiento se han denominado sistemas dindmicos coevolutivos o adaplativos.
El esquema de la Figurad.1, muestra las interacciones que se llevan a cabo en un sistema.
coevolutivo.

ostado

00 @
x

dinamica evolucion
local fopologica
Ko
@
topologia

Figura 4.1: En un sislema cocvolulivo, la evolucion de la lopologia depende de la dindrni-
ca de los nodos. Por lo tanto, se crea una retroalimentacion que genera un intercambio de
informacion en el sistema.

A manera de ilustracion, consideremos una red de carreteras. La topologia de la red,
que es el patrén de carreteras, influye sobre la dindmica de los estados de los nodos;
es decir, el flujo v la densidad del trafico entre ciudades. Pero, si los embotellamientos
se hacen frecuentes sobre una cierta via, es probable que se construyan nuevas car-
reteras para disminuir la carga sobre la via congestionada. De esta manera, existe una
retroalimentacion entre el estado de los nodos y la topologia de la red.

El fenémeno de coevolucion se observa también en las redes sociales. Las opiniones de
los individios cambian debido a las interacciones con sus vecinos; a su vez la escogencia
de vecinos depende de las opiniones de los individuos.

In la actualidad, sistemas coevolutivos son foco de la investigacién en diversas disci-
plinas cientificas. Aunque los estudios realizados hasta la fecha sélo se pueden considerar
como los primeros pasos para la construccion de una teorfa de sistemas coevolutivos, ya
se puede evidenciar en ellos diversos aspectos generales de estos sistemas. A pesar de la
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diversidad de aspectos que se abordan, los resultados que se reportan muestran que cier-
tos fendmenos dindmicos aparecen con frecuencia en las redes coevolutivas;tales como
la formacion de topologias complejas, emergencia espontdnea de estructuras espaciales
v transiciones fuera del equilibrio, entre otros.

4.1. Modelo de redes dindmicas adaptativas.

En esta seccion, revisaremos uno de los primeros modelos con dindmica coevolutiva,
introducido por Ito y Kaneko [31]. Se trata de un sistema de elementos dindamicos con
interacciones adaptativas, el cual es conceptualmente simple y presenta caracteristicas
generales, v ademas exhibe interesantes comportamientos colectivos.

Ito y Kancko consideran un sistema de mapas cadticos acoplados, donde la intensi-
dad de los acoplamientos depende de los estados de los mapas. 151 sistema se describe
por medio de las siguientes ecuaciones:

N
whoq = [l (1=o)al + ¢ Z wilal | 4.1
W . 1+ dg(at, al) | B Y,
iy N N J N T b
S Lk dglar, ak ik
glw,y) =12z —y|, 43

donde a7, representa la variable de estado del clemento o mapa i(é = 1,...,N) en
el tiempo discreto n € Z y N es el nimero de elementos o tamano del sistema. £l
parametro ¢ en la ecuacién (4.1) indica en qué medida un elemento ¢ depende de los
demads elementos del sistema. El acoplamiento entre los elementos en un tiempo n
estd descrito por la matriz w,. El elemento w? de la matriz de acoplamiento indica la
magnitud de la conexién del elemento j con el elemento ¢ en el tiempo n. Cabe decir que
la matriz w, tiene todos los elementos de su diagonal igual a 0, va que los elementos 1o
se acoplan consigo mismos. La funcidén f es ¢l mapa que determina la dinamica local de
los clementos. Tto y Kancko utilizan el mapa logistico f{x) = ax(1 —x), el cual presenta
propiedades universales bien conocidas y constituye un paradigma en la investigacion
de los sistemas cadticos. La ecuacién (4.3) determina la dindmica de las interacciones.
La funcién g, en las ecuaciones (4.3) y (4.4), expresa la vegla segin la cual evolucionan
las conexiones; en este caso ¢ reproduce en buena medida la regla neurofisioldgica de
Hebb [86]. El pardmetro § representa la plasticidad de las conexiones. Tto y Kaneko
asuimen cue las conexiones tienen un limite en su erecimiento; por esa razon introducen
el divisor en la ccuacion (4.3), de tal manera que la suma de las conexiones que entran
en un elemento (una fila de la matriz de conectividad) sea la unidad; es decir, las
magnitudes de las conexiones estan normalizadas.
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En este sistema se pueden observar las distintas fases (excepto una; la fase parcial-
mente ordenada) correspondientes a mapas globalmente acoplados [87]. La Figura 4.2
muestra el espacio de fase del sistema en funcion de los pardmetros o v ¢, para un valor
de ¢ = 0.1.

s

f
]
- g
'

Figura 4.2: Espacio de fuse del sistema de Ito y Kaneko en funcion de los paramelros a vy ¢.
C indica la fase sincronizada. O es la fase ordenada o de clusters. La region de purametros
marcada con 1 es donde el sistema se encuenlra desincronizado [31]

Fase Sincronizada.

En la FFigura 4.2 se puede observar una region marcada con “C” que indica la fase
sincronizada del sistema. Para esta fase, la matriz de conectividad tiene una forma
semejante a la que se muestra en la Figura 4.3. Iin esta representacion el tamano de
los cuadrados es proporcional al valor del elemento w? de la matriz de acoplamiento.
Cuando el cuadrado tiene el tamano de la celda, esto indica que la conexion tiene valor
1. Se puede observar que la matriz de conectividad es bastante homogénea y llega a un
estacdo asintotico.

Fase Ordenada.

En cierto rango de pardmetro se observa una fase ordenada en la cual se forman
clusters (subconjuntos de clementos sincronizados entre si) que se identifican en la
[Figura 4.2 con la letra “O”. Las siguientes figuras muestran la matriz de conectividad
para dos valores de parametros distintos en la fase de clusters. IZn la primera matriz
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Fase Desincronizada.

Para la fase “D7, en la Figura 4.2, se tiene en cambio matrices de conectividad
dependientes del tiempo, como las que se muestran en la Figura 4.5 para un tiempo
dado.
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0.1. (a) Muestra clusters en pares, a = 3.97, ¢ = 0.2. (b) Formacion de estructura cuasi-
stmélrica, a = 3.97, ¢ =

0.15. (¢) Estructura de conectividad en la que unos clementos tienen,

La primera de éstas (a), muestra una matriz de conectividad que indica la formacion
de clusters en pares, existiendo un cluster con mas de dos clementos. Este grupo de
elementos cambia con el tiempo.

La segunda matriz (b), muestra cierto grado de simetria, pero estas conexiones entre
pares va son mas débiles v, por la conservacion de pesos en lag conexiones, los clusters
se hacen mds grandes. Surgen también conexiones ¢ue no son simétricas.

[En la tercera matriz de conectividad (c¢), se ven patrones verticales que indican que
hay elementos mas conectados hacia los demas que otros. s importante notar que pa-
trones horizontales similares a los verticales observados en la Figura 4.5(c) no se podrian
formar porque la suma de las celdas de una fila siempre deben estar normalizadas a 1.

Hacemos la observacion de que la estructura de clusters observadas por Ito vy Kaneko,
tales como la Figura 4.4(a), corresponde a la matriz de adyacencia de una red con
estructura modular o de comunidades. Iista observacién nos ha motivado a investigar la
relacion entre la emergencia de estructuras modulares en redes v dindmica coevolutiva.
Exploraremos esta idea en el Capitulo 6.
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4.2. Transicion de fase en la coevolucion de redes y
opiniones.

IEn esta scccion revisamos un modelo reciente sobre coevolucion de redes y opiniones
en dindmica social, propuesto por Holme y Newman [32]. La simplicidad conceptual de
este modelo ha inspirado una gran cantidad de investigaciones posteriores.

Se ha observado que muchas redes sociales reales tienden a dividirse en grupos o
comunidades de individuos similares. Una pregunta obvia es si los individuos se hacen
similares debido a que estdn conectados [38,88-92], o si se agrupan debido a que son
similares [93]. Ambas situaciones han sido estudiadas mediante modelos fisicos. La
primera, usando modelos de formacién de opinién [38,90,94], v la segunda empleando
modelos basados en homofilia [95-97]. Sin embargo, el sentido commin nos indica que
las diferencias entre estos dos escenarios no esta del todo bien delinida. Al contrario, el
mundo real se autoorganiza por una combinacion de los dos, a saber, la red cambia en
respuesta a las opiniones, y las opiniones cambian en respuesta a la red.

Consideremos una red con N nodos, los cuales representan individuos, unidos por M
enlaces, que representan las relaciones entre los individuos. Se asune que cada individuo
posee una de G posibles opiniones acerca de algun tépico de interés. La opinion del
agente 7 se denota por ¢;. Asumimos que el nimero de opiniones posibles G escala en
proporcion al nlunero de agentes, y se parametriza esta proporcionalidad por v = N/G.
Debido a la dindmica disipativa del proceso de cambio de opinién a ser definido, algunas
opiniones pueden extinguirse mientras el sistema evoluciona; por lo tanto, el numero de
distintas opiniones en el estado asintético podria ser menor que G,

La red inicial es aleatoria, y las opiniones son asignadas de manera alcatoria entre
los nodos del sistema. La dindamica del sistema se lleva a cabo iterando el siguiente
algoritmo:

1. Escoger de manera aleatorio un nodo 4, tal que & > 0. Con probabilidad ¢,
scleccionar de manera aleatoria un agente 7, tal que j € v;, donde v; ¢s el conjunto

entre los agentes 7 y j, y establecer el enlace entre los agentes m. v 2.

2. De lo contrario, con probabilidad 1 — ¢ escoger de mancra aleatoria un agente
J € v, tal que ¢; # g4, v haga g; = g;.

Il paso 1 describe el proceso de recableado que permite la adquisicion de nuevas
conexiones, mientras que el paso 2 muestra el proceso de cambio de estado de los nodos;
en este caso los estados se hacen similares o iguales como consecuencia de las conexiones.

Note que, tanto el nimero de enlaces M v el ntimero de total de opiniones posibles
G, son constantes. Por lo tanto, ¢l modelo posce tres parametros: ¢l grado promedio de
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laved k= 2M /N, el nimero promedio de agentes con una opinién dada v = N/G, y ¢l
parametro ¢. En este caso, los dos primeros parametros se fijan, mientras que ¢ varia.

La Figura 4.6 ilustra el modelo de Holme y Newman.

Figura 4.6: Iuslracion del modelo de Holme-Newman. Las diferentes [ormas en los nodos
represenlan sus estados. I'n cada paso de tiempo, el sisterna se aclualiza de acuerdo al proceso
que se ilustra en (a) con probabilidad & o en el panel (b) con probabilidad 1 - &. En (a) se
selecciona aleatoriamente wn nodo i, y una de sus conexiones (en este caso el enlace (i,7))
es recableada a uno nuevo nodo §' con las misma opipnidn de i. Iin (b) el nodo i adopta la
opinidn de uno de sus vecinos, en este caso del nodo j [32).

El comportamiento cualitativo del sistema cs obvio. Ya que ambos pasos en la
dindmica de interaccién tienden a disminuir el niimero de pares conectados con difer-
entes opiniones, el estado asintotico del sistema consistira en componentes o subgrafos
separados, desconectados si, con todos los nodos en una componente compartiendo Ja
misma opinion. Luego, el sistema se segrega en un conjunto de grupos, tales que ningtin
nodo tiene vecinos con los cuales no comparta opinién. A este estado se le llama esta-
do de consenso. Ademds, nna vez que se alcanza el consenso, todos las acciones en el
sistema involucran un arreglo aleatorio de los enlaces dentro de los subgrafos v, por lo
tanto, en el limite de tiempos muy largos, los subgrafos o componentes se convierten
en redes aleatorias.

I51 interés principal de este modelo esta en el niunero y los tamanos de los grupos
que se forman cuando el sistema se acerca al consenso. Consideremos la distribucion
P(s) de los tamatios s de los grupos en ¢l consenso. Fn el limite ¢ — 1, sélo se Hevan
a cabo actualizaciones de reconexion, y por lo tanto, el estado de consenso consiste en
subgrafos formados por agentes que no cambiaron sus opiniones. Ya que las opiniones
se asignan inicialmente de manera aleatoria, los tamaiios de estos subgrafos siguen una
distribucion multinomial o una distribucion de Poisson con media v en el lmite de N
grande. Por otro lado, en el limite ¢ — 0, sélo se Hevan a cabo cambios de estado,
v por lo tanto, ¢l estado de consenso se alcanza, manteniendo el niimero de subgralos
que habia inicialmente en el sistema, que corresponde a las componentes de un grafo
aleatorio. Ya que nos encontramos en la regién donde & > 1 en la que existe una
componente del orden del tamainio del sistema, en el consenso se encontrard un subgrafo
gigante, v pequenos subgrafos que siguen una distribucion exponencial. Por lo tanto,
al variar ¢, podemos tener una transicion desde un estado de consenso, con pequenos
subgrafos cuyo tamano medio es 7y, hacia un estado de consenso en el cual existe un
subgrafo grande, cuyo tamano es del orden del tamano del sistema.

Este comportamiento es caracteristico de un sistema que presenta una. transicion
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de fase continua. lo cual nos lleva a suponer que el modelo presenta una transicion de
fase al disminuir ¢. En otras palabras, existe una transicién entre un regimen donde
Ja poblacion mantiene una amplia variedad de puntos de vista acerca de un tépico
particular, v otro en el que la mayoria de individuos cree exactamente lo mismo.

La Figura 4.7 muestra la grafica de P(s) para k = 4 y v = 10. La Figura 4.7 muestra
que existe un cambio cualitativo al ir del régimen con pequenos grupos al régimen con
un grupo gigante.
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Figura 4.7: Histograma de los tamanios de los grupos en el estado de consenso para valores
de ¢ menores que el valor critco (o). en el valor critico (b), y mayores que el valor crilico
(¢). Los walores de los olros pardmelros son N = 3200, M = 6400 (con k= 4 ), yy = 10. La
distribucion en el panel (b) parece sequir una ley de polencie para una parte de su rango, con
exponente 3.5 0.3, como lo indica la linea gris. Los dalos numéricos son un promedio de 10%
realizaciones para cada valor de ¢ [32].

Para valores intermedios de ¢, alrededor de 0.458, se encuentra una distribucion en
los tamanos de los subgralos que tiene la forma de una ley de potencia, 17(s) ~ s, lo
cual es una caracteristica tipica de criticalidad. El exponente o de la ley de potencia
tiene un valor de 3.5 -k 0.3.

Para caracterizar el punto critico de la transicion, se realiza un analisis de tamano
finito en la region critica del pardmetro ¢. Para realizar este analisis, se debe escoger
un pardmetro de orden para el modelo. Se escoge el tamano del grupo mas grande en
el sistema, dividido entre N, que se denota por S. Los argumentos anteriores sugieren
que esta cantidad debe ser del tamano O(N 1) para valores de ¢ por encima del valor
donde ocurre la transicion (cero en el limite termodinamico) v O(1) por debajo. Se
asume una relacion de escala de la forma

S=N""F (N~ &), 44

donde ¢, es el valor critico de ¢ (que posiblemente sea funcién de & v ), I es una
funcién universal de escala (acotada cuando su argumento tiende a 4:00). v @ y b son
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exponentes criticos. Para estimar el valor de ¢, se grafica NS cn funcién de ¢ v se
ajusta ¢l valor de a tal que los resultados de lag simulaciones, para diferentes N, pero
kv v fijos, se crucen en el mismo punto, que serd el punto critico. La Figura 4.8(a)
muestra esta grafica. para k =4 v v = 10. Con « = 0.61 4 0.05 se obtienc un punto de
cruce Unico para ¢, = 0.458 2= 0.008, que concuerda con la estimacion realizada para ¢,
en la Figura 4.7.
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Figura 4.8: Andlisis de tamano [inito para k = 4 y ~v = 10. (a) Grdfica del punto de cruce
usado para determinar el valor del punto critico ¢ y el exponente a. Se halld ¢, = 0.458:+0.008
ya=0.61+0.05. La figura insertada muestra vn acercamiento de la region cercana al punto
critico. (b) Colapzo usado para determinar el exponente b el cual Liene wn valor de b = 0.7::0.1.
Los datos son un promedio de 10% realizaciones para cada valor de ¢. Se muestron las barras
de error cuando son mas grandes que los puntos [32].

Usando estos valores para ¢, y a, podemos determinar el exponente b al graficar
NS en funcion de N*(¢ — ¢.). Ya que £'(z) es una funcion universal, para escoger de
manera correcta el valor de b, se debe encontrar un colapso de los datos en la region
critica. La Figura 4.8(h) muestra que los datos colapsan para b = 0.7 = 0.1.

Holme y Newman llevaron a cabo un analisis de tamano finito similares para otros
valores de & v 7. Como se espera, se observa que el valor de ¢, de la transicidn varia,
como se muestra en la Figura 4.9. Sin embargo, para estos valores de &y v, los valores

A pesar de las concordancias cualitativas entre la presente transicién de fase v
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de tamario finito para N = 200,400,800 y 1600. Todos los puntos son un promedio de 107
realizaciones [32].

la transicién de percolacion, los valores que se encontraron para o y b muestra que
estas dos transiciones pertenecen a diferentes clases de universalidad: los exponentes

correspondientes a una transicién de percolacién de un grafo aleatorio son a = b = %,
los cuales son incompatibles con los valores encontrados por Holme y Newmani.

En resumen, Holine v Newman propusieron un modelo simple para la formacion
simultanea de opiniones y redes sociales, en una situacion en que ambos procesos se
adaptan el uno al otro. Fste modelo constrasta con modelos anteriores de formacion
de opinién donde la estructura social se habia mantenido estatica y las opiniones son
el resnltado de la estructura ya existente [91,94,99-101]. Iiste es un modelo dindmico
fuera del equilibrio que llega al consenso en tiempo finito en una red finita. El resultado
mas relevante del modelo de Holme y Newman cs el hallazgo de una transicion de
fragmentacion en la estructura de la red, que se puede analizar como una transicion de
fase.

Hacemos notar que el modelo de Holine y Newman constituye la base conceptual
para el desarrollo de un modelo generalizado de coevolucién que proponemos en el
Capitulo 6.



Un dentifico debe tomarse la libertad de plantear
cualquier pregunia: de dudar de cualquier alirmacion;
de corregir cualquier error.

JuLius RoBERP OPPENHEIMER (1904-1967)

Modelos de sistemas coevolutivos

En el presente Capitulo presentamos dos modelos de sisternas sujetos a dinamicas
coevolutivas. Il primero se refiere a un modelo de influencia social con nna dindmica de
formacion de opiniones y sujeta a campos globales. El segundo sistema corresponde un
modelo de propagacion de epidemias, del tipo susceptible-infectado-recuperado (SITR)
definido sobre una red coevolutiva.

5.1. Un modelo coevolutivo de formacion de opinion
con campos globales.

Un problema abierto en sistemas de particulas interactivas fuera del equilibrio, es la
descripeion de los comportamientos colectivos producidos por las interacciones globales.
Una interaccion global consiste en una influencia o un campo que afecta a todas las
particulas del sistema. Kl origen de lag interaccion global puede ser externa, tal como
un forzamiento, o puede ser endogeno, tal como un acoplamiento con el campo medio
del sistema. También pueden existir campos globales externos con retroalimentacion
del sistema, lo cual se ha denominado acoplamiento ambiental [102].

El comportamiento colectivo de los sistemas coevolutivos sujetos a campos globales
ha sido poco estudiado. En esta seccion, consideramos campos interactivos que pueden
tener origen externo (forzamiento externo), o que provengan de una contribucion de un
conjunto de elementos del sistema (dindmica auténoma), tal como una funcién global
de acoplamiento. Nuestro estudio permite comparar los efectos de estos dos tipos de
campos globales sobre las propiedades colectivas de los sistemas coevolutivos. En el
contexto de los sistemas sociales, un campo globa puede modelar la influencia de medios
de comunicacién masivos [103-105]. Un campo global externo puede ser considerado
como una propaganda externa actuando sobre el sistema [104]. Del mismo modo, un
campo global auténomo representa la influencia de la moda o de las caracteristicas
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culturales mds abundantes en un sistema social [103].

Consideremos una red aleatoria consistente en N nodos o agentes, con grado prome-
dio k; es decir, k es el niimero promedio de vecinos que tiene cada nodo. Sea v; el
conjunto de vecinos del nodo 4, ¢l cual posec k; elementos. Denotamos la variable de
estado del nodo 4 como g;. Por simplicidad, suponemos que g; puede tomar solamente

al

G posibles valores discretos. g; € {0,1,...,G — 1}, En lo que sigue, fijamos los valores

Introducimos un campo global I cuyo estado se denota por gp, el cual puede in-
teractuar con cualquier nodo 7 del sistema. Formalmente, la accidn del campo sobre un
agente 7 puede considerarse similar a la de nn vecino adicional del agente 7. Entonces, el
sistema con dindmica coevolutiva, sujeto a un campo global, corresponde a un sistema
cuyos elementos poseen tanto interacciones locales como globales.

Consideraremos dos tipos de campos globales [:

« Un campo externo, cuyvo valor gp sc sclecciona del conjunto {0,1,...,G — 1}
aleatoriamente al comienzo de la simulacion. Este valor no cambia en el tiempo
posterior. En este caso, el campo global, corresponde a un forzamiento externo
uniforme y constante sobre el sistema. Un campo externo constante puede ser
mterpretado como un estado especifico (tal como una propaganda o una opinién)
que se trata de imponer desde fuera sobre todos los elementos del sistema.

» Un campo autonomo, cuyo valor gp corresponde al valor mds abundante entre
los estados que exhiben todos los nodos el sistema. Si el valor méds abundante de
las variables de estado no es unico, se escoge una de las posibilidades, de manera
aleatoria, con igual probabilidad. El valor g, corresponde a la moda estadistica de
un conjunto de variables. Este tipo de campo es una funcion de interaccién global
autdénoma, pues proviene de los estados de todos los elementos del sistema. I
campo autonomo es espacialmente uniforme y puede cambiar en el tiempo. Este
campo suministra la misma informacion global a cada elemento en cada instante,
pero su valor puede cambiar mientras el sistema evoluciona. En el contexto de
modelos culturales y de formacion de opinién [103], este campo puede representar
la influencia de un medio de comunicacién masiva compartida de manera idéntica
por todos los agentes, v la cual contiene la opinidu predominante presente en la
sociedad. tal como una tendencia o moda global.

Para la dindmica de los nodos, escogermos una regla de imitacion simple, similar a la
del modelo del votante, la cual ha sido utilizada en varios contextos [32,43,106-108]. La
intensidad del campo global se representa mediante el pardmetro 3 € [0, 1], el cual mide
la probabilidad de interaccion de cualquier agente con el campo global. Sila interaccion
de un agente con el campo global ocuure dentro de esta probabilidad, el agente considera
al campo como un vecino adicional.
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Como condicidn inicial, distribnimos de manera aleatoria y uniforme los posibles ¢
estados entre Jos N nodos de la red aleatoria caracterizada con k. Entonces, dado un
campo global F'| va sea externo o auténomo, la dindmica del sistema se define mediante
el siguiente algoritmo iterativo:

1. BEscoger aleatoriamente un agente @ tal que k; > 0.

2. Cou probabilidad P, seleccione de manera aleatoria un agente j € 7, y otro agente

[ ¢ n; tal que g; = g;; quite el enlace (7,7) v coloque el enlace (4.1).
3. Con probabilidad (1 — P13, fije g; = gp.
4. Con probabilidad (1 — P.)(1 — BB}, escoja de mancra aleatoria un agente m € 1,

¥y h]C Gi = G-

5. Actualice el valor de g al del campo, si se requiere (campo auténomo).

B paso 2 describe el proceso de recableado que permite la adquisicion de nuevas
conexiones, el paso 3 describe la interaccion con el campo. El paso 4 indica el proceso de
cambio de estado de los nodos, debido a las interacciones con sus vecinos; en este caso
los estados se hacen similares o iguales como consecuencia de las conexiones. Hemos
verificado que el comportamiento colectivo del sistema es estadisticamente invariante si
los pasos 2 v 3 del algoritmo son intercambiados.

Antes de considerar los efectos de un campo global sobre el sistema, recordaremos
el modelo original de Holme y Newman [32] en ausencia de campos, lo que equivale a
tener un valor B =0 en la intensidad de interaccion con el campo global. La dindamica
de imitacion de los nodos tiende a incrementar el nmumero de conexiones entre nodos
con ¢l mismo estacdo, mientras que el proceso de recableado favorece la fragmentacion
de la red. Por lo tanto, la evolucion temporal del sistema eventualmente conduce a la
formacién de un conjunto de componentes separados o subgrafos, desconectados entre
si, donde todos los miembros de cada subgrafo comparten un mismo estado. A tales
subgrafos los denominamos dominios.

El comportamiento colectivo del sistema puede ser caracterizado por el tamano
promedio normalizado del dominio més grande en el sistema, el cual denotamos como
Sinar, Una cantidad cue actua como pardmetro de orden del sistema. La Figura 5.1
muestra la grafica de 9,4, como funcién de P2, para diferentes valores de la intensidacd
del campo B.

En ausencia de campos (B = 0) 5,4, exhibe una transicién de fase en un valor eritico
Pr=10.458, de un régimen caracterizado por la existencia de un dominio cuyo tamano
es del orden del tamario del sistema, donde S, ~ 1, a un estado de fragmentacion de
la red, el cual consiste en la presencia de dominios pequenos, donde S, — 0 [32].

Cuando se aplica un campo global externo o auténomo, la Figura 5.1 muestra que
la transicion a la [ragmentacion persiste en los dos casos. Sin embargo, el valor eritico
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(circulos); campo autdnomo con B = 0.03 (lridngulos). Los pardmetros del sistema son G =
100, N = 1000, v k = 4. Las barras de error indican la desviacion estandar oblenidas para
100 realizaciones para ceda valor de Pr.

de P, para el cual se lleva a cabo la transicion aumenta con B para ambos tipos de
campos. I la fase de un dominio grande, S,, - 1, los elementos comparten el estado
g del campo global. El valor critico de P, asociado al campo global externo es mayor
que el valor correspondiente a un campo global autéonomo. Cuando 3 — 1, la transicion
hacia la fragmentacion ocurre en PP, == 1 para ambos campos. Luego, la presencia de un
campo global, sea externo o anténomo, actua como inhibidor de la fragmentacion de la
red.

Para investigar el efecto cohesivo en la red inducida por campos globales, en la
Figura 5.2 se muestra a S, como funcién de la intensidad del campo B, para los
dos tipos de campos considerados, con un valor fijo P, = 0.6 > P*. Para este valor
de la probabilidad de reconexion, el sistema alcanza un estado de fragmentacion que

fragmentado de la red como condicion inicial para cada valor de 3 en la Figura 5.2.

Para valoves de 13 — 0, el sistema consiste en dominios pequenos, caracterizado por
Sinax — 0, como se espera. Sin embargo, cnando la intensidad 3 aumenta por encima
de un valor critico, tanto un campo global externo como un campo auténomo inducen
una recombinacion en la red: los dominios pequenos con estados diferentes se juntan
para formar un dominio grande cuyos elementos comparten el estado del campo gp.

La Figura 5.3 muestra el diagrama de fases del sistema en el plano (B, F2,), para los
dos tipos de campos globales. En cada caso existe una frontera critica que separa la
fase fragmentada, S, — 0 (por debajo de la curva correspondiente), de la fase conexa
Sinae — L (por encima de la curva correspondiente).
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Figura 5.2: S0 en funcion de I3 con P, = 0.6 [fijo. Las curvas corresponden o el campo

autdnomo (circulos); y un campo externo (cuadrados). Los olros parametros del sistema G =
100, N = 1000 vy k = 4. Las barras de error indican la desviacion estandar oblenidas como el

promedio de 100 realizaciones para cada valor de I3.
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Figura 5.3: Fronteras crilicas en el espacio de purdametros (13, P.) para un sistema sugeto a

un campo exlerno (linea solida) y campo auténomo (linea segmentada). La fase fragmentada
ocurre por debajo de la curva correspondiente.

Como podemos observar, el comportamiento del sisterma coevolutivo es similar bajo
la influencia de los dos tipos de campo global. Este vesultado muestra que bajo ciertas
condiciones, el origen, externo o interno de una interaccion global, es irrelevante; a nivel
local los elementos no distinguen la naturaleza del campo, aun en sistemas coevolutivos.
Recientemente, la equivalencia de campos externos v auténomos en el comportamiento
sincronizado de sistemas dinamicos cadticos ha sido establecida [109]. Nuestros resul-
tados sugieren que esta equivalencia puede ser muy general.
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Un campo global siempre impone su estado sobre los elementos del sistema, para
valores de intensidad 3 por encima de un cierto valor critico, levando al sistema a un
estado homogéneo. Sin embargo, el recableado de la red, representado por el pardmetro
P., puede prevenir la homogenizacion del sistema, pero a costa de la fragmentacion de
la red.

5.2. Modelo de epidemias en redes coevolutivas.

Las enfermedades infecciosas son un gran problema de dimensiones globales en la
salud publica, debido a que provocan alrededor de 13 millones de muertes cada ano.
Distintos modelos matematicos que describen la dindmica de las enfermedades infec-
ciosas han sido propuestos. La finalidad de los modelos aplicados a la epidemiologia. es
proporcionar informacion util para tomar decisiones, establecer medidas operativas en
el control de una enfermedad infecciosa [110,111].

Una pregunta fundamental en el estudio de las epidemias es si la enfermedad de-
saparecera. Esto va a depender de las tasas de transmision v vecuperacion de la enfer-
medad. La tasa de transmision dependerd de muchos factores, entre ellos la infectividad
y la conectividad de la poblacién. Uno de los modelos més utilizados para el estudio de
epidemias es el susceptible-infeccioso-recuperado (SIR), que se utiliza en enfermedades
infecciosas en las que se adquiere inmunidad permanente despuds de padecer la infec-
cién [110,111].

Entre los modelos estocasticos hay una gran variedad, incluyendo el uso de ecua-
ciones diferenciales estocdsticas, autématas celulares, agentes v redes. Los modelos con
redes estan siendo utilizados cada vez mas, debido a que permiten simular de forma
mas real la estructura de la poblacién v su evolucion en relacion a la transmision de
enfermedades. Los modelos con redes o grafos estdn compuestos por nodos o vértices
conectados por arcos que pueden representar relaciones sociales, econdmicas u otras.
La evolucion de la red ocwrre de diversas formas [112,113]. La mayorfa de los estudios
de la dindmica de enfermedades se ha hecho utilizando redes estaticas. En csta seccion
presentamos un modelo de propagracion de epidemias tipo SIR en una red coevolutiva,
que hemos propuesto recientemente [33].

Por otra parte, nuevos estudios estan comenzando a utilizar las redes dindmicas co-
evolutivas o adaptativas, donde la estructura de la red cambia v esto afecta la dindmica
de la epidemia. Estas redes son més complejas de analizar, pero pueden ser mds reales.
v parece logico aswmir que individuos sanos evitardn tener contactos con individuos
infectados. De esta forma la relacion entre dos individuos se vera afectada. Este cam-
bio en las conexiones entre individuos puede tener un efecto sobre la evolncién de la
epidemia 24, 114].

Investigamos como se interrelacionan la topologia de la red con la propagacion de
la_ enfermedad. En particular, dada una probabilidad de contagio entre individuos, /3
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asumimos una probabilidad (1 — § para eliminar un enlace entre nodos (individnos).
Adicionalmente, estudiamos como el grado de conectividad media & de la red afecta la
evolucion de la epidemia o enfermedad. Estudios similares, donde la estructura de la
topologfa va cambiando han sido realizados [115]. La poblacion es representada como
una. coleccion de individuos, llamados nodos v los nodos estan relacionados por un
enlace, los cuales vepresentan relaciones entre individuos con potencial de trasmitir la
enfermedad si alguno estd infectado [81].

ado=r. Solamente existe interaccion entre dos nodos s uno se encuentra en un estado
i, v el otro estd en un estado s, y viceversa. Esta interaccion es la inica que permite
la propagacion de la enfermedad en el sistema. Sea v, el conjunto de vecinos del nodo
n. Definimos Acomo la probabilidad de transmisién de la infeccion de un agente a

otro; mientras que denotamos por v la probabilidad de recuperacion espontanea de un
agente.

Consideremos inicialmente una red aleatoria con N nodos y grado promedio k, con
un solo nodo infectado en el sistema. La dindmica del sistema se define mediante el
siguiente algoritimo iterativo:

1. Se escoge un agente n_de manera aleatoria.

2. Si el nodo n estd en un estado infectado (i), entonces con probabilidad v n pasa
al estado recuperado (r). Con probabilidad (1 — v) se selecciona aleatoriamente
uno de sus vecinos m € 1,. Siom estd en estado susceptible (s), entonces m
pasa al estacdo infectado (i) con probabilidad Fy con probabilidad (1 — ¥, n se
desconecta de m para evitar el contagio y se reconecta con otro | ¢ v, escogido
aleatoriamente.

3. Siel nodon estd en un estado susceptible (s), entonces se selecciona aleatoriamente
uno de sus vecinos m € v,. Si m esta infectado (i), entonces con probabilidad 3
n pasa al estado infectado; y con probabilidad {1~ n se desconecta de m para
evitar el contagio v se reconecta con otro I ¢ v, escogido aleatoriamente.

Consideramos un paso de tiempo como N iteraciones de este algoritmo. Este algo-
ritmo se repite sucesivamente hasta cue el niunero total de nodos en estado infectado
sea igual a cero, lo cual define el estado asintotico del sistema. sta es la condicion para
terminar la simulacion, ya que el sistema llega a un es

B

ado estacionario. Notese que la
red mantiene constante cl numero de nodos v el mimero de conexiones totales.

Con la finalidad de analizar como la dindimica v la topologia de la red afectan la
evolucién de las enfermedades tipo SIR, fijamos el pardimetro de recuperacion en un
valor v = 0.02, el cual corresponde a la tasa de recuperacion observada para varias
enfermedades tipo SIR, que depende de la escala temporal con la que se trabaje (dias,
semanas, anos, ctc.) {110, 116]. Utilizamos distintos valores para los pardmetros de
transmision
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Figura 5.4: S en funcion de Sen el estado asintdtico. N = 500, k =8, v = 0.02. Todos los
datos se calculan como un promedio de 500 realizaciones de condiciones iniciales.

Debido a la naturaleza estocdstica del algoritmo de simulacion, los resultados se
presentan utilizando promedios de las variables sobre varias realizaciones de condiciones
iniciales.

En las simulaciones mostradas se utilizan N = 500 nodos, con k = 4,8,16,24, y se
calculan los promedios utilizando al menos 100 realizaciones de cada configuracion.

Definimos S como la fraccién promedio de agentes que se encuentran en el estado
susceptible en el sistema. La primera simulacidn, la hacemos variando la tasa de trans-
misién @ En la Figura 5.4 se puede observar que la fraccion de agentes susceptibles S
en el estado asintético cae a cero a medida que la tasa de transmision de la enfermedad
ke hace mas grande. Este resultado es el esperado, sin embargo es importante resaltar
que a partir del valor f= 0.06 es cuando la proporcion de individuos susceptibles o
sanos deja de ser uno (100 % de la poblacion).

En la Figura 5.5 se presentan los tiempos necesarios para llegar al estado asintético
del sisterma, denotado por 77, De forma general se puede afirmar que a mayor tasa de
transmision Jmayor serd cl tiempo necesario para llegar al estado donde no hay nodos
mfectados. Este resultado puede resultar contraintuitivo, v es opuesto a lo que sucederia
en una red estdtica [117] v de aqui su importancia para el estudio de la propagacion
de enfermedades en el mundo real. Una manera de explicar este fendmeno es pensar
que al tener un valor fpequerno, la probabilidad de reconexion (1 — j§ es grande, y
de esta forma la red se protege contra la enfermedad. En esta situacion, no todos los
nodos llegan a padecer la enfermedad, v ésta desaparece mas rapidamente. Para valores
grandes de # la enfermedad llega a mas individuos y permancce mds tiempo en el
sistema; en este caso la probabilidad de reconexidén (1 — § para protegerse es muy
baja.
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Figura 5.5: 17, en funcién de 8 k = 8, v = 0.02. Todos los dalos se calculan como un

promedio de 500 simulaciones de Monte Carlo.

Fu la Figura 5.6 se muestra la fraccion promedio de nodos infectados 1 como funcion
del tiempo, para distintos valores de k. Se puede observar que la cantidad I alcanza
un valor méximo para cada k en su evolucién temporal, El valor del tiempo para cl
cual ocurre este maximo disminuye a medida que aumenta el grado & de la red. Este
resultado indica que a mayor conectividad de la ved, la propagacion de la enfermedad,
reflejada en la fraccion promedio de infectados 7, ocurre mas rapidamente v con mayor
intensidad.

La Figura 5.7 muestra la fraccién promedio de agentes susceptibles S en funcion de
3 para distintos valores de k. Se puede observar que cuando & aunmenta, la proporcion
de nodos susceptibles en el estado asintético disminuye, para un Sdado.

En la Figura 5.8 muestra la grafica del tiempo asintotico 7% en funcién de fpara
distintos k. Como puede observarse, el tiempo de simulacion para un Hijo es mayor para
las redes de mayor grado de conectividad k. Esto puede explicarse debido a que, cuando
la ved tiene poca conectividad, la enfermedad no llega a todos los individuos v por lo
tanto se extingue mas rapidamente. Luego, una red con poco grado de conectividad
tiene un potencial mayor de extinguir més rapidamente una epidemia tipo SIR.

Fin conclusion, en esta seccién hemos presentado un modelo clasico epidemioldgico
susceptible-infeccioso-recuperado (STR) utilizando las redes coevolutivas.

Hemos observado que, a mayor tasa de transmision de la enfermedad Zmayor sera cl
{iempo necesario para llegar al estado asintético donde no hay nodos infectados. Este
fendmeno se debe al proceso de recableado que ocurre en la red: al tener una tasa de
transmision Sbaja. la probabilidad de reconexién (1 — J es grande v de esta forma
la red se protege contra la enfermedad. En esta situacion, no todos los nodos llegan a
contraer la enfermedad, v ésta desaparece mas rapidamente. Para valores grandes de
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Figura 5.6: [ en funcion del Liempo para distintos valores de k. k=4 (cuadrados), k=8
(circulos), k =16 (triangulos).

3 la epidemia alcanza a mds individuos vy perimanece mds tiempo en el sistema; en
este caso la probabilidad de reconexion (1 = ¥ para protegerse es muy baja, y la red
sucunbe ante la enfermedad.

Los modelos con dindmica coevolutiva, como el que hemos presentado, pueden ser
importantes para optimizar la utilizacion de recursos y evitar la propagacion de virus
en la poblacion.

En particular, deseamos mencionar algunas consecuencias desde el punto de vista
practico que sugleren los resultados mostrados. En primer lugar, debemos resaltar que
poblaciones donde sus individuos se encuentran altamente conectados, por ejemplo,

poblaciones hacinadas, son mas vulnerables a la propagacion de epidemias. n segundo

lugar, nuestros resultados muestran la importancia de las reconexiones, por cjemplo,
movilidad, en la prevencién de la propagacion de las epidemias.
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Figura 5.7: S en funcion de fpara distintos valores de k. k=4 (circulos), k = 8 (cuadrados),
k =16 (tridngulos), k = 24 (rombos).
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Figura 5.8: T, en funcion de Bpara distintos valoves de k. k=4 (circulos), k = 8 (cuadra-
dos), k== 16 (triangulos) y k = 24 (rombos).
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Un modelo general para sistemas
dinamicos coevolutivos

Muchos sistemas complejos observados en la naturaleza pueden ser descritos como
redes dinamicas de elementos interactuantes o nodos, donde las conexiones v los es-
tados de los elementos evolucionan simultdneamente (24,27, 118-120]. Los enlaces que
representan las interacciones entre nodos pueden cambiar su intensidad, aparecer o de-
saparccer, mientras el sistema evoluciona en distintas escalas temporales. n muchos
casos, estas modificaciones en la topologia de la red se llevan a cabo como un efecto
de retroalimentacion a la dindmica de los estados de los nodos: la red cambia en re-
spuesta de la evolucion de esos estados, que a su vez determinan la manera en que se
modifica la red. Los sistemas que presentan este acoplamiento entre la topologia y los
estados de los nodos han sido denominados sistemas dindmicos coevolutivos o redes
adaptativas [24,27,118], asi como mencionamos en el Capitulo 4.

La dindamica coevolutiva ha sido estudiada en el contexto de sistemas dindmicos
espaciotenmporales, tales como redes newronales |25, 121], redes de mapas acoplados
1122, 123], redes de elementos mobiles [124] sincronizacion en redes [125], asi como
también en teorfa de juegos (27,118, 126], dindmica de espines [127], propagacion de
epidemias [33, 114, 128-130], v modelos de dindmica social y de formacion de opinidn

En muchos sistemas donde se implementa este tipo de dindmica, sc puede obser-
var una fransicion entre dos regimenes: una fase en la que la mayoria de los nodos se
encuentran en el mismo estado, formando una red conectada de tamano similar al del
sistema, v otra fase donde la red se encuentra fragmentada en pequenos componentes
desconectados, cada uno constituido por nodos en un mismo estado [137]. Ista tran-
sicion de fragmentacion esta relacionada con la diferencia en las escalas temporales de
los procesos que gobiernan las dos dindamicas: el estado de los nodos y la red de inter-

acciones [133]. Fn esos modelos estudiados hasta ahora, las escalas temporales de los



6.1 Proceso de recableado

(&1
[

procesos de interaccion entre los nodos v los cambios en sus conexiones se encuentran
acoplados, v son controlados por un solo parametro en el sistema.

El fenémeno de coevolucion introduce una pregunta fundamental en las redes dindmi-
cas: jla dindmica de los nodos controla la topologia de la ved, o la topologia de la red
controla de dindmica de los estados de los nodos?. En este Capitulo proponemos un
marco general para abordar esta pregunta, que hemos publicado recientemente [34].
Consideramos que el proceso por el cual los nodos cambian su vecindad, llamado reca-
bleado, v el proceso por el cual un nodo cambia su estado, poseen sus propias dindmicas.
Ademas, asumimos que estos dos procesos pueden ser independientes el uno del otro.
Como consecuencia de esta suposicion, el comportamiento colectivo de un sistema co-
evolutivo puede ser estudiado en el espacio de pardmetros representados por las escalas
temporales de ambos procesos. Una dindmica de coevolucion particular puede ser de-
scrita mediante la formulacién de una condicién de acoplamiento especifica entre los
dos procesos que compiten en la ved. Mostraremos que ¢l comportamiento colectivo y
la existencia de una transicion de fragmentacion en la red para diversos modelos de co-
evolucion dados, puede ser predicha en general a partir del diagrama de fase del gistema
en este espacio de pardmetros.

Concentrémonos en los mecanismos para el proceso de recableado del fendmeno
de coevolucion. Por simplicidad. consideramos que el nimero de conexiones en la red
se conserva. [Kntonces, asumimos que cualquier proceso de recableado consiste en dos
acciones basicas: desconexion y reconexion entre nodos. Ambas acciones de desconexién
y conexion son frecuentes en las relaciones sociales, sistemas bioldgicos v dindmica
ccondmica [24, 32,120, 135].

6.1. Proceso de recableado

En general, cualquiera de las dos acciones del proceso de recableado, desconexion y
reconexion, se basa en algin mecanismo de comparacién de los estados de los nodos.
Definimos el pardmetro d € [0, 1], que mide la tendencia a efectuar la desconexion de
dos nodos con estados idénticos; es decir, d representa la probabilidad de que dos nodos
con estados idénticos se desconecten, y 1 — d es la probabilidad de que dos nodos con
estados diferentes se desconecten. De igual manera, definimos ¢l pardmetro » € [0, 1],
que describe la probabilidad de que dos nodos con estados idénticos se conecten, v por
lo tanto 1 — 7 es la probabilidad de que dos nodos con estados diferentes se conecten
entre si. La accion de desconexion puede interpretarse como una especie de repulsion
o exclusion entre nodos; en el contexto social corresponde a fobia. Por otro lado, la
accion de conexion puede representar una atraccion o afinidad entre nodos; lo cual en
el contexto social se denomina filia. Un proceso de recableado se puede caracterizar con
la etiqueta dr, donde d indica la probabilidad de desconexion entre nodos que tienen el
mismo estado, v 7 asigna la probabilidad dereconexion entre nodos que poseen el mismo
estado. Luego, pademos construir el plano (d, 7}, donde cualguier proceso de recableado
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Coevolucién de la topologia y la dinamica en redes
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Coevolucion consisie en dos procesos que coexisten:

- Recableado: un nodo cambia sus conexiones con probabilidad P,

- Dindmica: un nodo cambia su eslado con probabilidad P

Nuestras premisas:

1. Recableado y dindmica pueden ser independientes.
2. El proceso de recableado consiste en dos acciones basicas:
dasconexidny reconexion entre nodos.

« Ambas acciones, desconexidn y reconaxidn, ocurren mediante
alguin criterio de comparacién de los estados de los agentes.

| Definimos i g i

! A E10,1] = Prob. dos nodos con estados idénticos se désconecten
| - 1-dise desconettan dosnodos con diterentes estados
i i
!
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7@ f011 = Prob. Conexidhide dos nod{g'_s conelmisme estados
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amaro de eniaces se cansava)

Un modelo coevolutivo consiste en una relacion funcional que acoplal y P

Figura 6.1: Esquema conceplual de nuestro modelo generalizado para coevolucion de lopologia
y dinamica en redes.

entre nodos, sujeta a las acciones de desconexidn-reconexion, puede ser representado
como un punto en este plano. La Figira 6.1 presenta el esquema conceptual de nuestro
modelo para la coevolucion de topologla y dindmica en redes.

Como ejemplos ilustrativos, primero consideraremos una expresion discreta del plano
(d.r) de la manera siguiente. Asumimos que las acciones del proceso recableado, de-
sconexion o reconexion, pueden realizarse siguiendo tres mecanismos distintos: similitud
S (interacciéon entre nodos que comparten el mismo estado), aleatoriedad 12 (interac-
cidn entre nodos sin importar sus estados), v disimilitud D (interaccién entre nodos que
tienen estados distintos). Entonces, ambos pardmetros v d solamente pueden tomar
los valores 0(D), 0.5(R), v 1(5). De esta manera, resultan nueve posibles procesos de
recableado, basados en lag combinaciones de estas acciones y de sus mecanismos, como
se muestra la Figura 6.2.

sconecta de un nodo j escogido aleatoriamente, y luego se reconectaa un nodo m cuyo
estado sea igual al del nodo 7. Bajo este esquema, podemos clasificar muchos de los pro-
cesos e recableado previamente utilizados en la literatura. Por cjemplo, un proceso RS
corresponde al usado en la referencia [32]; un proceso DS se utilizé en la referencia [131];
mientras que los procesos de recableado utilizados en [132-134] se pueden identificar
como tipo DR, Note que solamente el proceso de recableado RR es completamente
imdependiente de los estados de los nodos.
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Figura 6.2: Procesos discretos de recableado en el espacio de las acciones desconeaion-
reconexion (d,r). Cada accidn pueden levarse a cabo mediante lres mecanismos: simililud
(S), aleatoriedad (R) y diferencia (D). Las cliquetas de dos letras mayiscula describen el
proceso de recableado dr resullante. Los procesos que mueslran la transicion de fragmentacion,
en nuestro modelo estan resaltados en gris.

6.2. Coevolucion generalizada

En nuestro esquema general un sistema coevolutivo puede ser analizado de la sigu-
iente manera. Asnmimos que la dindmica del sistema puede ser descrito por la coexis-
tencia de un proceso de recableado dr que se lleva a cabo con probabilidad ., v i
proceso de cambio de estado de los nodos, que ocwrre con probabilidad P.. Debemos
recalcar que dr describe como ocurre el proceso de recableado, y 2. indica la velocidad
a la cual ocurre ese proceso. Asumimos que las probabilidades 2. v [%. pueden ser in-
dependientes. PPor lo tanto, la dindmica de sistemas coevolutivos esté representada por
cuatro parametros, d.r, P, P.. 5l comportamiento colectivo del sistema puede ser car-
acterizado en el espacio de estos parametros. Luego, un modelo coevolutivo especifico
asociado a un proceso de recableado dr, consiste en una relacién funcional entre las
probabilidades 1. v P. que corresponde a una curva en el plano (P, P.).

Como una aplicacién de este esquema, consideremos una red aleatoria de N nocdos
que posee un grado promedio k; es decir, k es el munero promedio de vecinos de un
nodo. Sea v; el conjunto de vecinos del nodo i, el cual posee k; elementos. Asumimos
que la topologia de la red estd sujeta a un proceso de recableado dr. Por simplicidad,
para la dindmica de log nodos hemos escogido una regla de imitacién divecta, similar
a la del modelo del votante, la cual ha sido utilizada en varios contextos [32,43, 106~
108]. El estado de wn nodo 7 se denota por g;, donde g; puede tomar cualquicra de G
posibles opciones. Los estados g; se asighan inicialmente e manera aleatoria con una
distribucion uniforme. Luego, el nimero promedio de nodos en cada estado en la red
inicial es v = N/G.

La dindmica de coevolucidn en este sistema se define mediante los siguientes pasos
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1. BEscoger de manera aleatoria un nodo 4 tal que k; > 0.

2. Con probabilidad P, aplicar ¢l proceso de recableado dr: romper la conexion
existente entre el elemento 7 y uno de sus vecinos j € v; que satisfaga el mecanismo
de desconexién d, v establecer una nueva conexion entre el elemento 2 y un nodo
[ ¢ v; que sa.l.m{'u.ga, el mecanismo de reconexion 7.

3. Iiscoger de manera aleatoria un nodo m € v; tal que ¢; # g,. Con probabilidad
P, hacer 9i = Gm.-

El paso 2 describe el proceso de recableado que permite la adquisicion de nuevas
conexiones, micntras que el paso 3 muestra el proceso de cambio de estado; en este caso
los estados se hacen similares como resultado de las conexiones. Hemos verificado que
el comportamiento colectivo del sistema es estadisticamente invariante si los pasos 2y
3 del algoritmo son intercambiados.

El tamaiio de la red N, el grado promedio k&, y el mimero de opciones (¢ permanecen
constantes durante la (:vo]umén del sistema. Luego, dado un proceso de recableado dr,
los parametros de nuestro modelo son la probahilidad de recableado I, y la probabilidad
de cambio de estado de un nodo P..

La dindamica de imitacién que se ha escogido para los nodos hace que el namero de
pares de nodos conectados con estados iguales aumente, mientras que algunos procesos
de recableado pueden favorccer la fragmentacion de la red. Por lo tanto, la evolucion
temporal del sistema eventualmente podria conducir a la formacién de un conjunto de
compounentes independientes, o subgrafos, donde todos los miembros de un subgrafo
comparten el mismo estado. A estos subgrafos los denominamos dominios.

Para caracterizar el comportamiento colectivo del sistema empleamos, como parametro
de orden, el tamano promedio normalizado del dominio mds grande del sistema, S,,.
La Figura 6.3 muestra 5, en funcién de la probabilidad 2. para los procesos discretos
de recableado de la Figura 6.2, sobre una red con k = 4, para una mlol fijo de £.

Observamos que la mayoria de los procesos de recableado en la IFigura 6.2 conducen
a estados colectivos caracterizados por valores de .S, — 1 que corresponden a dominios
cuyos tamanos son comparables con el tamaiio del sistema. Sin embargo, los procesos
de recableado DSy RS exhiben una transicion de fragmentacion para un valor critico
de P, de un régimen gobermado por un dominio grande, a un estado que consiste en
pequenios dominios donde S, — 0. Los procesos de recableado dr con v = S pueden
sostener un régimen estable que consiste en poqucﬂos dominios (SS mantiene estadisti-
camente invariante la estructura de la red inicial). El punto critico J2F de la transicion de
fragmentacion de dominios se estima, en cada caso, en ¢l valor de P, para ¢l cual ocwrre
la fluctuacién méxima del pardmetro de orden S,,. En la figura insertada de la Figura
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los procesos de recableado DS (lridngulos) y RS (circulos rellenos) exhiben wna transicion
de [ragmentlacion. Las barras de error indican las desviaciones estandar oblenidas sobre 100
realizaciones de condiciones iniciales para cada valor de P,.. Fnla imagen insertada: Andlisis
de escalamiento de tamano finito; las curvas colapsan con el exponente o = 0.5, pare el
proceso de recableado RS con P. = 0.60. Tumanos de sistema N son 3200 (circulos), 1800
(tridngulos), 800 (diamantes), 400 (cuadrados), 200 (circulos rellenos).

6.3 se muestra el analisis de tamarnio finito para el proceso de recableado RS sobre una
red con k = 4, donde graficamos NS, versus N([%, — PF), con 77 = 0.541 &4 0.007,
v para variog tamanos del sistema. Encontramos un colapso de los datos en la regién
critica cuando o = 0.504-0.05. Un andlisis de escala similar para el proceso de recablea-
existe una funcién universal de escala F' tal que S,, = N™“F(N(F, — IP")) asociada a
cada proceso RS v DS.

Para un proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser caracterizado en términos de la cantidad S, en el espacio de pardmetros (P, P,.).
Las Figuras 6.4(a) v 6.4(b) muestran los diagramas de [ase que aparccen en el plano
(P, P.) cuando se emplean los procesos de recableado 25 y DS, respectivamente, cn
redes con distintos valores de k. En ambos casos, para cada valor de k, aparecen dos
fases que dependen de los pardmetros . y P.: una fase contiene solamente pequenos
dominios v esta caracterizada S, - 0; la otra fase se distingue por la formacién de un
dominio grande, lo cual se caracteriza con valores de S, grandes. Estas dos regiones
estan separadas por una curva critica (PF, PF).

La Figura 6.4 expresa el diagrama de fase general de un sistema coevolutivo su-
jeto a una dindmica de los nodos dada y wn proceso de recableado dado. En este
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Figura 6.4: Fronleras crilicas en el espacio de pardmetros (P, P.) para la transicion de
Jragmentacion asociada a dos procesos de recableado en una red con N = 3200. Cada curva
ndica la frontera correspondiente que separa las regiones donde existe un dominio giganie
(encima de la curva) y un estado formado por muchos pequenios dominios (abajo de la curva).
(a) Proceso de recableado RS, G = 320 y k = 2 (cwrva con cuadrados); k = 4 (curva con
circulos); k=8 (curva con diamantes). La curva segmentada es lo relacion P =1~ P, y lo

1 e
linea punteado es la relacidn P, = 1.72P. sm(nP,). (b) Proceso de recableado DS con G == !

en una red con k = 4 (curva con circulos); k = 8 (curva con diamantes). Todos los punlos
son un promedio de 100 realizaciones de condiciones iniciales.

diagrama se pueden presentar diversos modelos de cocvolucion al formular relaciones
de acoplamientos especificos entre la probabilidad de recableado y la probabilidad de
caintbio de estado de un nodo. En general, tal acoplamiento puede ser expresado como
una relacion funcional £, = f(P.) que describe una curva en el espacio de pardmetros
de la Figura 6.4. Por ejemplo, considere la relacién 2, = 1 — P. en el diagrama de
fases de la Figura 6.4(a). Esta relacién corresponde al modelo coevolutivo propuesto

por Holme y Newman [32], que usa el proceso de recableado del tipo 1S, un modelo

que ahora aparece como un caso particular en nuestra formulacion general. En ese caso,



6.2 Coevolucion gencralizada Gl

la transicion de fragmentacién, de un dominio gigante a muchos dominios pequenos en
una red caracterizada por un valor de k ocurrivd cuando esta linea recta intersecte la
curva critica correspondiente en la Figura 6.4(a). Estas intersecciones ocurren en los
valores P* = 0.171 para k = 2, P* = 0.458 para k = 4, y P* = 0.722 para ko= 8,
los cuales concuerdan con 1.05 valores criticos reportados v obtenidos por un método

diferente en [32]. Similarmente, si se utiliza el proceso de recableado DS y la relacion
funcional P. = 1 — 7., obtenemos el modelo del votante de dos estados, introducido
en [131], como un caso particular de nuestro esquema generalizado. La interseccion de
la linea F. = 1 — [, con la frontera critica que (*on(,.spondo a k =4 en cl diagrama
de fase en Figura 6.4(b) indica el valor eritico PF = 0.375. Este valor concuerda con el
calculado utilizando un procedimiento distinto en [1 31] /\dic:im13\)1'1'1"101'11';0./ para una red
con k = 8§, nuestro esquema predice un valor critico para este modelo de P2F = 0.653.

El diagrama de fase en la Figura 6.4 también predice los valores criticos (I2F, FF)
para las transiciones de fragmentacion de la red en modelos de coevolucion mas com-
plicados. Por ejemplo, considere la relacién no lincal P, = a . sin(7/”,) en el espacio de
pardametros de la Figura 6.4(a). Para o = 1.72, esta funcién cruza la frontera critica aso-
clada con k = 4 en la Figura6.4(a) dos veces, cuando P = 0.25, que corresponde a una
recombinacion de la red, v para 270.77, donde ocurre una transicién de fragmentacion.
In el rango de pardmetros P, € (0.25,0.77), la funcion se encuentra dentro de la re-
gién del diagrama de fase Loncspondlonto a wn dominio grande. Luego, en un modelo
de coevolucién descrito por esta funcién en una red caracterizada con k= 4, deberfa
existir un dominio grande en este rango de pardmetros . Para k = 2, solo O\Mum una
fase fragmentada para esta funcion de coevolucion.

La Ifigura 6.5 muestra S, en funcidn de 2. para los dos modelos de coevolucion
presentados en la Figura 6.4 para una red con k = 4. Para el modeclo en ref. [32], la
transicion de fragmentacion se leva a cabo para una valor P* predicho en la Figura
6.4. Similarmente, para el modelo no lineal hemos confirmado la existencia de una fase
de wn dominio grande confinado en la regién P. € (0.25,0.77).

Tawmbién, hemos investigado el comportamiento del sistema en el espacio de pardmet-
ros (d,r) que describe procesos de recableado general, manteniendo fijos los deméds
parametros del sistema. Como en los casos anteriores, comenzamos con una red aleato-
ria vy una distribucién aleatoria uniforme de los estados g;. Como ejemplo, asumimos
una dindmica tal que P =1 (siempre se aplica el proceso de recableado) v P. =1 (los
nodos siempre copian el estado de un vecino). El algoritmo de dindmica coevolutiva
definido anteriormente se puede emplear variando los pardmetros d v r.

La Figura 6.6(a) muestra el tamano normalizado de la componente mds grande de la
red S, sin importar los estados de los nodos, en funcién de r, para d = 0.2. La cantidad
S revela una transicion de fragmentacién en la red en el valor de = 0.938. También
hemos calculado, para tiempos largos, el tamano promedio normalizado del subconjunto
de nodos conectados que comparten un mismo estado, sobre ¢l componente mas grande
de Ja red, denotado por S,. La Figura 6.6(a) muestra S — S, vs. . Observamos que
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Figura 6.5: S, como funcion de P, para diferentes curvas de coevolucion, swjelas o un
proceso de recableado RS en la Figura 6.4(a), en una red con k = 4. P, = 1~ P, (cuadrados);

D -
C

= 1.72P, sin(w P,) (circulos). Se realizaron 100 realizaciones pare cada valor de P

S = S, =0 para r < 0.56, lo que significa que todos los nodos en ¢l componente mas
grande comparten, en promedio, el mismo estado. Puesto que S —» 1 para r < 0.50,
existe un dominio grande, cuyvo tamano ¢s comparable con el tamanio del sistema. Para,
r > 0.938, tenemos S-S, — 0y .S — 0, que corresponde con la aparicion de multiples
dominios pequerios en el sistema. En el rango 0.56 < r < 0.96, observamos que S —S5, >
0, lo que indica que no todos los nodos en la componente mas grande de la red comparten
el mismo estado. Puesto que S, 1 en este rango de 7, el sistema aqui consiste en una
componente conectada cuyo tamano es del orden del tamano del sistema. Luego, en el
rango 0.56 < 7 < 0.938 encontramos una situacién donde subconjuntos con diferentes
estados coexisten sobre una red conectada grande. Con el fin de dilucidar la naturaleza
de este comportamiento, mostramos en la figura insertada de la Figura 6.6(a), un gréfico
semilogaritmico del tiempo promedio 7 para el cual se alcanza un dominio grande en el
sistema (S = 5, = 1), en funcion del tamano del sistema N, para diferentes valores de r.
Encontramos que 7 escala exponencialmente con N de la forma 7 ~ N Luego, la fase
consistente en un dominio grande no puede formarse en un sistema de tamano infinito.
Para un sistema de tamano finito, la compounente grande de la red donde coexisten
varios estados debe decaer eventualmente hasta convertirse en un dominio grande (un

solo estado). Hemos obtenido numéricamente los exponentes o = 0.064 para r = 0.2, en
grande con coexistencia de estados, de la Figura 6.6(a). Esto significa que el tiempo
promedio de decaimiento 7 para la componente grande con coexistencia de varios estado

es, en varios ordenes de magnitud, mds grande que el tiempo correspondiente a la fase de

del orden de 7 &~ 10° para » = 0.2 y 7 ~ 10" para » = 0.8. Al incrementar N, ¢l
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realizaciones de condiciones iniciales. En la figura insertada: grdfica semilogarilmica de T vs.
N parer = 0.2 (cuadrados rellenos) y v == 0.8 (circulos rellenos), para d = 0.2 fijo. Cada paso
de tiempo corresponde o N iteraciones de lo dindmica. (b) S (circulos) y Q (cuadrados) en
funcion de r. La modularidad Q es el promedio obtenido sobre 10 realizaciones de condiciones
iniciales. Todas las cantidades estan calculadas en 1 = 109,

tiempo de decaimiento de la componente grande con coexistencia de varios estado 1o se
puede observar en la practica. Luego, nuestros resultados para valores continuos de los
parametros 1y d del proceso de recableado sugieren un mecanismo para la coexistencia
de subconjuntos de nodos con diferentes estados en una red grande conectada.

IZste resultado es relevante, puesto que como vimos en cl Capitulo 2, muchas redes
reales contienen comunidades conectadas formando una red grande. Con el fin de inves-
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tigar las propiedades topoldgicas de la red subyacente en este régimen de coexistencia
de varios estados sobre una componente grande, calculamos la funcion de modularidad
@ de la rved, segun cl algoritmo de Girvan y Newman [42],

, 1 ik
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Recordemos que una red posee una estructura modular o de comunidades, si esta for-
mada por subconjuntos donde los nodos de un subconjunto estan altamente conectados
entre si, mientras que un ndmero mucho menor de enlaces conectan a subconjuntos
diferentes. I'n nuestro caso, los diversos dominios son los subconjuntos diferentes que
coexisten sobre la componente mas grande de la red.

La Figura 6.6(b) muestra la cantidad @ promediada sobre varias realizaciones de
condiciones iniciales, en funcion de r, con d = 0.2 fijo. Para » < 0.56, la modularidad )
se mantiene aproximadamente constante en un valor de @ ~ 0.51, que es caracteristico
de wna red aleatoria [138]. En la regidn 0.56 < r < 0.96, la modularidad @ awmenta,
indicando la presencia de estructuras modulares en la componente mds grande de la red.
Para r = 0.95, la red se fragmenta (S - 0) v la modularidad cae a cero. Fn la Figura
6.7 se muestra una visualizacion de las redes resultantes en los tres rangos mencionados
del parametro r.

pardmelros de
> Red de comu-

= 10%.

s importante resaltar que la estructura de comunidades es un estado transitorio
del sistema para ciertos valores de pardmetros, segin indica el tiempo de convergencia
7 en la figura insertada en la Figura 6.6(a). Sin embargo, el tiempo de permanencia de
este estado transitorio awmnenta exponencialmente al aumentar el tamano del sistema
N, lo que se denomina en la literatura un supertransiente. Por lo tanto, en redes reales
que son de tamano N muy grande, la estructura de comunidades en la practica es
un estado observable cuasiestable. Por otro lado, nuestros resultados pueden explicar
la observacion empirica sociolgica de que comunidades grandes en una sociedad (por
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cjemplo grupos de inmigrantes) sushsisten por més tiempo que comunidades pequenas
9].

Luego, nuestro modelo de coevolucion generalizada proporciona un mecanismo para
la. formacién v persistencia de estructuras modulares, como las observadas en redes
reales.

La Figura 6.8 muestra la red inicial y la red de comunidades emergente para los
valores de pardmetro N = 80, r = 0.8, d = 0.2, t = 10"

Figura 6.8: Visualizacion de la red inicial (izquierda) para N = 80, y la red modular (derecha)
para los pardmetros v = 0.8, d = 0.2, N = 80, 1 = 10%. Los colores representan los estados de
los nodos.

Para valores dados de P,y P, que describen una dindmica de coevolueidn, el com-
portamiento colectivo del sistema puede ser caracterizado en el espacio de paramentros
de las acciones de desconexién y reconexion (d,r), usando las cantidades calculadas en
Ja Figura 6.6(a). La Figura 6.9 muestra el diagrama de fase obtenido en el plano (d, r)
para los valores 2. = 1y P. =1

Tres tipos de comportamientos ocurren en el sistema al variar los parametros r y
d. Dos de estos comportamientos corresponden a las fases que ya se encontraron en
la Figura 6.4: una fase con un dominio grande, y una fase fragmentada con muchos
dominios pequenos. Estas dos fases estan separadas por una region en el plano (d,r)
donde emerge un comportamiento supertransiente, caracterizado por la coexistencia de
muchos estados v la formacion de conmmidades sobre una componente de red grande. La
Fignra 6.9 revela que los procesos de recableado RS (d = 0.5, 7 = 1)y DS (d = 0,7 = 1)

los resultados encontrados en la Figura 6.4,

La Figura 6.10 muestra el diagrama de fases en el plano (d.r) para valores 2. = 1
O (&} } 3 } 1

P. = 0 fjos. En este caso los nodos nunca cambian sus estados v la evolucion del



6.2 Coevolucidn generalizada 66

1 — -
///“” o
s 7
0.8 1 // e
// -~
[
0.6 L7
0.4t
I/
0.2 -
0 \ 1 i 1
0 0.2 0.4 d 0.6 0.8 1

Figura 6.9: Diagrama de fase en el espacio de pardmetros (d,r), para Py =1, P. = 1. G = 20,
N =200, y k =4 fijos. La fase [ragmentada ocurre por encima de la linea conlinua; la fase
con un dominio grande ocurre por debajo de la linea segmentada; la region donde emerge la
coexistencia de estados en una componente grande, esia limitada por estas dos lineas. Todas
las simulaciones son un promedio de 10 reclizaciones de condiciones iniciales.

sistema ocurre solamente debido al proceso de recableado, el cual estd basado en la
comparacion de estados de los nodos. También observamos tres fases en la estructura
de la red: conexa con coexistencia de multiples estados, modular y fragmentada. Ln
particular, la regidén del diagrama de fases en la que se forma una estructura modular
es mas amplia cuando P. = 0 que cuando £, = 1. Luego, la emergencia de estructuras
de comunidades es un efecto inducido por la forma del proceso de recableado, descrito
por los valores de d y r.

Pava r -+ 1. las reconexiones siempre se llevan a cabo entre nodos en estados sim-

ilares; los nodos G/N nodos que existen en promedio en un estado en la red inicial
tienden a reunirse y a separarse de nodos en estados diferentes. Fsto conduce a la for-
macion de dominios pequenos, de tamano promedio G/N, y a la fragmentacion de la
red. Iisto corresponde aproximadamente a la region de fragmentacion en los diagramas
de fase en el plano (d,r). En general, para r < d, tanto la probabilidad de desconexion
entre nodos en estados iguales (d), como la probabilidad de reconexion entre nodos en
estados distintos (1 - ), son altas. Por lo tanto, es posible mantener conectados en
una red grande nodos en estados diferentes. Este es el caso si 2, = 0, donde el tamarno
de los dominios en la red conexa es igual a N/G. Por otro lado, si P. = 1, entonces
la. dindmica de imitacion entre los nodos eventualmente conduce esta red conexa a un
estado homogéneo, que corresponde a un dominio de tamano comparable al del sistema.
Este proceso describe lo que ocurre en la region de un dominio grande en el plano (d, r)
en la Iigura 6.9. con P, = 1. Luego, el proceso de cambio de cstado de los nodos rep-
resentado por la probabilidad P, controla el tamano de los dominios en la fase conexa
de la ved.

Para 1> d, r # 1, la probabilidad de reconexién entre nodos en estados ignales (r)
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Figura 6.10: Diagrama de fase en el espacio de parameltros (d,r), en ausencia de dindmica
de los nodos (P, = 1, P, = 0). Las regiones donde ocurren la fase II (fragmentada) vy las
configuraciones la y Ib de la fase conectada, se encuentran indicadas. Todos los resullados
son un promedio de diez realizaciones.

v la probabilidad de desconexién entre nodos distintos (1 — d) son ambas relativamente
altas, lo que promueve la reunién de nodos en estados similares. Sin embargo, existe
una pequena probabilidad (1= 1) de reconexién entre nodos en estados diferentes. Iisto
se puede interpretar como un cierto grado de tolerancia a la diversidad introducida
por el proceso de recableado. Esto permite que los grupos de nodos que se forman en
estados diferentes, puedan tener un pequeno numero de conexiones entre ellos. Esto
corresponde a una estructura tipica de comunidades.

De esta manera, nuestro modelo general de coevolucidn proporciona un mecanisimo
para la formacion de comunidades tales como las observadas en redes reales.

[n conclusion, en el presente Capitulo hemos presentado un marco general para el
estudio del fendémeno de coevolucion en redes dinamicas. La coevolucidn consiste en
la coexistencia de dos procesos, el cambio de estado de los nodos, v el recableado de
enlaces entre los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes 12,
v P, respectivamente. Iistas probabilidades caracterizan las velocidades o escalas de
tiempo de cada proceso. Hemos analizado el proceso de recableado en términos de las
acciones de desconexion y reconexion entre nodos, ambas basadas en un mecanismo de
comparacion de los estados de los nodos.

Para un proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser representado en el espacio de parametros (P, P, d,r). Para una dindmica de cambio
de estado de los nodos similar a la del modelo del votante, hemos encontrado que
solo las reconexiones entre nodos con estados similares (r - 1) pueden conducir a
la fragmentacion de la red. Hemos calculado las fronteras criticas en el espacio de
pardmetros (P, P.), para diferentes valores de k. El tamaio de la regién para la fase
fragmentada en cl espacio (P, P.) disminuye al incrementar el valor de k. Esto sugicre

L
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que es mas probable observar el fenémeno de fragmentacion en redes donde k£ < N.
Hemos mostrado que diferentes modelos coevolutivos corresponden a diferentes curvas
P.= f(P.) en ¢l plano (P, P.). La ocurrencia de una transicion de fragmentacion de la
red, asi como de transiciones de recombinacién, pueden ser predichas utilizando nuestro
esquema.

También hemos caracterizado las propiedades colectivas del sistema en el espacio
de las acciones para los procesos de recableado (d,r), para valores de P, y P, dados,
que definen la dinamica coevolutiva. En una region de este espacio, hemos descubier-
to un régimen donde pueden coexistir subconjuntos de nodos con diferentes estados,
por tiempos muy largos, en una red conectada. Hemos demostrado que estos estados
corresponden a una topologia de la red del tipo de comunidades.

Hemos demostrado que las estructuras de comunidades son un estado supertran-
siente de la red, cuyva permancencia aumenta exponencialmente con el tamano del sis-
tema. Esto explica la formacion v persistencia de comunidades en redes reales, donde
el tamano del sistema es generalmente ny grande.

Hemos limitado nuestro modelo a la situacion donde el mimero de conexiones en las
redes coevolutivas se conserva. Ista condicion estéd expresada en el paso 2 de nuestro
algoritmo, donde la aplicacion de las acciones de desconexion y reconexion se realizan
con probabilidad 1. Esta condicion puede ser generalizada si se consideran diferentes
probabilidades para cada una de esas acciones. Luego, nuestro marco general propor-
ciona un escenario para el estudio de redes coevolutivas que no conservan el niumero de
enlaces totales.



We know thai going to the Moon was a simple task
indeed, compared with some others we have set for our-
selves, such as creating a humane society or a peaceful
world.

Herperr SiMon (1996)

Conclusiones

Muchos sistemas naturales y artificiales se pueden describiv como redes complejas
de elementos dinamicos interconectados. En esta Disertacion hemos estudiado varios
aspectos de la relacién entre la topologia de conectividad de una red y la dindamica de los
clementos que vacen en ella. Fl desarrollo del proceso investigativo nos ha conducido a la
formulacion de un modelo general de sistemas coevolutivos, donde tanto las variables de
estado de los elementos y las conexiones entre ellos, se influyen mutuamente y cambian
en el tiempo. Este tipo de sistemas se observa en contextos diversos, como sistemas
biologicos, sistemas fisioldgicos, sistemas dindiicos, redes de intercambio econdmico,
redes sociales, redes de newronas, Internct, redes de comunicacién y transporte, ete.

Como una aplicacion de los conceptos relacionados con redes complejas, hemos car-
acterizado las propiedades topoldgicas v hemos construido los grafos de redes reales
locales, provenientes de nuestro entorno en la Universidad de Los Andes. Hemos en-
contrado que la red de estudiantes de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de
Los Andes posee caracteristicas de una red de pequeio mundo, con una longitud car-
acteristica muy pequena, | = 1.95. Iste resultado nos motiva a estudiar varios otros
aspectos en esta red en el futuro; como por cjemplo la propagacion de informacion o de
epidemias entre los estudiantes. Por otro lado, nuestra capacidad de andlisis de redes
de estudiantes ha generado mucho interés entre profesores por su potencial para car-
acterizar la eficiencia. de gistemas educativos, v la posibilidad de comparar diferentes
mstituciones y facultades.

También hemos caracterizado las propiedades topoldgicas vy hemos visualizado el
grafo correspondiente a la red de colaboraciones cientificas del Grupo de Caos y Sis-
temas Complejos, del Centro de Fisica Fundamental, de la Universidad de Los Andes.
Los datos fueron obtenidos de la pdgina web de este grupo. Iista red posee estructura
modular, lo que se evidencia por un valor de @ == 0.510, mayor que el correspondiente
a una red aleatoria. Esta estructura se encuentra sustentada por tres hubs, que son los
profesores Mario Cosenza, Kay Tueci v Antonio Parravano. I2s notable que los nodos
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Tucci y Parravano funcionan como agentes conectores entre diferentes comunidades. [l
nodo Tucci conecta la comunidad de Ingenierfa con la comunidad cadtica, mientras que
el nodo Parravano conecta la comunidad de Astrofisicos con los cadticos. Nuestro andli-
sis muestra como la estructura modular o de comunidades emerge en una red cnando
existe clerto grado de tolerancia o amplitud de criterios. que en este caso se manifiesta
en la interdisciplinaridad caracteristica de este grupo de investigacion. Como trabajo
futuro, nos proponemos comparar las estructuras topologicas de diferentes grupos de
investigacion en la Universidad de Los Andes v en otras instituciones.

Con el fin de investigar el rol de la topologia en el comportamiento colectivo de un sis-
tema, hemos estudiado la influencia de una red en un modelo de interaccion econdmica.
La inclusion de una red de conectividad o localizacion espacial para las interacciones de
los agentes econdmicos, permite el uso de conceptos asociados a los sistemas dinamicos
espaciotemporales, en modelos econémicos. Hemos mostrado que se forman diferentes
patrones espaciotemporales al variar log pardmetros del sistema, v hemos caracterizado
estos patrones como estados laminares, intermitentes v tuwrbulentos, en analogia con los
patrones que emergen en sistemas dindiicos espaciotemporales. Hemos caracterizado
la transicion del estado laminar al estado turbulento mediante Ja actividad del sistema,
una cantidad estadistica que mide la riqueza promedio intercambiada, por unidad de
tiempo, en el estado asintético de sistema. Por otro lado; el coeficiente de Gini, que
caracteriza la desigualdad en la distribucion de rigqueza, depende mayormente de la
topologia de la red. Nuestros resultados indican que, niveles clevados de intercambio
econdmico (actividad alta), se encuentran asociados con valores pequenos del coeficiente
de Gini; esto es, con distribuciones de riqueza mas equitativas en el sistema.

La topologla de la red subyacente no influye de manera significativa en la actividad
del sistema. In contraste, el coeficiente de Gini se incrementa cuando el rango de inter-
acciones awmnenta. Hemos mostrado que la propiedad topologica que influye de manera
significativa en el cambio del coeficiente de Gini, es el coeficiente de agrupamiento y no
la longitud caracteristica de la red. Nuestros resultados sugieren que la reduccidn del
tamano de la vecindad de los agentes interactuantes puede favorecer una distribucion
mas equitativa de riqueza en una cconomia estratificada.

Como primeros pasos en nuestro estudio de sistemas coevolutivos, hemos extendido
dos modelos previamente propuestos para hacerlos coevolutivos: wn modelo para la
formacion de opinién sujeto a campos globales, y un modelo para la propagacion de
epidemias tipo STI.

En el primer caso, pudimos mostrar que el comportamiento del sistema coevolutivo
es similar bajo la influencia de un campo global externo o de un campo global autdénomo.
Este resultado muestra que bajo ciertas condiciones, el origen, externo o interno de una
interaccion global, es irrelevante; a nivel local los elementos no distinguen la naturaleza,
del campo, aun en sistemas coevolutivos. Recientemente, la equivalencia de campos ex-
ternos v antonomos en el comportamiento sincronizado de sistermas dindmicos cadticos
ha sido establecida [109]. Nuestros resultados sugieren que esta equivalencia puede ser
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muy general.

Un campo global siempre impone su estado sobre los elementos del sistema, para
valores de intensidad del campo por encima de un cierto valor critico, llevando al sis-
tema a un estado homogéneo. Sin embargo, la dinamica coevolutiva, introducida por
el proceso de recableado de la red, puede prevenir la homogenizacion del sistema, a
expensas de la fragmentacion de la red.

En el caso del modelo epidemioldgico susceptible-infeccioso-recuperado (SIR) con
dindmica coevolutiva, hemos observado que, a mayor tasa de transmision de la enfer-
medad, mayor es el tiempo necesario para llegar al estado asintético donde no hay nodos
infectados. Este fendmeno se debe al proceso de recableado que ocurre en laved: al tener
una tasa de transmision baja, la probabilidad de reconexién es grande y, de esta forma,
la red se protege contra la enfermedad. En esta situacidn, no todos los nodos legan a
infectarse, v la epidemia desaparece mas rapidamente. Para valores grandes de la tasa
de transmision, la epidemia alcanza a mds individuos y permanece mas tiempo en el
sistema; en este caso la probabilidad de reconexion es muy baja, v toda la red contrae
la enfermedad.

Modelos de propagacion de epidemias con dindamica coevolutiva pueden ser impor-
tantes para optimizar la utilizacion de recursos v evitar la propagacion de virus en la
poblacion. Nuestros resultados sugieren algunas consccuencias desde el punto de vista
practico. En primer lugar, debemos resaltar que poblaciones donde sus individuos se
encuentran altamente conectados, por ejemplo, poblaciones hacinadas, son mas vulner-
ables a la propagacién de epidemias. bn segundo lugar, nuestros result ados muestran la
importancia de las reconexiones, por ¢j emplo, movilidad, en la prevencién de la propa-
gacion de las epidemias.

Diversas extensiones de este modelo pueden estudiarse en el futuro, como por ejem-
plo, la consideracién de probabilidades de infeccion vy de reconexion mdependientes.
También se pueden estudiar, con dindmica coevolutiva otros modelos de propagacién
de enfermedades que hasta a,hm a s0lo se han considerado en redes fijas.

La contribucion central de esta Tesis consiste en la construccion de un marco general
para el estudio del fenémeno de coevolucion en redes dindmicas. La coevolucion consiste
en la coexistencia de dos procesos, el cambio de estado de los nodos, v el recableado
de enlaces entre los nodos, los cuales pueden ocurrir con probabilidades independientes

% v P, respectivamente. FEstas probabilidades caracterizan las velocidades o escalas de
tiempo de cada proceso. Hemos analizado el proceso de recableado en términos de las
acciones de desconexién y reconexion entre nodos, ambas basadas en un mecanismo de
comparacion de los estados de los nodos.

Para un proceso de recableado dado, el comportamiento colectivo del sistema puede
ser representacdo en ¢l espacio de pardmetros (2., Pa, d, 7). Para una dindmica simple de
cambio de estado de los nodos, similar a la del modelo del votante, hemos encontrado
cue solo las reconexiones entre nodos con estados similares pueden conducir a la frag-
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mentacion de la red. Hemos calculado las fronteras criticas en el espacio de pardmetros
(P, P,), para diferentes valores del grado promedio de la red inicial, k. Il tamaio de
la region para la fase fragmentada en cl espacio (P, [2.) disminuye al incrementar el
valor de k. Esto sugiere que es méds probable observar el fendmeno de fragmentacion en
redes donde k < N. Hemos mostrado que diferentes modelos coevolutivos pueden ser
formulados mediante relaciones funcionales P. = f(I°.), que corresponden a diferentes
curvas en el plano (P, ). La ocurrencia de una transicion de fragmentacion de la red,
ast como de transiciones de recombinacion, pueden ser predichas utilizando nuestro
esquema.

Hemos caracterizado las propiedades colectivas del sistema en el espacio de las ac-
ciones para los procesos de recableado (d,r). En una regién de este espacio, hemos
descubierto un régimen donde pueden coexistir subconjuntos de nodos con diferentes
estados, por tiempos muy largos, en una red conectada. Hemos demostrado que estas
configuraciones corresponden a una topologia de la red del tipo de comunidades. Las
estructuras de comunidades son un estado supertransiente de la red, cuya persistencia
en el tiempo aumenta exponencialmente con el tamano del sistema. Esto explica la
formacion y permanencia de comunidades en redes reales, donde el tamano del sistema
es generalmente muy grande.

Hemos limitado nuestro modelo a la situacion donde el mumero de conexiones en las
redes coevolutivas se conserva. Esta condicion estd expresada en el paso 2 de nuestro
algoritmo, donde la aplicacion de las acciones de desconexion y reconexion se realizan
con probabilidad 1. IZsta condicién puede ser generalizada si se consideran diferentes
probabilidades para cada una de esas acciones. Luego, nuestro marco general propor-
ciona un escenario para el estudio de redes coevolutivas que no conservan el ntunero de
enlaces totales.

Otras extensiones de interés que seguramente seran investigadas en el futuro, in-
cluyen la caracterizacion de las propiedades topoldgicas de la red en el plano continuo
(d,r), las consecuencias de reglas preferenciales de conexién, la consideracion de in-
tensidades variables de conexiones y la influencia de la dindmica de los nodos en las
propiedades colectivas de sistemas coevolutivos.
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