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Resumen

Se estudiara inicialmente el fenomeno “Partially Massless”, posteriormente se desa-
rrollard el modelo de “Partially Massless” en formalismo triddico en 3 dimensiones.
Ademas, se estudiard como propaga el modelo de “P.M” en formalismo triddico en un
espacio (A)ds. Se realizard un andlisis de la gravedad masiva autodual para espacios
(A)dS, luego, se obtendra un modelo de tercer orden en sus derivadas a partir de una
accion intermedia resultando no ser equivalente a la gravedad masiva topolégica, como
ocurre en el caso de un espacio plano. Por ultimo se demostrara que la accién de segun-
do orden en lenguaje métrico de una accién intermedia resultante del modelo autodual
para (A)dS, es el caso de “Partially Massless” en espacios (A)dS para una accién en
particular con 2 términos de masa diferentes, propuesta inicialmente para espacio plano.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Preambulo

Albert Einstein propuso la teorfa de la relatividad general en 1916 [1] la cual descri-
be la gravitacion como una interaccién entre materia y la curvatura del espacio-tiempo.
En paralelo se estaba desarrollando la mecéanica cuantica por una inmensa cantidad de
trabajos, luego de estar establecidas ambas teorias se buscé unificarlas fallando cada
propuesta desarrollada. El modelo actual cosmolégico o modelo del Big Bang, requiere
de un sector de materia y energia oscura, la materia oscura no es bariénica y por lo
tanto no puede ser descrita por el modelo estandar de particulas, mientras que las con-
tribuciones del modelo estandar para la energia oscura se encuentran fuera de rango por
muchos ordenes de magnitud, ambos problemas se encuentran naturalmente relaciona-
dos con la gravedad, puesto que es a través de la gravedad que se ha logrado predecir la
presencia de energia y materia oscura en el universo, debido a que son necesarios para
explicar hechos experimentales como la radiacién de fondo de microondas, la expansién
del universo, entre otros fendmenos, asi, es necesario la presencia de materia oscura
como también lo es la constante cosmoldgica, la cual esta intrinsecamente relacionada
con la energia oscura. Sin embargo, tras abundantes investigaciones, no existe evidencia
experimental de la existencia de materia oscura y no se ha desarrollado ningiin modelo
tedrico que explique el valor de la constante cosmolodgica.

Pueden existir dos alternativas para la solucién de estos problemas; que la teoria
de la relatividad general sea una aproximacion de una teoria mas general o que sea ne-
cesario una modificacion de la relatividad general. La relatividad general es una teoria
totalmente no lineal de geometria Riemanniana que describe la naturaleza dinamica del
espacio-tiempo, pero su obtencion no es tnica, es posible construir diferentes modelos
con invariancia general de coordenadas que satisfagan el principio de equivalencia. Asi



la relatividad general es una teoria que propaga una particula de espin 2 interactuante
sin masa llamada graviton, es decir, la teorfa propaga 2 grados de libertad (en 4 dimen-
siones) y es invariante bajo difeomorfismo. Una forma de modificar la RG es cambiar
los grados de libertad en que propaga la teoria (si se toma la postura que la solucién
de los problemas antes mencionados es a través de una modificaciéon de la RG), una
manera de lograr esto y que ha sido ampliamente estudiado, es el hecho de suponer que
los gravitones poseen masa variando asi los grados en que propaga la teoria y trayendo
consigo una amplia gama de nuevas caracteristicas que enriquecen este modelo.

En 1939 Markus Fierz y Wolfgang Pauli [2], proponen la primera teorfa de gravedad
masiva con el objetivo de poder cuantizar la gravedad, este modelo modifica los grados
de libertad como se podra ver en el capitulo 1 y 2 del presente trabajo. También
demostraron que para una teoria linealizada del modelo de gravedad masiva sobre un
espacio de Minkowski, surgia una forma muy especifica para el término de masa que
es requerido para evitar la aparicion de grados de libertad fantasmas y asi obtener una
teoria unitaria. Desde entonces el problema de formular una teoria consistente de la
gravedad masiva ha tenido un largo desarrollo.

La teoria de la relatividad general para el caso en 3 dimensiones tiene una solu-
cion trivial, debido a que no posee grados de libertad dinamicos. El descubrimiento del
modelo para la gravedad masiva topolégica por parte de S. Deser and R. Jackiw y S.
Templeton [3] en 1982, trajo consigo nuevas caracteristicas para la teoria de gravitacién
en tres dimensiones, asi como un gran interés en el estudio de las teorias gravitacionales
masivas. Este modelo consiste en que la acciéon Einstein-Hilbert sin propagacion (en 3 di-
mensiones) es complementada con un término gravitacional masivo tipo Chern-Simons,
esta teoria se obtiene de forma no linelizada como también de manera linealizada, esta
ultima siendo una accién de tercer orden invariante bajo transformaciones de calibre
que propaga un solo grado de libertad.

El modelo autodual de la gravedad masiva vino al poco tiempo de la gravedad masiva
topoldgica. Propuesta por C. Aragone y A. Khoudeir en 1986 [4], valiéndose del caso en
que la teoria vectorial autodual era equivalente a la teoria de la electrodinamica masiva
topoldgica. Este modelo cosiste en una accién de primer orden propagando un solo
grado de libertad. En el mismo trabajo fue desarrollada una equivalencia que relaciona
la gravedad autodual con una accién intermedia (modelo de segundo orden), y a su vez
esta accion intermedia con la gravedad masiva topoldgica mostrando su equivalencia
entre estos dos modelos.

S. Deser y R. Nepomechie en 1983 [5] se interesaron en estudiar la invariancia de
calibre en un espacio de Sitter, como resultado hallaron un fenémenos llamado “Par-
tially Massless” o Gravedad Parcialmente Sin Masa, el cual siempre elimina un grado
de libertad de los grados de propagacién resultantes de la accion de Fierz-Pauli, tam-
bién se obtiene una teoria invariante bajo simetrias de calibre y lo mas resaltante de
su trabajo es que en este punto la masa del graviton se ajusta de manera proporcional
a la constaste cosmoldgica. Luego, en 2001 S. Deser y A. Waldron [6] estudiando la
estabilidad de gravitones para espacios curvos encontraron propiedades de interés sobre



la gravedad parcialmente sin masa, atrayendo gran atencién por parte de la comunidad
cientifica y el aumento de investigaciones sobre teorias de gravedad masiva, asi como
del fenémeno de “Partially Massless”.

El presente trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera: en el primer
capitulo, se realizara un breve repaso de la teoria de la relatividad general, se explicara
brevemente la interpretacién de helicidad de una particula, asi como se realizara la pri-
mera modificacién de la relatividad general, es decir, se estudiara la gravitaciéon masiva
de Fierz-Pauli en un espacio plano. En el segundo capitulo se formulara la gravedad
masiva de Fierz-Pauli en un espacio curvo y se estudiara principalmente el fenémeno
“Partially Massless”, posteriormente se desarrollara el formalismo de Stueckelberg para
conocer de qué manera se obtiene de nuevo la invariancia bajo simetrias de calibre en
la teoria, al final de este capitulo se obtendra el modelo de “Partially Massless” en
formalismo triddico en 3 dimensiones. En el tercer capitulo se estudiara la gravedad
masiva autodual asi como la gravedad masiva topoldgica, ambos en 3 dimensiones y
se demostrara la equivalencia entre ambos modelos solo para un espacio plano. En el
capitulo final se estudiard como propaga el modelo de “P.M” en formalismo triadico
analizando sus ecuaciones de campo, también se determinara el contenido dinamico de
la gravedad masiva autodual para espacios (A)dS, ademds se obtendrd un modelo de
tercer orden en sus derivadas para esta teoria y por iltimo se demostrara que la accién
de segundo orden en lenguaje métrico de una accion intermedia resultante del modelo
autodual para (A)dS, es el caso de “Partially Massless” en espacios (A)dS para una
accién propuesta por C. Aragone, P. Arias y A. Khoudeir en 1997 [7] inicialmente para
espacio plano.



1.2. Relatividad General

Como ya es ampliamente conocida, la accién de Einstein-Hilbert viene dada de una
manera simple y elegante

1
Igg = P /dD:E\/—g R. (1.2.1)

Donde g es el determinante de la métrica. Siendo R el escalar de Ricci o escalar de
curvatura y R,,, el tensor de Ricci, vienen dados de la forma

R=¢"" R, -
Ry, = 0,1 0,I'? I? 14 I? 14 (1.2.2)
mn — Yptmn — Yn pm+ pg-mn ~ *ng-pm *
Las ecuaciones de Einstien son:
1

donde G,,,, es conocido como el tensor de Einstein.

Para linealizar esta accién es necesario realizar una perturbacion de primer orden a
la métrica, de la siguiente manera:

Imn = Nmn + K'hmn s (124)

donde 7,,, es la métrica de Minkowski y sera nuestra métrica background, ademas h,,,
es un campo tensorial simétrico de segundo orden que representa el campo del graviton,
donde sus indices pueden ser ascendidos o descendidos a partir del tensor métrico. La
accion linealizada viene expresada como:

1 1
hm:i/f%{—§@mmmﬁm+i%m¢wmw—&J%JWh+é@ﬁWh} (1.2.5)

Esta accién es invariante bajo transformaciones de calibre de la forma:

Shumn = Om&n + Onbm - (1.2.6)

La accién de la gravedad linealizada en un espacio plano propaga tal que

D(D —3)

Grados de Libertad(D) = 5

(1.2.7)



Para el caso cuando D=4, la accién describe un gravitén sin masa con 2 grados
de libertad. Sin embargo, para el caso D=3, esta acciéon no describe ningtin grado de
libertad, por lo tanto es una teoria sin grados de libertad dindmicos y no propaga ondas
gravitacionales.

Cualquier onda plana ¥ que transforme bajo una rotacion a cualquier angulo sobre
la direccién de su propagacion de la forma

U = ey, (1.2.8)

se dice que la particula asociada a la onda W posee helicidad h o espin [8]. A partir de

esta helicidad las particulas se pueden caracterizar. La regla de transformacién para las
particulas denominadas bosones viene dada por h > 0. En el caso cuando las particulas
posean h = 0 estas pueden ser descritas a partir de un campo escalar ¢. Para particu-
las con h = 1 es necesario usar un campo vectorial A,, y la accién que describe estas
particulas obligatoriamente debe ser la accién de Maxwell. Ahora, para poder describir
particula que posee h = 2 es necesario usar la accién de Einstein-Hilbert linealizada,
que requiere la presencia de simetrias de calibres.

1.3. Gravedad masiva en un espacio plano

Markus Fierz y Wolfgang Pauli en su articulo de 1939 [2], introdujeron la accién y las
ecuaciones de campo para describir una particula libre con masa y de espin 2, mediante
la exigencia de invariancia bajo Lorentz y energia positiva. En un espacio de Minkowski
estos requerimientos pueden resolverse siguiendo un enfoque a partir de teoria de grupos
exigiendo que las particulas formen representaciones unitarias del grupo de Poincaré.
El resultado de este trabajo tuvo como resultado un término de masa de la forma

1
Lz0 = —;lu2(hmnh”m —h?) . (1.3.1)

Que luego se agregard a la accion de Einstein-Hilbert, se denomina la accién de
Fierz-Pauli linealizada para un espacio plano

1
IFP = /dD'T { B iaphmnﬁphmn + 0mhnp8"hmp - amhmnanh
: 1 (1.3.2)
5 0phh = i (R ™™ — 1)}

Esta accién es libre de grados de propagacion ”fantasma”. Sin embargo, el término
de masa viola la simetria de calibre. Unicamente en un espacio plano trae problemas
para convertir esta accién en una accién invariante bajo transformaciones de calibre y
no puede ser forzada por ninguna simetria conocida. No obstante, este problema se logra



resolver al acoplar la accién de Fierz-Pauli a un background (A)dS con lo cual puede
emerger una simetria de calibre (“Partially Massless”), como se verd mas adelante.

Esta accién propaga tal que

(D+1)(D—-2)
5 .

Grados de Libertad(D) = (1.3.3)

En el caso cuando D=4, la accién propaga 5 grados de libertad y describe un gra-
vitén con masa de helicidad 2, un campo vectorial de helicidad 1 y un campo escalar de
helicidad 0. En el caso cuando D=3, la accion propaga 2 grados de libertad y describe
un campo vectorial con helicidad 1 y un campo escalar de helicidad 0. Este andlisis se
aplica tanto para el caso plano (espacio de Minkowski), como para el caso de curvatura
constante (Espacio (A) de Sitter).

La ecuacién de Fierz-Pauli viene dada por

(O— 1>V, =0. (1.3.4)



Capitulo 2

“Partially Massless”

2.1. Gravedad Masiva en espacios curvos

A continuacion se prestara especial atencién a la accién linealizada para un graviton
masivo que se propaga en un espacio de curvatura constante (A)dS. Para este propdsito
se parte de la accién de Einstein-Hilbert en un espacio (Anti)de Sitter, en D dimensiones,
el cual viene dado de la siguiente manera:

Ipg = /de\/—_g {R—2AY}. (2.1.1)

Las ecuaciones de campo que describe la accién anterior, sin distribucién local de
materia (sin fuentes) son:

donde A es la constante cosmolégica, las ecuaciones de Einstein implican que la curvatu-
ra del espacio-tiempo es totalmente determinada por la constante cosmoldgica mientras
no hayan fuentes locales (7},,,, = 0). El tensor de Einstein G,,,, depende completamente
del tensor de curvatura debido a que el tensor de Weyl en 3 dimensiones es exactamente
igual a cero, por lo tanto en 3 dimensiones la teoria propaga 0 grados de libertad (no
existen ondas gravitaciones), es decir, no existen gravitones sin masa tanto para un
espacio plano (A = 0) como para un espacio curvo (A # 0).

Para linealizar esta accion es necesario realizar una perturbacién de primer orden a
la métrica, de la siguiente manera:



donde g,,,,, es una métrica para espacios (A) de Sitter y serd nuestra métrica background,
ademas h,,, es un campo tensorial que cumple los mismos requisitos que en el caso
plano. La accion linealizada viene expresada como:

1 1 1

(2.1.4)
1 A 1
—Vohyn VPR™ + ———h (R™ — —g™"h) } |
esta accion es invariante bajo la siguiente transformacion de calibre:
Ohmn = Vinkn + Vi - (2.1.5)

Ahora se anadira un término masivo tipo Fierz-Pauli a la accién de Einstein-Hilbert,
cumpliendo que este término sea invariante bajo Lorentz y preserve la unitariedad en
nuestra teoria, sin embargo, ya es ampliamente conocido que al agregar el nuevo término
masivo, rompe la simetria de calibre (2.1.2). Asi la nueva accién queda de la siguiente
manera:

1 1 1 1
Ipp = / P2 /=g {= 3 Vohon VPR £ TV 0VPh = V" Vol 4 5V g V"

A mn 1 mn 1 2 qm 2
+ - 2hmn(h 59 h) M (hmgh h7)} .
(2.1.6)

Es de notar que en la accion de Fierz-Pauli todos los términos de h,,, y h con
derivadas sobreviven cuando g = 0 y de esta forma se obtiene nuevamente la accién
linealizada de Einstein-Hilbert, asi cuando g = 0 la acciéon en 4 dimensiones describe
un graviton con helicidad 2 que posee simetrias de calibre ya mencionadas.

Para D=4 la accién de Fierz-Pauli describe una particula masiva de espin 2 con 5
grados de liberta y masa p. Sin embargo, en D=3 la accién describe 2 grados de libertad.

Teniendo en cuenta que el tensor de curvatura, para un espacio de curvatura cons-
tante (méximamente simétrico) viene dado por

2 A

Donde el tensor de Ricci viene dado por

2 A

Ry = mgmn )

(2.1.8)



y el escalar de Ricci, es decir, el escalar de curvatura viene dado por

(2.1.9)

Ahora, se realizara una revisiéon de cémo obtener los grados de libertad de este mo-
delo. Para el campo escalar h,,, al ser un campo tensorial simétrico, en 4 dimensiones
posee 10 grados de libertad y en 3 dimensiones el campo posee 6 grados de libertad,
a medida que se obtengan restricciones en la teoria se reduciran estos grados de libertad.

Realizando variaciones sobre h,,, se puede encontrar la ecuacion de movimiento a

primer orden:

5hmn
donde G,,, es el tensor de Einstein, viene dado por:

= G =0, (2.1.10)

4D A 1
=V?hppn — Pnn — — Gonb) — Ph PR
Gmn \Y mn (D — 2) (D — 1) ( mn ngn ) (vmv mp + an mp)
4 A 1

1

Ahora considerando la traza de G,,,,

. 9 o 5 (2.1.12)
G" n=—(D—=2)[V°h =V, V, b+ [(D—1)u" —2Alh =0,
donde se puede obtener la siguiente relacion:
1
°h — = D —1)p* —2A]h 2.1.1
Vh =V Vyh (D —2) [( T I ( 3)
Considerando la divergencia de G,,,:
V"G = 11 (Vonh — V™" ) = 0. (2.1.14)



Asumiendo que p # 0, de la relaciéon anterior se puede notar cuatro ecuaciones de
restriccion para h,,, para el caso de 4 dimensiones o tres ecuaciones de restriccién para
el caso en tres dimensiones. Esto elimina 4 o 3 grados de libertad de los 10 o 6 grados
de libertad inicialmente, dejando solo 6 o 3 grados libertad en la teoria para D =4 o
D = 3 respectivamente.

Se puede hallar una restriccién escalar, tomando una segunda divergencia de la
ecuacion anterior

V™V"Gyn = =2 (V?h — V,, V., h™) =0, (2.1.15)
sumando los términos [2.1.12] y [2.1.15] de la siguiente manera:
1 1

VNV G + G =

(D —2) (D —2) (D= 1)p* = 2A]h = 0. (2.1.16)

Se puede ver que la combinacién lineal anterior no contiene ninguna derivada ni de
primer ni de segundo orden y por lo tanto provee otra restriccién escalar segiin sea el
caso.

Para parametros generales de 1 y A, esta restriccién implica que h = 0 y a partir de
la ecuacién [2.1.14], nos indica que V"h,,,,, = 0 y asi el campo A, es simétrico, trans-
verso y sin traza en el vacié. Si se toma esta soluciéon, la teoria describe un gravitéon
masivo con 5 o 2 grados de libertad en D =4 o D = 3 respectivamente.

Dos excepciones al resultado previo ocurre en los siguientes casos:

Primer caso
=0, (2.1.17)

segundo caso
2
P=———A. 2.1.18

Cuando p? = 0, es el caso de un gravitén sin masa y no contiene ninguna restriccién
directa en la ecuacién [2.1.14], asi la teoria tiene la simetria bajo difeomorfismo de la
relatividad general [1.2.6].

En el caso cuando (D — 1)u? = 2A, la combinacién lineal [2.1.16] desaparece de
manera 'off-shell’ y por lo tanto aparece una nueva simetria escalar de calibre donde
las ecuaciones de campo son invariantes bajo transformaciones de calibre. Este valor
en especifico de p? es llamado “Partially Massless” [5] y fue hallado por S. Deser y R.
Nepomechie en 1983.

10



B = hon & Ol 3 Ol = Vi Vin € + 9 € (2.1.19)

(D1

Donde ¢ es un parametro de la simetria de “Partially Massless”. Es importante
mencionar que una simetria de calibre elimina dos grados de libertad en comparacion
con las restricciones que solo eliminan un grado de libertad, asi de los 6 grados de
libertad restantes se eliminan 2 grados de libertad en la teoria con 4 dimensiones, para
un total de 4 grados de libertad que propaga la teoria. En 3 dimensiones, de los 3 grados
de libertad restantes se eliminan 2 grados de libertad para un total de un solo grado de
libertad que propaga la teoria.

11



2.2. El formalismo de Stueckelberg

Si escribimos la accién de Fierz-Pauli para el caso plano de la siguiente manera:

1
I=1,0+ /dD:L‘\/—g {—§u2(hmnhnm —h)}, (2.2.1)

siendo I,,—o de la forma

1 1
Lico = Ipn = / dPay/=g {= 7V ohua VPR + TV ,hVPh

X ) (2.2.2)
— 5V b Vb + 5Vl VR }
Redefiniendo ahora el campo Ay, como [9]:
Bonn = Bopn + Om @y + Op@yy, (2.2.3)

Esta redefiniciéon del campo Ay, deja inalterado I, y modifica al término masivo.
La accion queda de la siguiente manera

Ronn P — B = R By — B4 (R O Gy F B Oy @y) 20,00, O oy — 201, 0y Oy (2.2.4)

los ultimos dos términos se pueden escribir como:

La accién [2.2.1] queda de la forma:

1 1
I=1,0— 5;ﬁ(hm,mnm —h) — §u2anan — 20 (P Omn — h Opa,).  (2.2.6)

La cual tiene las siguientes simetrias de calibre:

2.2.7
(sam = _gm- ( )

Si ahora redefinimos el campo vectorial a,,:
0y, = Ay + O @ , (2.2.8)

12



donde:

1 1
Am — —Qp , & —> —0¢. (2.2.9)
It It

La accién queda de la siguiente manera:

1 1
[ = [,u:0 - 5#2(hmnhnm - h) - §anan - 2M(hmnamAn - h amam)

(2.2.10)
— 2 (hynOmOnd — hg) .
Esta accién es invariante bajo las siguientes transformaciones de calibre:
S = —&p - (2.2.11)

0p=pA\.

2.3. El formalismo de Stueckelberg para espacios
(A)dS

Sea la accién de Einstein-Hilbert linealizada en un espacio (A)dS con un término
masivo tipo Fierz-Pauli y un término de fuente h,,,,T™" para ser mas generales

1 1 1

1 A 1
- h nhmp —— A hmn _ mnh 231
+ 5 Volunn VB = B 59""h) (2.3.1)
1
B ZLMQ(hmqhqm - h2> + hmnTmn} :

Ahora se introduce un campo vectorial de Stueckelberg A,, a través de la sustitucion:
P = P + Vi Ap + Vi A (2.3.2)

esta nueva eleccién del campo tensorial h,,, solo afectara al término de masa, ya que
se asume la conservacion covariante de T™", asi:

1 1 4N
Ipp=1L,_ dPx/=g { — = (hynh™ — h?) — =12 F,p F™ 24, A™
FP ,u,0+/ X g{ 2( mn ) 2/45 mn +(D_2),u m
— 2,u2(hmanA” — thAm) + hmnTm”} ,
(2.3.3)
donde
F..=V,,A,—V,A,, . (2.3.4)

13



Se puede notar que aparece un término de masa vectorial. La accién anterior es
invariante bajo las siguientes transformaciones de calibre

A= (2.3.5)

Lo siguiente es introducir un campo escalar tipo Stueckelberg y sus simetrias de
calibre asociada

An — A +Veo, 6A,=V,A, dp=—-A. (2.3.6)
La accidén se reescribe entonces como
1 1 4A
Ipp = [ dPx/= —Lyo— —(h,,h™ — h?) — —°F,  F™ + —— 24, A™
FP / X g{ n=0 2( mn ) 2,UJ mn +(D—2)M m
SA
—2u%(h mAY — AV, A™ 2 pAm
17 (honn V Vin %+u)_2yt Vin®

4A
T ooyt (V) = 2 (V"6 — hOG) + By T}
(2.3.7)
Si ahora se redefine h,,,,, como
By = R+ g™ .
mn 97 (2.3.8)

h=h+ Dy,

luego de esta redefiniciéon conformal, la accion es la siguiente:

1 1
hP:/ﬁ%ﬁzgvmamﬁm+§mﬁww—mme%+vavm%

2A 1
+(D_Qﬂmmhmn—§M+au%vm@2+@fAmvm¢+2mAmAﬂ
1
= S I FnF™ = 20 (11, Vi Ay = W A 4 10, V1 V) — WOG)

(D = V'Vt = Vonl Tt + 5(D = )Vt Vt]
— 2A(h/2/1 + ng) + 2,LL2(D - D)WV, A™ + ¢00¢)

+M%D—UM¢+%%D@%&Wﬁ+h%jmn+¢T}.
(2.3.9)

Ahora se ajustara el campo V¥ de la forma
T — (2.3.10)
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Finalmente la accién se puede escribir de la siguiente manera:

1
Ipp = /de V=9 {Lu=o(h') — 5 Fpun ™" + 12 AR A™ = 207 (1, Vi A — BV A™)

2 (D —2)

2lu2 2 m / / mn 2 2
27 2 2 D,
D — 1) —2A — )
(D_2>[( ) (Vo) (D_2><b] }
(2.3.11)
Invariante bajo estas simetrias de calibre:
/ o 2
5hmn =Vuén + Vil + (D — 2)” GmnA -

(2.3.12)

5 Ay = —Em + O\ .
5= —\.

El punto resaltante es que existe un ajuste entre el parametro de masa p y la
constante cosmolégica A, que hace anular la presencia del campo escalar ¢, en particular
los términos donde el campo escalar aparece acoplado con los otros campos, esto ocurre
cuando:

p? = (DQ_ 1)/\ : (2.3.13)

Cuando se sustituye el nuevo valor de i dentro de la accién de Fierz-Pauli, se obtiene
la accién denominada “Partially Massless”

1 1 1 1
Tp = [ day/=5 (=T VP 4 ST S bt 59 T

A
- 2(D—1)(D-2)

(D R h™ — h2) + e T™}
(2.3.14)

la nueva simetria de calibre [2.3.12], elimina un grado de libertad en la teoria, asi

(D+1)(D-2)

Grados de Libertad(D) = 5

~1. (2.3.15)

En el caso cuando D=4, la accién se propaga con 4 grados de libertad. Cuando D=3,
la accién describe una teoria con un solo grado de libertad.
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2.4. “Partially Massless” en formalismo triadico

Para conocer mejor la relacion de la relatividad general con las teorias de calibre,
es conveniente escoger una base ortogonal para el espacio tangente [Ver apéndice C], lo
cual no esta relacionado a la escogencia de coordenadas, este serd el marco apropiado
para relacionar PM con la gravedad autodual en 3D. Ahora nos dirigimos a trabajar
estrictamente en 3 Dimensiones. La accién de Einstein-Hilbert en formalismo triadico
se escribe como

1
o =~ / Bar/=g { &™euR, Y | (2.4.1)

siendo
R, = e e Ry, , (2.4.2)
y
R, =" Ryppe -
’ . (2.4.3)
R, = Opw,” — Ohw, . + € WpnpWne ,
con
W, = 5 £ Wonpe - (2.4.4)

En una formulacion de primer orden, variaciones independientes de w,,, conducen
a la restriccion de torsién cero

b b
T &= 0ne,” + e Wmnpe,” — Ope,s — e wppe, s =0, (2.4.5)

resolviendo para el campo wy,

1

Wpe = iemecmed"&?de&menb —epe, ey e Ope,l (2.4.6)
si se linealiza ep,
€pa = Tnp + Ppa (2.4.7)
se obtiene por lo tanto
1
Wpy = énpagm"’“amhm — &, Oy (2.4.8)

sustituyendo la ecuacién [2.4.3] en la accién [2.4.1] y realizando la linealizacion

Ipy = — /de\/—g { €™ hye[Opw," — Opw, + 5“bcwmbwnc]} )
= _ /de\/—g { 5m”p5“bchmawnbwm }. (2.4.9)
= /dgx\/—g { wypwpn — w? }.
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La accién de Einsten-Hilbert escrita en el formalismo triddico en un background (A)
de sitter viene dado por

1
Ipn = _/d?’x V=9 { ) €™ epa Ry — A e} (2.4.10)

La accién linealizada de la gravedad con constante cosmoldgica en 3D, viene escrita

1 1
Ipg = /d?’x {Wnne™ IV pe," — 5\/—g(wmnwmm —w?) + §A(emne"m —e?)} . (24.11)
Esta es una accion de primer orden, donde las triadas e,,, y las conexiones w,,,

son consideradas variables independientes y es una accion invariante bajo las siguientes
transformaciones de calibre:

(semn - men + 5manT ) 6wmn - van —A 5mnT§T . (2412)

Realizando variaciones independientes sobre w,,, V €mn

61
5 P _0— eIV ,e," — V=g (W™ — g""w) =0 . (2.4.13)
wmn
5IEH mpr n mn mn
5 =0— " V,yw,"—A(E™"—g""e)=0. (2.4.14)
emn

A partir de la traza de la expresion [2.4.13] se determina wyy,,,

w™ ="V pe " — ——g""eP" Ve, (2.4.15)

1
2\/§
sustituyendo en la accién [2.4.11], se obtiene una accién de segundo orden en las
derivadas.

1 1
IEH - /d?,x { — 5€mg gmnpgqrsvnvreTs + _gmnquStvanest
2 4\/9
(2.4.16)

1
+ §A(emnenm — 62) },

expandiendo y realizando algebra se es posible obtener

1 1 1
Iy = /d3x\/§ { §eV26 + ZempVQ(emp +eP™) — Z(emp + €pm) Vi V(e + €)

1 1
+eV,, Ve + éAeTerm - §A62 + Aepne™}
(2.4.17)
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si separamos el campo €,,, en su parte simétrica y antisimétrica de la forma

emn = Nmn + Vinn (2.4.18)

donde h,,, es su parte simétrica y V,,, es su parte antisimétrica, asi

1 1 1
Ipn = /d3x\/—9 {—vahmnvphmn + vahvph - §vmhm"v”h

1 1
5 Vil VR 4 A (B = 2" h) 4 AV VM
(2.4.19)

Donde se obtiene de la accién de Einstein-Hilbert para la componente simétrica del
campo e,,, v vemos desacoplado y sin dinamica el campo V,,,,,.

Ahora si agregamos un término de masa tipo Fierz-Pauli en lenguaje triadico a la
accion
1
Ipp = /d3x {wmngmpqvpeq" — 5\/—g(wmnw"m — w?)
] ] (2.4.20)
+ —A(emne”m o 62) . _ILLQ(emnenm . 62)} 7
2 2
si se toma la condicién de “Partially Massless” u? = A y se sustituye en la accién

anterior se puede ver como los tltimos dos términos se eliminan entre si y por lo tanto
la accion de “Partially Massless” para el formalismo triddico en 3 dimensiones es

1
Ipy = /d?’x {Winge™"P Ve, ! — 5\/—g(wmnw”m —w?)}, (2.4.21)
esta accion es invariante bajo las siguientes transformaciones de calibre:

O€mn = Vi Vil + A gmn€ ,  OWpn =0 . (2.4.22)
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Realizando el mismo procedimiento para escribir esta accion solo en términos del
campo €,,, y luego descomponiendo en su parte simétrica y antisimétria se puede ob-
tener la accion de “Partially Massless” de segundo orden en lenguaje métrico.

1 1 1 1
Ipy = / Poy/=g (=7 Vhun VPRV hVh = SV SV VT

1
A (Bhungh™ — ) + AV, V™ )
(2.4.23)

donde de nuevo la componente antisimétrica del campo e,,, no esta acoplado a la acciéon
y por lo tanto no posee dinamica.

Debemos recordar que la accion de Einstein-Hilbert linealizada en 3D para el caso
plano se escribe de la siguiente manera:

1
Ipg = /d?’x {Wimge™ P One, " — Q(wmnw"m —w?)}, (2.4.24)

posee una forma similar a la accién de P.M en lenguaje triadico [2.4.21], salvo la deri-
vada parcial y no una covariante, ademas el tltimo término sin ser multiplicado por la
densidad de volumen /—g.

Debemos recordar que la accion de E-H tiene una solucion trivial en 3 dimensiones,
es decir, no propaga grados de libertad dinamicos. Si acoplamos minimalmente la accién
de E-H en lenguaje triddico a un espacio curvo, obtenemos la accién de P.M [2.4.21] y
aparece un grado de libertad, dando a la teoria propagacion dinamica.
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Capitulo 3

Gravedad Autodual en 3D

S. Deser, R. Jackiw y S. Templeton [3], proponen en 1982 teorias masivas topol6gi-
cas tanto para el caso de un campo vectorial como para el caso de un campo tensorial
en tres dimensiones. trayendo consigo caracteristicas interesantes; el nimero de grados
de libertad que propagan ambas teorias difieren tanto del caso para campos sin masa
como para campos con masa tipo Proca y Fierz-Pauli.

Para el caso vectorial la teoria topolégica masiva Abeliana es
3 1 mn H mn

con

Fon = O A — Op Ay, . (3.0.2)

Este modelo propaga una particula masiva de espin 1 que viola paridad, a diferencia
de la particula sin masa de espin 0 que propaga la teoria de Maxwell.

En ese mismo articulo también proponen una teoria topoldgica vectorial para el caso

no Abeliano

. 1 1 2
_ 3 mn mn
I= /d o { gt (™" Fa) = 55 € tr(Fan Ay = S AmAndy) } (3.0.3)

Usando la notacién matricial

A, =gT" A7 .

3.0.4
Fon = 9T Frpy = O An — OnAp + [Am, Asl ( )
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donde g es la contante de acoplamiento y con el dlgebra del grupo definido de la
siguiente manera.

1
[T, T = f**T°, con tr{T*} =0, tr{T"T"} = iéab, (3.0.5)
siendo T las n? — 1 matrices hermiticas generadoras del algebra de Lie.

Por otra parte, P. K. Townsend, K. Pilch y Van Nieuwenhuizen [10], en 1984 propo-
nen la versiéon masiva autodual para un campo vectorial en 3 dimensiones de la forma

1 1
con
1 np
Am = ﬂgmon s (307)

propagando de la misma manera que lo hace la teoria topolégica para un campo vec-
torial con la diferencia de que la accién [3.0.1] es invariante de calibre mientras que la
accion masiva autodual no lo es.

Luego S. Deser y R. Jackiw en 1984 [11] probaron que la accién masiva autodual
y la accion topoldgica masiva para campos vectoriales son equivalentes, mediante una
accion maestra

1 1 1
= / P { GF"Fp— - F ™0, Fy 4 S AW 0,F, ) (308
1
con
m mn 1 st
F™ = g9, A, y A, = 2—5pstF . (3.0.9)
1

Un procedimiento similar pero mas detallado se expondra en las préximas secciones
de este capitulo para el caso de un campo tensorial de espin 2.

3.1. Gravedad Masiva Topoldégica

Si no existen fuentes locales en la teoria de gravedad para 3 dimensiones, entonces
no hay grados de libertad dindmicos gravitacionales y localmente el espacio-tiempo
es plano o de curvatura constante, dependiendo del valor de la constante cosmoldgica
(A). La ausencia de dindmica local nos indica que la gravedad en 3 dimensiones es
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completamente determinada por efectos globales y por tanto es una teoria topoldgica
[12].

Existen, sin embargo, simetrias de calibre en la teoria y los generadores de estas si-
metrias forman un dlgebra de Lie, el cual depende nuevamente de A. Para espacio plano
(A = 0) son precisamente las isometrias del espacio-tiempo de Minkowski, es decir, el
algebra de Poincaré (1S0O(2,1)), para valores negativos de la constante cosmolégica
aparecen las isometrias (SO(2,2)) del espacio-tiempo de Anti-de Sitter(AdS), mientras
que para valores positivos de A, el dlgebra de Lie es dado por isometrias (SO(3,1)) del
espacio-tiempo de de-Sitter (dS). Asi la gravedad 3D puede ser entendida como una
teoria de calibre topolégica.

La teoria de gravedad masiva topoldgica en 3 dimensiones propuesta por S. Deser,
R. Jackiw y S. Templeton en 1982 [3], en su forma no linealizada viene dada de la forma

/ 1 mn, a 2 a T¢C
]MT = /d3l‘{_ Y R+ ﬂe p(rmba’nrza + grmcrnbrga)} : (311)

Se debe notar que el signo menos en el primer término es diferente al usual en la
accion de E-H, de esa manera se garantiza la propagacion dinamica de un solo grado de
libertad masivo. El segundo término es invariante topolégico Chern-Simons, no es un
tensor covariante pero cambia en una derivada total bajo difeomorfismo, por lo tanto
la accién es invariante bajo difeomorfismo, obteniendo la ecuacion de campo.

1 1
Gmn -+ ;Cmn =0 , Cmn = 5ngb8a(Rbn - Zgb"R) ) (312)

donde C,,, es el tensor simétrico, sin traza de Cotton que caracteriza las propiedades
conformales y reemplaza al tensor conformal de Weyl el cual se anula en 3D, el tensor de
Cotton ademas es idénticamente igual a cero si y solo si la métrica es conformalmente
plana.

Linealizando la accion alrededor de un espacio plano y utilizando el formalismo
triadico, entonces la accién de la gravedad masiva topoldgica se escribe la siguiente
manera:

1
Iyr = /d?’x {€mne™ PO, Wy + —=Winge™P 0, Wy} (3.1.3)
]
donde W), viene dado de la forma
mn 1 mnr
Wyg = =€, Omenp + §npq € e - (3.1.4)

Esta accién es invariante bajo las siguientes simetrias de calibre:

56ma = méa ) Yy 5ema = 5mab)\b- (315)

22



Ahora analizaremos inicamente el término de Chern-Simons, realizando variaciones
sobre este

2
los =, / B {SWnge™ 0, Wy } .

2 1
= ;/d?’x { 5emqampnan(—s;sarwsq — inpq&?TSt(?TWst) }. (3.1.6)
2
= —/d?’x { Gemge™" 00807 },
1
donde
1
qu = €;sarwsq — §npq€mt8rWst . (317)

Recordemos que la ecuacién de Einstein-Hilbert linealizada viene dada por
Ging = €y €, 0r 0y -

1 (3.1.8)

asi las ecuaciones de movimiento de la gravedad masiva topoldgica son

1
e O Wpg + —el0,80 =0 .
U

1 (3.1.9)
Em On(Whq + —L2pq) =0,
1
por lo tanto, localmente se obtiene
1
Wpe + ;qu = OpXq - (3.1.10)
S se escoge calibre de manera que x, = 0, se obtiene las relaciones
1 1

Wye = —;qu , W = —;Q , (3.1.11)

de las anteriores relaciones y usando la expresion para W, de la ecuacién [3.1.4], se
determina

1 1
§5m"p8m(enp + —W,,) =0, (3.1.12)
0

y por lo tanto, localmente
1
enp + ;Wnp = 0n&p - (3.1.13)
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Si se escoge calibre de manera que §, = 0, se obtiene las relaciones

1 1
enp = —Whp e=——W. 3.1.14
p == W . ( )

De nuevo, de las anteriores relaciones y usando la expresion para W, de la ecuacién
[3.1.4], se determina
g, Oresr — penp — Mpe) =0, (3.1.15)

que son justamente la ecuaciones de campo de la teoria de la gravedad masiva autodual
que se estudiaran en la siguiente seccién. Esta teoria propaga un solo grado de libertad
para un graviton masivo de espin 2.

3.2. Gravedad Masiva Autodual

La accion autodual en 3 dimensiones para espin 2 masivo, fue formulada en 1986 por
C. Aragone y A. Khoudeir [4], como una descripcién dual a la gravedad masiva topoldgi-
ca, que se describirda mas adelante. Esta accion es de primer orden en sus derivadas y
se describe mediante un campo w,,,, esta accién se escribe como:

1 1
Iap = /dgw { @wmqgmprapqu — é(wmnwnm —w?)} . (32.1)

Su ecuacién de movimiento

ITap
OWing

=0— Gmg = €, OnWpm — (Wing — Mmew) =0 . (3.2.2)
Si ahora se determina la traza de su ecuacion de movimiento

NGy = €™ OpWpm + p(3 —Nw =0, (3.2.3)
asi el valor de la traza del campo w,,, viene determinado por

1
w=——=¢
21

luego se descompone el campo el campo en su parte simétrica y antisimétrica

mnp

nWpm (324)

considerando la divergencia de la ecuacién de movimiento, se puede obtener la siguiente
expresion

0" Glng = 0™ Wy — Ogw = 0 | (3.2.6)
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para luego sustituirlo en la parte antisimétrica de la ecuacién de movimiento

£, G g = 0Pwps — Osw — 20, =0 (3.2.7)

por lo tanto

P =0. (3.2.8)

Si nos fijamos en la ecuacién [3.2.4] para la traza del campo w,,, vemos que solo
depende de la parte antisimétrica del mismo campo y por lo tanto

w=h=0. (3.2.9)
Por dltimo de la expresién para la divergencia de la ecuacién de movimiento [3.2.6]
se obtiene

O Wy = O™ Py = 0. (3.2.10)

Por lo tanto hasta ahora la teoria propaga 2 grados de libertad. Si multiplicamos la
ecuacién de movimiento [3.2.2] por £9¢ para luego calcular su divergencia y teniendo
en cuenta las ecuaciones [3.2.8], [3.2.9] y [3.2.10]

e Gy = O hypy — 12l = 0, (3.2.11)

finalmente se puede obtener la ecuacion de la gravedad autodual masiva para D=3 con
hmn Simétrico, transverso y sin traza.

(O = p*)hmg = 0. (3.2.12)

Esos dos grados de libertad que hasta ahora sobreviven se descomponen de la si-
guiente manera

siendo
+ 1 sas Sas

a partir de la ecuacion [3.2.12] se puede apreciar que la componente h,, = es
hyn =0, (3.2.15)

eliminando asi 1 grado de libertad mas, por lo tanto
2 _
(O - p®)ht, =0 (3.2.16)

Por lo tanto es una teoria que propaga un solo grado de libertad para un graviton
masivo de espin 2
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3.3. Equivalencia entre Gravedad Masiva Topolégi-
ca y Gravedad Masiva Autodual

La acciéon intermedia fue propuesta de igual manera por C. Aragone y A. Khoudeir
en el mismo paper de 1986 [4], para comprobar la equivalencia entre la gravedad masiva
topoldgica y la gravedad masiva autodual para un espacio plano. Luego, en 2012 A.
Khoudeir, P. Arias y J. Stephany [13] proponen un mecanismo més general para mostrar
esta equivalencia. La relacién entre ambos modelos es senalado por la existencia de una
accién maestra que provee su equivalencia. Siguiendo una notacién similar a este tltimo
articulo, la accién maestra se lee

1
Liw,e] = /d3x { —g (W™ — w?) + Wne M Opey — §emn5m”q8p62 . (3.3.1)

donde los campos tensoriales wy,, y e}, no poseen ninguna simétrica en especifico.
Tanto la accién intermedia como la Gravedad Masiva Autodual puede ser obtenidas de
la accién anterior sustituyendo las ecuaciones de movimiento dentro de la accién. Si se
determina inicialmente la ecuacién de movimiento para el campo e,,,

01 [w, €]
Jemn
sustituyendo esta ecuacién de movimiento en la accién I;[w, e] se obtendra la accién
para la gravedad masiva autodual.

=0 S e 0w — &, Dyl =0, (3.3.2)

1 1
]AD - /dgx { ﬂwmqgmprapqu - §(wmnwnm - w2)} : (333)

Para obtener la accion intermedia, determinamos la ecuaciéon de movimiento para
el campo wy,, a partir de la accién I;[w, €]

0l |w,e 1 1 .
(;fUEmn ] - O - wmn[e] = ;Wmn[e} = (571;1 5;11 - 5 nmnT/pq) 5pt aterq, (334)

sustituyendo la ecuacién de movimiento anterior, en la accién I;[w,e] se obtiene la
accion intermedia de segundo orden en sus derivadas, de la forma

1 1 1
I*%[e] = /d3x { 7 €™10,eqs € Operpm — 4—(5mpq8peqm)2 — §emn€mpq8peg }.
p u

X X (3.3.5)
= /de { ;efn e™P10, W le] — §€mn6mpq3peg }.

26



reescribiendo el término de Chern-Simons, usando un campo auxiliar, de la siguiente
manera:

1 1
[ng[e,v] = /d3x { Zemn ™10, Wonle] — emn e™1Ovy + 3 Vg €100, }, (3.3.6)
donde el tensor W,,[e] viene dado por la ecuacion [3.3.4]. La ecuacién de movimiento
para el campo v,,, indica que la parte transversa de v,,, V €m, son la misma y sustitu-
yendo esta relacién en la acciéon I2%°[e, v] se obtiene de nuevo la accién 12%[e].

Si se realiza variaciones en la accién I2%[e, v] con respecto a e, obtenemos

2567 =0 — ™Yl = o P19, W' e] . (3.3.7)
Sustituyendo la relacién anterior [3.3.7] en la accién I3%[e, v] se llega finalmente a
la accién

1
Lyr = / B {emne™™ 0, Wiy + ~Winge ™0, W, . (3.3.8)
)

Que es la accion de la Gravedad Masiva Topoldgica, asi se ha demostrado la equi-
valencia entre la gravedad masiva topologica y la acciéon autodual en un espacio plano.
Para espacios curvos maximamente simétricos, esta equivalencia no se mantiene, como
se demostrard en el capitulo siguiente, para esto se seguira el mismo procedimiento pero
en el caso cuando las acciones se encuentren acopladas a un background (A)dS.
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Capitulo 4

“Partially Massless” y Autoduali-
dad en (A)dS

Se prestara atencién ahora a la accién maestra [4], la cual interpola entre la accién
para la gravedad masiva autodual y la accién intermedia de segundo orden, pero ahora
para un espacio (A)de Sitter, la cual depende de 2 campos tensoriales sin ninguna
simetria en particular w,,, y €... Esta accion fue estudiada en el capitulo anterior en
un espacio plano y ahora la acoplaremos minimalmente a un background curvo, donde
las derivadas parciales se remplazan por derivadas covariante y se pondra el elemento
de volumen /—g donde corresponde, asi la accién viene dada de la forma

. 1 1
Liw,e] = /d‘sx { w,,?em"pvnepq—56,%5m"pvnepq—§u\/—g(wmnw”m—w2) }. (4.0.1)

Ahora si se realiza una redefinicion sobre los campos tensoriales w,,, v €., de la

siguiente manera:

1
Winn —> —— Wpn Emn — VIt Emn - (4.0.2)

N

Se obtiene la accion linealizada para la acciéon maestra de segundo orden de la forma

1 1
=W ™™ —w?) — =1 €™V eyt . (4.0.3)

Liw,e] = /dgx { w,1e™PV e p, — 5 5

Se puede notar que los dos primeros términos de la accion anterior corresponden a la
accion de “Partially Massless” en 3 dimensiones, el tercer y tltimo término corresponde
a un término masivo tipo Chern-Simons triddico. Asi se llega a la siguiente accion
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1
Liw,e] = Ipy — /dga: { FH e le™PN et (4.0.4)

Obteniendo la accién maestra y con esto posiblemente la acciéon de la gravedad
masiva autodual, la cual es igual a la accion de “Partially Massless” con un término
masivo tipo Chern-Simons triddico para un espacio (A)dS. El resto del capitulo final
seré dedicado a comprobar la accién anterior [4.0.4].

4.1. Ecuaciones de campo de “Partially Massless”

La accién de “Partially Massless” en formalismo triddico [2.4.21] ya mencionada en
el capitulo dos viene dada de la forma

1
IPM = /de {wmqgmnpvnepq - 5 Vv _g(wmnwnm - w2>} . (411)

Se pueden obtener las siguientes ecuaciones de movimiento

0 ppr
0€Cmn

ol
P~ = W= g™y =

1
Wi Vil

=0 — e"IVyw," =0. (4.1.2)

eIV e M =0 . (4.1.3)

Se realizara un andlisis covariante para determinar la dindmica de esta teoria, ini-
ciando con la ecuacién de movimiento [4.1.2], Primero hallaremos la traza de la ecuacién
de movimiento de la forma

(™ IVpw0,") =0 = ™IV pwem = 0. (4.1.4)

Se puede descomponer el campo tensorial w,,, en su parte simétrica y antisimétrica
de la siguiente manera
Wmn = W(mn) + 7/]mns,ws > (415)

con

Nt = ™0 Moms = V=9 Emns » (4.1.6)

donde w(my) es la parte simétrica y 7,,,w® es la parte antisimétrica del campo tensorial
Wy~ Sustituyendo en la ecuacién [4.1.4] se obtiene que

Vo' =0. (4.1.7)
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Calculando la divergencia de la ecuacién de movimiento [4.1.2] se puede obtener
mas informacion

m n 1 m n

eIV, = eV, Vi, = 0.

L _mpq or 5 s 4.1.
&9 (B War + Ry 0gs) = 0. (4.1.8)

Ae™lw, =0 — w' =0.

Por lo tanto el campo tensorial w,,, solo posee parte simétrica, es decir, w,,, =

w(mn).

De la parte antisimétrica de la ecuaciéon de movimiento [4.1.2] se puede obtener la
siguiente expresion

EmnsE IV pw," = 0.
(4.1.9)
Vapw—Vow, " =0.

Ahora se realizard un andlisis a la ecuacién de movimiento [4.1.3]: Si se obtiene la
divergencia de la ecuacion de movimiento para el campo w,,,

1
V™ = Vypw — ——=e"V,,Vye," =0, (4.1.10)
vard
de la ecuacién [4.1.9] se sabe que la suma de los dos primeros términos de la ecuacién
anterior es idénticamente cero, asi:

1
——=&"IV,, Ve, =

L may, Ve =0
V19l 2/19] n
1

S o ) =0 (11.11)
g

1
_—  ~mpq —
e"T Negy =0,
V19l
si se considera la parte simétrica y antisimétrica de ey, esta tltima ecuacién dice que la
parte antimétrica se anula on shell, es decir, el tensor e, es totalmente simétrico. Ahora

se usara la parte antisimétrica de la ecuacion de movimiento para el campo tensorial
Winp [4.1.3]:
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mn __ gmnw _

MY e ™) = 0, (4.1.12)

1
V19l
como el campo w,,, solo posee parte simétrica, por lo tanto los primeros dos términos
son idénticamente cero, asi:

Emnr (w

1
mgmnr€mpqvp€qn =0.

1 n 4.1.13
m(éﬁég 1PV, =0 (4.1.13)

V,e." —V,e=0 — V,h," =V, h=0.

T

Siendo h,,,, la parte simétrica del tensor e,,,, vy h su traza. Ahora, calculando la traza
de la ecuacién de movimiento [4.1.3] para el campo wy,,

mn __ gmnw _ gmpqvpeqn) =0.

1
Vidl

2w+ "V eg = 0.

Grmn (W

(4.1.14)

Puesto que el campo tensorial e,,, es totalmente simétrico el segundo término de
la dltima ecuacién es idénticamente cero y asi trae como consecuencia que la traza del
campo w,,, sea igual a cero.

w=0. (4.1.15)

La solucion local para la ecuacién de campo [4.1.2] viene dada de la forma

se procederd a demostrar que la ecuacion anterior es solucion a dicha ecuacién de
movimiento:

eIV pwen =,V (V Vo + A ggn )
1
= -, MV, V Vpo+Ae, P V0.

2" (4.1.17)
= §5$quq£VTgb — NepnpVP0 .

=ANepnp VP — Nepn, VPP =0
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Hallando la traza de la ecuacién [4.1.16] y teniendo en cuenta que w = 0, entonces:

(V2+3M)g=0. (4.1.18)

Que es justamente como propaga la teoria con un solo grado de libertad, para un
campo escalar ¢.

Otra manera de obtener el mismo resultado es sustituir la solucién para el campo
Wiy [4.1.16], en la accién de “Partially Massless” en formalismo triddico [4.1.1]. Como
se demostro en el célculo [4.1.17] se ve que el primer término en nuestra accién [4.1.1]
es idénticamente cero sobreviviendo inicamente el segundo término:

I= /d% {—%\/—_g(wmnw"m —w?)}, (4.1.19)

ahora se desarrollard un expresion para W, w™" y w?:

Wi W™ = (Vi Vi + A gind) (V'V" 0 + A g™ ) .

= Vi VadV'V"0 + 20 6V¢ + 3A¢7 “N’}
y
w? = (V? +30)¢(V? +30)¢ . 4121
= V2pV2¢ + 6A pV2p + 9A? ¢? 2
asi
I = /d3a: V=g{wmmw™™ — w?} .
(4.1.22)

= / P/ —g{(ViV0nd)(V"V"p) — V2PV — 4N pV3 ¢ — 6A* ¢},

debido a que estos términos se encuentran dentro de la acciéon, las derivadas se pueden
intercambiar integrando por parte. Asi, el primer término de la ecuaciéon anterior se
puede reescribir de la siguiente manera:

(Vi Vo) (V'V"¢) = —g"" g™V V. V6V, .
= —g¢"g"(Vu, VpyVoVyd — RV, 0V ™) . (4.1.23)
= V2oV —2AV,,0V" 0,
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sustituyendo en la accion:

I=2 / &1 /= g{V V"¢ — 3N*¢* } (4.1.24)
realizando variaciones en ¢
ol 9
30 =0— (V°+3M)p=0. (4.1.25)

Como vemos es el mismo resultado al cual se habia llegado con anterioridad, la teoria
propaga un grado de libertad para un campo escalar, debemos prestar atencion al signo
de esta ultima ecuacién, ya que dependiendo de si nos encontramos en un espacio AdS
o dS la teoria tiene o no un grado de propagacion fisicamente posible.

4.2. FEcuaciones de campo de la gravedad masiva
autodual en (A)dS

La accién masiva autodual acoplada a un espacio curvo (A)dS se escribe como:

1 1
Iip = /d3x\/—g { §wfn€m”pvnwpq — /gl E(wmnwm" — w2)} . (4.2.1)

Se procedera a conocer el contenido dindamico de esta teoria, para esto primero
determinamos las ecuaciones de movimiento que vienen dada de la forma:

0lsp
OWingq

=0 — "V qw,? — pn/|gl(w?™ — g™ w) = 0. (4.2.2)

Se realizara nuevamente un analisis covariante para obtener informacion sobre como
propaga el campo tensorial w,,,. Lo primero es obtener la traza de la ecuacion de
movimiento

ng(gmnpvnwpq - |g| (wqm - gqmw)) =0.

€™V nwpg + 2p/ gl w =10 (4.2.3)

1
w=— MY Wy

2u/19]

asi se ha encontrado el valor para la traza del campo w,,,,. Ahora se halla la divergencia
de la ecuacién de movimiento

"Ny Vpwd — p/ g (Vyw?™ — Viw) =0, (4.2.4)
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donde el primer término de la ecuacién [4.2.4] se puede escribir como

1
AL v VAT Ry e VA v YT 4.2.5
p 2 p

asi

m T Mmn S S
Vi w?™ = Viw = TP (R, Wer + By Wps) -

1
—y
2114/19]

Vot iy = D amny,

/19l

Ahora si se toma la parte antisimétrica de la ecuacién de movimiento[4.2.2]

(4.2.6)

Emagr (€™ Vnw) " — pn/|gl(w™™ — g™ w)) = 0.
(0508 — 080, )V yw,? — pin/|g] €mgrw®™ = 0. (4.2.7)
Vo™ = V"0 = pr/|9] emgrw®™ .

Combinando las ecuaciones [4.2.6] y [4.2.7], se obtiene:

(12 4+ N V]g] Emgw™ =0 = pw™ =0. (4.2.8)

Si el término (u? + A) # 0 en un espacio (A)dS.

A continuacion, si se descompone el campo tensorial w,, en su parte simétrica y
antisimétrica de la forma:

wnp = h‘np _|_ nnpr UT ) (429)

de la ecuacién [4.2.8] se halla la siguiente restriccién:

v =0.

4.2.10

En consecuencia de la ecuacién [4.2.3], la traza del campo tensorial w,,, es idénti-
camente igual a cero
w=h=0, (4.2.11)

asi de la ecuacion [4.2.7] se obtiene:

V' Uy =0 = V™ g =0, (4.2.12)
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por lo tanto las ecuaciones de movimiento (on-shell) se reducen a:
1 m
T Emnpvnhpq — U hme =0 s (4213)
9

con h,,, simétrico, transverso y sin traza.

Introduciendo el siguiente proyector sensitivo a paridad de la forma:

1

/19l

1
qu’/‘s:i: — {§gm7‘QQS + (gmnTvngSq + gqnsvng”n)} . (4214)

De tal manera que podemos descomponer las dos componentes de un tensor trans-
verso en 3D como

Pong = Ny + Py (4.2.15)

mq

donde
Pog = Prud™ By . (4.2.16)
Observando la ecuacion [4.2.13] vemos que
By =0 . (4.2.17)

Se puede asi, hallar todas las restricciones de la teoria

h=0, V=0, V,h/"™=0, ho=0. (4.2.18)
:’1 :’3 —/—’_3 —

-1

Para un total de 8 restricciones de los 9 grados de libertad que inicialmente posee
el campo tensorial w,,,. Este andlisis covariante muestra que la accién de la gravedad
masiva autodual posee un solo grado de excitacion, es decir, propaga en un solo grado
de libertad cuando se encuentra acoplada a un background de Sitter.

Si se usa la ecuacion [4.2.13], primero hallando su divergencia

1
Vgl

1
— Enp Vi Vnh ! =V, B =0,

Val

v, ( N bt~ h™) = 0.

(4.2.19)
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ahora, hallando la parte antisimétrica de esta ultima expresién

1
S GRS v vA T YR v )

Vldl

(0105 — G305)V, V"W — 1 e 7, b = (4.2.20)
V2 — GPIV Vnhipn — 1 hnn = 0,
donde el segundo término se puede escribir como:
="'V Vil = —g" [V (Vi hpm + an{phm + quTnhpr] :
==V, Vb1, =3A hyp (4.2.21)
——

=0

= —3A hpp -

Asi las ecuaciones de campo de la gravedad masiva autodual para un espacio Anti
de Sitter o de Sitter en 3D dimensiones vienen dadas de la forma:

(V2 — (1® 4+ 3N) Yhpn =0 . (4.2.22)

La cual describe la propagacion dinamica de un solo grado de libertad masivo y de
espin 2.

4.3. La accion de tercer orden

Se seguira el procedimiento propuesto por A. Khoudeir, J. Stephany y P. Arias, en
el primer apartado de su paper de 2012 [13], pero ahora para un espacio (A) de Sitter,
la accién Intermedia

1 1
It = /d% { Wing €™V e — 5Cma e""PV el — JH V=9 (Wppw™™ —w?) } , (4.3.1)
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Redefiniendo los campos de la siguiente manera:

1
Winn = /I Wi, mn  —  —— €mn (4.3.2)
VA
asi la accion maestra queda de la siguiente forma:
I, = | & { mnpy q_l\/__( nm _ 2>_i mnpyy q}
Int = T { Wng € nelp =5 g (Wpw w o €mq € n€p } -
Tt = Ipas — — d’x { PN el }
Int — PM 2“ L €mg€ nep .
(4.3.3)

Si se obtiene la ecuacion de movimiento para el campo tensorial w,,,, a partir de
esta obtenemos el w,,, en funcién del campo e,,, para luego sustituirlo en la acciéon

1 1
IQdDOTdE'I‘L = /d3x { 5 emq gmnpvanp [ave} - 5 /1/ €mq &Tmnpvneg } . (434)

Siendo la accién anterior una accién intermedia de segundo orden. Con el campo
W, dada por la siguiente expresion:

1
A v
€ p€qm

1
Wmn [e,Ve] = n 5 — 9mn ekt
vl = = e

si se revierte la redefinicién anterior [4.3.2] para el campo €,

Ve (4.3.5)

1
Cmn = —— Cmn (4.3.6)
NG
asi
3 1 mnp q 1 mnp q
Lyaoorgen = | d’x { ﬂ mq €V G — 5 Cmq € Vel }. (4.3.7)

Ahora, en la accién de segundo orden se introduce un nuevo campo tensorial auxiliar
Viun de la siguiente manera:

1 1
Iyio = /dgx { ﬂ €mq gmnpvnwp([]e,Ve] — emg €PVLV, T+ 5 Ving EmnpVa VP } .
(4.3.8)
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En efecto, si se usa la ecuacién de movimiento para el campo V.,

e Ve =7 VoV . (4.3.9)

Sustituyendo para eliminar V,,, se recobra la accién intermedia de segundo orden
Isioorgen- Mientras que la ecuacion de campo que se obtiene al realizar variaciones in-
dependientes en el campo e, es:

1
; 575(1 vapq le,Ve] — €%Vp‘/:; s (4310)

y al sustituir la expresion anterior en la accién a0, se obtiene

1 i 1
Lserorgen = /d3$ { _Z emg €TV W p[e ve T 202 5 3 Wmgle, v v”wp?e,ve} }. (4.3.11)

Donde el primer término, cuando se sustituye la descomposicién simétrica y anti-
simétrica del campo e,,, se obtiene la accion de Einstein-Hilbert linealizada. Queda
ahora analizar el segundo término de la accién anterior, con tal fin se mostrarda una
identidad 1til para usar mas adelante, se quiere desarrollar:

"V e e - (4.3.12)

si se sustituye el campo w,,, dado por la expresién [4.3.5]

1
M w, "eve = g e eV, Ve, ! — 5 e e, V,Ve" = 0, (4.3.13)

para luego desarrollar en la ultima ecuacion los dos tensores Levi-Civita por su definicion
de delta de Kronecker obtenemos

"IV pw " e ve =~ g™ (Ve — V,V,eP1) + V"Ve — % V,Vel™
+ % V,V"e™ + %Vze”m + % VZemn (4.3.14)
— %vamep” — %vame”p V'V, =
el ultimo término se puede reescribir de la siguiente manera:
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—V"'V,e"™ = —g" g™ g (VV, ep, + R; rsCtg T RZ sCpt) -

(4.3.15)
= —VIV"e" — Ag™e+ A(e™ + ™) + Ae™ |

sustituyendo esta expresién en la ecuacién [4.3.14] y organizando todos los términos de
una manera conveniente se obtiene

1
IV, v == 9" (Ve = Vp V€M) + V'V e + SV (e 4 ™)
1 1
— évpvn(emp +eP™) — ivpvm(enz) + e (4.3.16)
_Agmn€+A(emn+€mn) +A€mn :O,

seguido, se descompone el campo e,,, en su parte simétrica y antisimémtrica

e =h"" "y, (4.3.17)
Sustituyendo esta descomposicién de nuevo en la ecuacién [4.3.16]

eIV W, " eve = — 9" (VPh = VYV h"Y) + V2R
+ VIV h = VYV, =V, VR (4.3.18)
— Ag"™"h+3AR™ + APV, = 0.

Ahora se comparard los términos de la expresién anterior [4.3.18] con las conven-
ciones de linealizacién para el tensor de Ricci, el escalar de curvatura y el tensor de
Einstein.

mn_l 21 mn 1 my7n _1 nmp_l mpnp
R —2Vh —|—2VVh QVPVh 2VpVh :
R=V*h -V, V" —2A\h. (4.3.19)

1

Asi, la ecuacién [4.3.18] se reescribe de la siguiente manera:

EMIN w0, " g = —2G = AR 4 A g™ AP, (4.3.20)

Se reescribird el segundo término en la accién [4.3.11] en su parte simétrica y anti-
simétrica, para esto
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1

ﬁCS N 2_M2wmn [e’ve]gmpqvaqn[e,Ve] ’
L (4.3.21)
= 2—Hi2wmn [e,Ve](_QGmn — A hmn + Agmnh + Anmnp ‘/;)) '

Si sustituimos la definicién de w,y,, [4.3.5] en la ecuacién anterior

1 1

2412
(4.3.22)
desarrollando la expresién anterior:
Leos =2e," eIV G — €4:8""V,G — Ne, " €™V, € VT
o A : (4.3.23)
+ Aeq 15 pqvp(hmn - gmn) —4g §eqr€pq Vp<hmn - gmnh> )
con
1
G = —§R—2Ah . (4.3.24)
Los primeros dos términos de Lo se pueden escribir como
2e," "IV, Grn — "V G
1
=2e," eIV, (Ryn — ngnR — 20\ hyp) + 2, "IV A granh (4.3.25)
=2e,"C 1 +2e," ™IV, A gmnh ,
con C,7 siendo el tensor de Cotton dado por
1
C™ ="V, (R," — Zé;R —2AN") . (4.3.26)

Se procederd a analizar el tensor de Cotton, primero se analizara su parte anti-
simétrica

1
EmnrC™" = (8107 = S300)V (R, — Z0, R — 2\ h,)

1
= —Va(R" = 56 R —2AR,"). (4.3.27)
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Por lo tanto el tensor de Cotton es simétrico. Otras propiedades que se pueden de-
mostrar son: el tensor de Cotton es sin traza g,,,C™" = 0y es transverso V,,G"™" = 0.

El tercer término de Lgg se puede escribir separando el campo e,,, en su parte
simétrica y antisimétrica [4.3.17]

—Ae," "N N V7= = AP+ g V)™ g7V (M V')

4 t t (4.3.28)
— —AVIVI, + AVEV, h+ AV, v,V

El cuarto y quinto término de Log se puede escribir:

A
Ae," "N p(himn = Gmn) — 9" = €€ Vp(hnn — Gmnh) = A e

5 eI B, (4.3.29)

q
si se agrega a esta expresion el ultimo término de la ecuacién [4.3.25] y luego separando

el campo e,,, en su parte simétrica y antisimétrica, se tiene entonces:

A,y + 2Gnh) = V=GN (g + 1V VP, (7 4 257
= A (vV—=g[hgmn"P'N A ] = VIV, (BT, — 07 h) +2VPV h) .
(4.3.30)

De las ecuaciones [4.3.28] y [4.3.30] los términos que tienen la constante cosmolégica
(A) del término L¢g son:

A hgme™™ N h,™ — 20V (R — 67h) + A"V, Y,V . (4.3.31)

Sustituyendo los términos anteriores, el término con el tensor de Cotton, asi como
el término linealizado de Einstein-Hilbert en la accién [4.3.11] se obtiene:

1 1 1
I5e, = /dgsc\/—g { = “hpnG™ — —A(hpn — B*) + =V, V™
Iz 21 Iz
1 mn ]' T m m
+ EhmnC — EAV V(R —6h)
1 . S 1
+ 2—#2A Rgme®™V b, ™ + 2—#21\77 Py, NV, + Pvpv,,h} .

(4.3.32)
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Esta accién es de tercer orden en lenguaje métrico e invariante bajo “partially
massless”, bajo las siguientes transformaciones de calibre:

4.3.33
OV =0 ( )

Se debe notar que la accién anterior no es solo la accién de la gravedad masiva
topoldgica como se esperaba, sino contiene ademas otros términos. No se encuentra por
lo tanto equivalencia entre la gravedad masiva topoldgica y la gravedad masiva autodual
como en el caso plano.

4.4. La accion intermedia de segundo orden

Si se presta atencién a la accién de segundo orden en lenguaje triddico obtenida en
la seccién anterior dada por [4.3.7]

1 1
IQdOOrden = /d3l’ { ﬂ e'ng 6mnpvnwgp [e,Ve] 5 €mg 5mnpvneg } .
N T S T S (4.4.1)
- l’{ 21u/6mq8 n[\/_—g gp tesq_2\/_—ggpq6 rest] -
1
— 5 Cma g™V el b

Desarrollando los términos con dos tensores Levi-Civita y luego se descompone el
campo ™" en su parte simétrica y antisimétrica

e = Ry, + 0"V, (4.4.2)

Luego de realizar varios pasos intermedios simplemente de dlgebra (muy parecidos
al procedimiento realizado en el capitulo 2, seccién 4) se obtiene una accién de segundo
orden en lenguaje métrico de la siguiente manera:

1 1
I, = / Bav/—g {—ﬁvphmnvphm" + 5 VphVPh = Vo Vol 4 Nyl VR
1
+ 5A (3R k™™ — B?) + AV, V™ 4+ uV™ (V" By — Vi) }

1 1
= G hug €V b 4 S Vi VL
(4.4.3)

Se olvidara por un momento esta accién y se analizard una accion linealizada en 3D
formulada por C. Aragone, P. Arias y A. khoudeir en 1997 [7], de la forma
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.1 1
I= / @*0 {=50phun@ ™" 4 S0h Oh = 0™ Dol 4 Dyl 0"

1

= G H g € PO - VD" P — D) — m2V,, V™ (4.4.4)
1 1

+ 5;“ Vm Emnpanv;) _ §m2 (hmnhmnn . h2) } ,

donde V,,, desempena el rol de un campo vectorial auxiliar, ;2 y m son pardmetros de
masa. Este sistema describe la propagacion de dos grados de libertad con masas

1 /1
mi:i§u+ Z—l,u—i—mQ . (4.4.5)

Esta accién admite una generalizacién sobre un background gravitacional (A)dS, de
la siguiente manera

1 1
I = /d3x {—5\/—9 Vol VPR 4 5\/—9 V,h VPh — /=g VA"V, h
1 2 1 mn
Sh2) = Syt g

Vi €PNV, — m2 V, V™

4 /=G Vol V™ + 28 /=G (R h™ —
1
+ 1/ =GV (T i = Vinh) + 5

2
1
_ §m2 /_g (hmnhmnn o h2) } .
(4.4.6)

Ahora se realizara un analisis covariante para conocer la dindmica de esta teoria, y
determinar los grados de libertad en que propaga la teoria. Para esto se obtienen las
ecuaciones de movimiento:

ol
ONmn,

=0 = Gun =Vhun + Vi Voh — V, V0P — V, VB2,
— G (V2h — V.V A7) + AN By — 2A Grnh
- % (€ Vphgm + €2V phgn)

- g(vmvn Vo Vi) + i gun Y, VP =0 .

4.4.7

o1
s =0 = P =™V, (V™ —V'™h) —2m?*V™ =0 . (4.4.8)
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Hallando la traza de la ecuacién de movimiento [4.4.7]

G = gunG™" = V?h — V,V,h"" + 2(A — m*)h —2uV,V? =0, (4.4.9)
luego se determina la primera divergencia de G™":
1
Vi G™ = — m?(V,,h™ — V"h) — ol NIV Vph,"
1
—gH NN Vph, ™ + uv v,V (4.4.10)
1
—SH (VV" 4+ V,,V'V™) =0,

algunos términos de la ecuacién anterior se pueden escribir de la siguiente manera:

1 1
1) = Sui™ N mNVphy" = = 2™ Vo, Vil

1

_ _Zunnmgnr(Rmpsqth —+ Rm;r‘hqs) . (4.4.11)
1 n

— —§,uA77 Py, = 0.

1 1
2) = Sun"™ IV Vph," = —spu g™ n"(VpVinhe + R

5 Sher + R,pihys) -

mpq mpr

2 (4.4.12)

1 n m
= —Eun PV Vih,™

mpq " T

1 1
3) = SV VIV = =g g (T + R Vi)

1 (4.4.13)
= —EuV”Vme —pAV™
sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién [4.4.10]
mn mn n 1 n m
Vi G™ = —m?(V,,,hi™ — V"h) — SHN PNV, Vinhy'
1 (4.4.14)
—SH (V2V" = V"V, V™) —pAV" =0
Hallando la segunda divergencia de la ecuacién anterior, se obtiene
VoViGon = —m*(V?h — V,,.V,h™) — u AV, V" =0 . (4.4.15)
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Se analizara la ecuacién de movimiento [4.4.8], hallando su divergencia

2
V™ = —(V2h — V,, Voh™) — 277, V™ = 0 | (4.4.16)
14
si se unen las dos anteriores relaciones obtenemos la relacién
2A -9 4
(1 Qm_) v,V =0, (4.4.17)
[m

se asume (u2A — 2m*) # 0 = entonces,

ViV =0. (4.4.18)

Si ahora se observa la traza G ecuacién [4.4.9], se reduce a

2(A —m*)h =0, (4.4.19)

si se asume que A # m? entonces:

h=0. (4.4.20)

Eliminando asi un grado de libertad a la teoria. Si se conoce que la traza del tensor
R €s igual a cero, se puede hallar otra restriccién més a partir de la ecuacién [4.4.15]

Vo V™ =0 . (4.4.21)

Por lo tanto tenemos que no hay excitaciones escalares en la teoria debido a [4.4.18],
[4.4.20] y [4.4.21].

Si se escribe de nuevo las ecuaciones “vectoriales” teniendo en cuenta las tres rela-
ciones anteriores [4.4.18], [4.4.20] y [4.4.21] entonces:

1 1
Vi G™" = —m2thmn o 5” nnpqvpvrhqe o élu vV — pAV"T =0, (4'4'22)

mientras que
m2
F" ="V, V, — 2—V" + V,,h™" = 0, (4.4.23)
1
si multiplicamos la ultima ecuacién por 7,,s, entonces

2

Y AR V8 VARE v R VAR LALLM VECRTRPSINS v N (4.4.24)
0
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Ahora obteniendo la divergencia de la ecuacion anterior

2

nm’SvSFn = VQVI‘ - VSVT‘/S - Q%UTSTLVSV” + T]ransth"m = 0 .

2

= V2V, — ¢(V,V, Vs + R, 4V,) — TZ Tean VoV 4 0y VoV B = 0

2

= VQX/T —2A V. — 277/L_77’/‘snvsvvn + nrsnvsvmhnm =0,
L
(4.4.25)

si se une la ultima expresién con la ecuacién [4.4.22], podemos llegar a la relacién
2

“4(A + %)V” ~0, (4.4.26)

si (A p+ m?) # 0 entonces

Vr=0. (4.4.27)

Eliminando asi tres grados de libertad de esta acciéon que inicialmente tenia nueve
grados de libertad. Ahora, si se prestard atencién a la ecuacion [4.4.23], se llega a la
ultima restricciéon de la teoria

Vo h™ =0 . (4.4.28)

Eliminando otros 3 grados grados de libertad, y con h,,,, simétrico, transverso y sin
traza, por lo tanto el tensor h,,, se puede descomponer de la siguiente manera

Rpn, = h;m +h,,, (4.4.29)
siendo
1 \V4
h:t - hmn + - [ \/— Qn Unpq\/%hqm]v

sustituyendo en la ecuaciéon de movimiento las restricciones [4.4.18], [4.4.20], [4.4.21],
[4.4.27] y [4.4.28] obtenemos

(4.4.30)

1
V2 hon — 2 A s — MRy, — éu(nfnqvphqn — 0PIV yhgm) = 0, (4.4.31)

la anterior relacién se puede reescribir a partir de los bty h, = de la siguiente manera

V3Rt 4+ ho )= (+m?+2A)(RY, + R ) — V(A b ) =0. (4.4.32)
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Proyectando sobre los subespacios =+, se tiene las ecuaciones

(V2 + uvV'V2 — (m? + 20)|hE, = 0. (4.4.33)

Ahora, si se nota la relacién [4.4.19], para el anlisis anterior se escogié que h = 0,
otro caso es cuando

A=m?. (4.4.34)

Si se sustituye este valor en nuestra accién [4.4.6], obtenemos justamente

1 1
Ipy = / B/ —g {—gvphmnvphm” + §vphvph — VRN b + Y phyn VU R™
1
+ 5A (3R h™™ — B*) + AV, V™ 4 V™ (V" iy — Vih) }

1 mn 1 mn
— 5/1 P € Pvnhg + i,u | A VA 7

(4.4.35)

Es decir, la accién a la cual hemos llegado en este trabajo en lenguaje métrico de
segundo orden es el caso de “partially massless” para la accién propuesta C. Aragone,
P. Arias y A. Khoudeir en 1997, donde parten de 2 masas p y m, esta iltima se ajusta
a la constante cosmoldgica dado por la relacion [4.4.34].
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Conclusion

En el presente trabajo se estudio el fenémeno de “Partially Massless” en formalismo
triddico para espacios (A)dS y su relacién con la teoria de gravedad masiva autodual
en (A)dS en tres dimensiones. Se encontraron los siguientes resultados:

] Se obtuvo un modelo para el fenémeno de “Partially Massless” en lenguaje
triadico en 3 dimensiones, el cual propaga en un solo grado de libertad. Se en-
controé con el hecho interesante de que a partir de la acciéon de E-H para un espacio
plano en lenguaje triddico (sin grados de propagacién dindmicos en 3D) acoplada
minimalmente a un espacio curvo, se obtiene la accién de P.M en lenguaje triddico
y aparece un grado de libertad inducido por este acoplamiento dando a la teoria
propagacion dinamica.

= Se determind las ecuaciones de campo para la teoria de P.M en lenguaje triadi-
co, obteniéndose un grado de propagacién escalar en un espacio Anti de Sitter,
ya que para el caso de Sitter la teoria propaga un campo escalar fantasma.

] Se determiné las ecuaciones de campo para la teoria de la gravedad masiva
autodual para espacios (A)dS, obteniéndose una propagacién dindmica de un solo
grado de libertad masivo de espin 2.

] Se encontré un modelo de tercer orden en sus derivadas que no es el modelo
de la gravedad masiva topoldgica en espacios (A)dS en 3D como se esperaba. Por
lo tanto, no se encontré equivalencia entre la gravedad masiva topoldgica y la
gravedad masiva autodual como en el caso plano.

] Se hallé un modelo en lenguaje métrico de segundo orden a partir de la ac-
ci6én intermedia resultante del modelo autodual para (A)dS. Este modelo resulté
ser el caso de “Partially Masless” para espacios (A)dS de una accién propuesta
inicialmente para espacio plano por C. Aragone, P. Arias y A. khoudeir en 1997.
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Apéndice A

Notaciones, Convenciones e
Identidades

La métrica a utilizar en un espacio de Minkowski

-1
=0 .
0

O=—=(0)*+V?*, V2 =(9,)*+ (9;)* .

o = O
_ o O

El tensor antisimétrico de Levy-Civita es definido de la forma:

012 __ _
e =—¢e2=1,

y satisface
eMMPe, o = OMOTO) — O OPOY + Ol OPO — STy + OPITO) — PO .
€M rs = 0,10F — OPOT .

Mg s = —200 .

En dimensiones espaciales

eV = gl |
€ij€kj = Cik -

€ij€ij = 20; .
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Apéndice B
Métrica en (A)dS

La métrica a utilizar en un espacio con curvatura constante, es decir, un espacio
maximamente simétrico (A)dS es:

ds® = —dt* + 77, 0ijdz'da? .

-1 0 0
_ 1

1 02 0 mn 0 L o

9mn = 0 7—(t) 02 g — 7-(t) 1

0 07 0 0 —

()

/_g:T(%) , gOO:—l , QOi:O:giO , 91]:7_(215)5” .

Las conexiones de la métrica

2

ro - 15,70 gty 9 =T9 =T% =T, =Tt =0
ij — 2% dt 0j I dt Og( ))7 00 — - ig Y

El tensor de Riemann para un espacio de curvatura constante (méximamente
simétrico) viene dado por

2 A
Rmpnq - (D — 2>(D — 1) (gmngpq - gqup”) :

El tensor de Ricci, viene dado por sus componentes:

Ron = RE,, = 8,I%, — 9, 4+ T2 I TP T?

2 d*1 dTy) d?7
Ryg=——2 Rz‘jZ%‘(ﬁ) + 0iT(1) dté)

o1



En un espacio maximamente simétrico el tensor de Ricci viene dado por

2 A
Ry = —- )
El escalar de Ricci, es decir, el escalar de curvatura viene dado por

2D
- (D-2)

En 3 dimensiones el escalar de Ricei:

R=g""Ryn = QOOROO + ginij = 6A
R =6a*=6A.

o®=A, Porlotanto T4 = eVAt
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Apéndice C
Formalismo Vielbein

Los Vielbein [14] (palabra alemana para referirse a muchas piernas) son utilizados
cuando se desea describir objetos tensoriales en el espacio tangente en cada punto de
una variedad n-dimensional y asi evitar el utilizar coordenadas curvilineas que carecen
de generalizacion. Los Vielbein son vectores bases del espacio tangente y ademas poseen
indices mudos. En tres dimensiones los Vielbein son conocido como Triadas.

Las Vielbein son definidas por objetos de la forma e,* que transforman entre el es-
pacio tangente al espacio de coordenadas usado, la base para un espacio tangente (7))
en un punto dado viene dado por

é(u) = aﬂ .

Donde las derivadas parciales son respecto a las coordenadas en un punto. Simi-
larmente, el espacio cotangente (7)) viene dado por los gradientes de las funciones
coordenadas

O) — gt

Ahora se introduce un conjunto de vectores bases é,, preferiblemente ortogonales,
(indices con letras latinas para recordar que son independientes de cualquier sistema
coordenado, a diferencia de las letras griegas).

El punto de tener una base, es que cualquier vector puede ser expresado como una
combinacion lineal de vectores bases. Se puede expresar la base vieja a partir de la
nueva base de la siguiente forma

~

C(n) = €i€(a)-

Donde las componentes e, son los Vielbein y forman una matriz invertible Dz D.
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La inversa de las Vielbein vienen definidas como:

ehe, =10 5 eley =0
Asi para el espacio tangente: €a) = €5 €,
y el espacio cotangente: é(a) =el é(u)-

Los Vielbein deben de cumplir

65 GZ Guv =Tab 5 O Gu = €Z €f, Nab-

Asi el determinante de la métrica:

e=+—g.

Cualquier tensor se puede escribir como

vp = ey vy = ep v = el ey v

Los cambios de coordenadas son de la forma:

Cla) = €y = NJCa),

por los tanto los cambios en coordenada en la métrica son de la forma:
Ayt Ab/bnab = TNasbr-

Podemos realizar al mismo tiempo tanto transformaciones locales bajo Lorentz o
transformaciones de coordenadas generales de la siguiente manera:

oxXH ox"v
al ! a
T 151// = A iz DX Ab/baXyl

ap
%,

Cuando se deriva covariantemente, se debe reemplazar las conexiones Fi‘w por las

. PR
conexiones de espin wy ,

VHXab - auXab—FU)Z Cch —w; bXaC .
Llamadas asi debido a que pueden ser usadas para para obtener derivadas cova-

riantes de espinores, lo cual es imposible usando la convenciéon usual de coordenadas.
Ahora, se comparara con la derivada covariante en base coordenada:
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VX = (0, X" +TV,2)da* ®9,.
Se halla el mismo objeto en una base mezclada y se convertirda una base coordenada

VX = (8H+waXb)dl’“®é(a)
(Ouleg ¥) +wi el XN da* @ (e20,)
= (Oua” + e ar0ue + et et XN dat © 0,

asi por comparaciéon

a A

b ,,a v A a
nu€b Fu)\ — €30ue.

v — v a v a —
o = €L ouel Heehwy . 0wy, = e

Con un poco de dlgebra se puede obtener la relacién que la derivada covariante de
las triadas es idénticamente cero

a J—
Vet = 0.
Esto es cierto sin necesidad de asumir nada acerca de las conexiones de espin.

Las conexiones de espin no obedecen las leyes de transformaciones; bajo transfor-
maciones generales de coordenadas el indice griego de abajo transforma de la manera
correcta, pero bajo transformaciones locales de Lorentz las conexiones de espin trans-
forman de manera no homogénea:

ox#

a _ a al _ al Ab,a c al
w,u/ b — a$#/wy b y w,u b Aa Ab w,u b b/aﬂAc :

Otra propiedad importante se halla cuando se determina la derivada covariante de
la métrica en la base ortonormal 7,

vunab = a/ﬂ?ab - wa alleb — wi plac = 0.

De lo anterior se deduce que las conexiones de espin son antisimétricas en sus ulti-
mos dos indices cuando se encuentren ambos arriba o ambos abajo:

Wpah = —Wpba -
Ahora se puede definir una derivada mas general, por ejemplo aplicado al tensor 77
VT = 8, =T, T¢ +w?, T2 Nac -

También, se puede definir el tensor de Riemann en lenguaje triddico a partir del
mismo en el sistema coordenado
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wab S R -

Reescribiendo de manera conveniente para usarlo en la formulacion de la relatividad
general en lenguaje triddico

R, = g R e R,% = O0pw,* — Ohw,* + Wy Whe
a __ 1 abe
con w,, = 5 E Wmpe -
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