UNIVERSIDAD
DE LOS ANDES

TRABAJO DE GRADO

ESCENARIOS DE HIDRODINAMICA Y RADIACION EN

CoLAPSO CUASI-ESTATICO EN RELATIVIDAD GENERAL

Por

Br. Victor Francisco Guada Escalona

Tutor: Dr. Luis Alberto Nunez de Villavicencio Martinez

mayo 2015

(©2015 Universidad de Los Andes Mérida, Venezuela



Escenarios de Hidrodinamica y Radiacion en Colapso

Cuasi-Estatico en Relatividad General

Resumen: El presente trabajo modela el acoplamiento entre la radiacion y la materia
ultradensa de un fluido esféricamente simétrico, radiante y anisétropo que permanece en
el régimen de evolucion cuasi-estatico, introduciendo el factor variable de Eddington,
el factor de flujo y una relaciéon de cierre que las vincula. Se presenta seis de las
relaciones de cierre que se encuentran con mayor frecuencia en la literatura; donde
cada una considera diferentes enfoques fisicos. Asi como también un nuevo perfil de
la velocidad del fluido bajo dos configuraciones distintas: Florides-Gokhroo-Mehra y
Buchdahl. Se encontraron condiciones de contorno en las variables de hidrodindmica
y radiacién para cada relacién de cierre, independientemente de las configuraciones
propuestas; las cuales cumplen con todas las condiciones de aceptabilidad fisica de
nuestro escenario a excepcion de una. También se observé que se puede modelar tanto
expansion como colapso con el nuevo perfil de velocidad. Por tltimo, se presenté la
descripcion y conductividad térmica del sistema donde se aprecia que la temperatura
decrece con la distancia y la conductividad mejora a medida que se acerca a la superficie;

en coherencia con lo obtenido en los escenarios de hidrodindmica y radiacion.

Palabras clave: Relatividad General, simetria esférica, evolucion cuasi-estatica,

hidrodinamica y radiacién, relaciones de cierre, factor variable de Eddington.
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Introduccion

Los objetos compactos son uno de los cuerpos mas fascinantes conocidos en nuestro
universo; presentan propiedades extremas y algo unicas, desde sus interacciones
gravitacionales y electromagnéticas hasta sus interacciones nucleares débiles y fuertes
[1]. Los objetos extremadamente densos, enanas blancas, estrellas de neutrones,
estrellas de quarks, estrellas hibridas y magnetars representan las etapas finales,
generalmente estables, de la evolucion estelar. Estas entidades tan fascinantes se enfrian
a través de complejos mecanismos que combinan tanto el transporte de neutrinos en
su interior como la emisién de fotones en su superficie. Los neutrinos dominan las
pérdidas de energia durante los primeros ~ 10° afos, mientras que los fotones son
continuamente emitidos, responsables de la emision térmica observada.

Los objetos compactos se crean a raiz del colapso gravitacional del nticleo de una
estrella masiva (M, ~ 8 — 20 M) al final de su vida, cuando su masa nuclear llega
al limite de Chandrashekar (M, ceo ~ 1.4 Mg); lo que desencadena una explosién de
supernova de Tipo II. El nuevo objeto ultradenso es rico en leptones, principalmente e~
v V.. Uno de los aspectos mas destacables es que los neutrinos quedan temporalmente
atrapados dentro de la estrella durante el colapso. El estudio de estrellas relativistas
usualmente yace en la suposicion de isotropia local. Sin embargo, las fuertes evidencias
tedricas sugieren que para ciertos rangos de densidad, una variada gama de fenémenos
fisicos dan lugar a una anisotropia local [2, 3, 4]. Asi, en elevados indices de viscosidad,
la anisotropia local puede producirse por la opacidad de la materia en los neutrinos
para densidades del orden de ~ 10'2g.cm™3 [5]. Por lo tanto, al modelar cémo la
radiacion interactia fuertemente con la materia durante el colapso gravitacional, es
adecuado introducir un escenario con anisotropia local.

Debido al formidable campo gravitacional que surge de estos procesos estelares, se

X1l



requiere la descripcién de la teoria de la Relatividad General. Desafortunadamente, a
pesar del gran esfuerzo que se ha llevado a cabo por un grupo significativo de personas e
instituciones, actualmente no se tiene ningtin modelo auto-consistente, ya sea analitica
o numérica, que proporcione toda la descripcion fisica del sistema.

Con el objetivo de describir la hidrodindamica y radiacién de nuestro escenario,
se considera una distribucion de materia esféricamente simétrica y anisétropa en
Relatividad General que permanece en el régimen de evolucién cuasi-estatica; donde
se asume que los cambios o la evolucién temporal sean pequenos comparados con el
tiempo tipico en el cual el sistema reacciona a una perturbacién. Es decir, se considera
un sistema que evoluciona tan lento que siempre permanece en equilibrio hidrostatico.
2, cap. 9] Esta suposicién no es tan restrictiva como parece, ya que la escala de tiempo
hidrodinamico es muy pequeno para casi cualquier fase de la evolucion estelar. Asi, del
orden de 27 minutos para el sol, 4, 5 segundos para una enana blanca y 10~* segundos
para una estrella de neutrones de una masa solar y 10 Km de radio [6, 7].

El estudio de la hidrodinamica y radiacién ha demostrado ser de gran interés
en Astrofisica, Cosmologia y la Fisica del plasma [8]. Consciente de la dificultades
que abarca los procesos de transporte en la emisién de fotones y/o neutrinos y de
las incertidumbres entre el acoplamiento de la radiaciéon y la materia ultradensa, se
introducen el factor de flujo f = F/pr v los factores variables de Eddington x = Pr/pg;
que relacionan la densidad del flujo de energia F y presién de radiacion Pgr con densidad
de radiacion pr respectivamente. En la literatura varias relaciones de cierre, que
vinculan ambos factores, han sido introducidas (véase [9, 10, 11, 12, 13]).

Este trabajo se estructura de la siguiente manera: el capitulo 1 contiene una
idea general del escenario, que comprende las ecuaciones de campo del escenario,
sin extenderse en entender la “microfisica” del campo de radiacién que comprende
las interacciones entre la materia y la radiacién, que se desarrollara en los capitulos
posteriores. En el capitulo 2, se encuentran las nociones generales de la descripcion
térmica que se considerardan en nuestro sistema; esta descripcién fisica es crucial
cuando se estudian aspectos tales como: transporte de energia, enfriamiento, emision
de neutrinos, entre otros. El capitulo 3 estd dedicado a la parte de hidrodindmica

y radiaciéon del sistema, donde se describen los factores de Eddington junto con las



relaciones de cierre y sus relaciones de contorno. El esquema propuesto y los parametros

fisicos restringidos en nuestro modelos por la condiciones de contorno estan contenido

en el capitulo 4. Nuestro modelos de los escenarios de hidrodinamica y radiacién con los

parametros escogidos en el capitulo 5. Por tltimo, algunos comentarios y conclusiones

estan incluidas en 6.

0.1 Objetivos (GGenerales

Modelar la propagacion de la radiacion a través de la materia ultradensa de un

fluido esféricamente simétrico y que colapsa en el régimen de evolucién cuasi-estética.

Ademas, obtener una descripcion térmica del sistema, que tiene un interés significativo

en cuanto a la estructura, evolucion y composicion del objeto compacto.

0.1.1 Objetivos Especificos

Modelar con diferentes ecuaciones de cierre, que describan diferentes enfoques

fisicos y discernir que relaciones se ajustan a nuestro escenario.

Emplear diferentes configuraciones entre las variables fisicas, como la densidad y

presion radial, que dependan tanto de la distancia como del tiempo.

Proponer un perfil de la velocidad del fluido que relacione las variables fisicas del

sistema y de esta manera, obtener un sistema completo de las ecuaciones.

Vincular la descripcién térmica del fluido con la hidrodinamica y radiaciéon de

nuestro escenario.

Obtener los limites y condiciones de contorno presentes en la descripcion de

hidrodinamica y radiacién del sistema.

Encontrar los parametros fisicos que se acoplan en nuestro escenario de

hidrodinamica y radiacién.



Capitulo 1

Ecuaciones de Campo y

Condiciones de Acoplamiento

Las ecuaciones de Einstein gobiernan la geometria del espacio-tiempo curvo, siendo la
base de la Relatividad General [14]. Estas ecuaciones se introducen para modelar la

estructura y evolucion temporal de una estrella relativista.

1.1 Ecuaciones de Campo

Para una descripcién relativista de gravitacion, se plantearan las ecuaciones de Einstein

dadas por:

1
R, — §ng, =G =811, (1.1)

Donde se expresa un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales de manera
compacta. Como es usual, R,,, Ry T, denotan el tensor de Ricci, el escalar de
curvatura y el tensor de energia impulso, respectivamente. Las ecuaciones de campo
de Einstein (1.1) relacionan las propiedades geométricas del espacio y tiempo con la

presencia de materia, dado por el tensor de energia momentum. [15]
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1.1.1 Configuracién Interior

Para el estudio de un fluido con simetria esférica, la geometria del objeto compacto es,

por lo tanto, descrita por las coordenadas tipo Schwarzschild (¢, r, 0, ¢), dadas por:
ds? = 2D q? — ) dr? — 2 (d6? + sin® 0 d¢?) (1.2)

para algunas funciones métricas v (r,t) y A(r,t) que evolucionan tanto en el espacio

como en el tiempo. Entonces, nuestras ecuaciones de campo vienen dadas por:

1 12X
o TO - _ 220 (= 27 1.
81T, = +e (r2 . ) (1.3)
1 12/
1 _ 2)
2\
—87TT01 = —T (15)
/— / .. . .
81T} = e (2)\—V + N =2 — (1/)2> —e ¥ <2)\ + A ()\ — 1/)) (1.6)
r
AYERN (1.7)

donde los puntos y las primas denotan derivadas con respecto a t y a r, respectivamente.

Para que las variables de nuestro tensor energia-impulso T}, tengan significado
fisico, primero se considera un espacio localmente Minkowskiano, como el principio de
equivalencia nos permite, por lo que se introducen las siguientes coordenadas (7, z, y, z)

en cada punto del espacio-tiempo.
ds* = dr? — d2® — dy® — d2? (1.8)

Al comparar la métricas (1.8) y (1.2) se verifican directamente las siguientes

relaciones de transformacion, donde v y A sélo tienen valor local:
dr=e’dt dz=c¢dr dy=rdf dz=rsinfde (1.9)

Se propone ahora que para un observador comovil con la materia, el contenido fisico
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de la fuente consiste en un fluido anisétropo con densidad de energia p, presién radial
P y presiones tangenciales P, , que disipa energia a través de un flujo radial de calor q.
Para este observador local, las componentes covariantes del tensor de energia-impulso

A

T,, vienen dadas por:

p —q 0 0

. ¢ P 0 0

T (1.10)
0 0 P 0
0 0 0 P

Es claro que, en nuestro espacio localmente plano se puede aplicar un Boost de Lorentz,
y asi obtener un sistema de referencia no comovil con el fluido y escrito en términos de

variables locales:
Tq/)\ - LvaL)\b Tab (111>

Donde se considera una velocidad del fluido sélo en la direccion radial. Es decir,
nuestro escenario, manteniendo la simetria esférica, no rota y sélo puede contraerse o

expandirse. Nuestras matrices de Lorentz LVC“L,\ﬁ vienen dadas por:

v —yw 0 0
—yw v 00
Ly = (1.12)
0 0 10
0 0 01

Siendo 7 el factor de Lorentz de la teoria de la relatividad especial dado por:

1
EV e

Por otro lado, para obtener un tensor de energia impulso de nuevo con las coordenadas

tipo Schwarzschild, actuamos sobre €l una transformacion de coordenadas Jg§ = g%.

(1.13)

Entonces, las componentes del tensor energia-impulso buscado se expresan como:

Top = Jo" Js* Tx (1.14)
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De aqui se verifican las siguientes relaciones:
=10 T'=1) T?=T2 T}="T3 (1.15)
Sin embargo, en los términos cruzados tenemos:
Tor = e~ HNTy, (1.16)

Empleando primero (1.11) con (1.12) y luego (1.14) obtenemos:

p+ Pw? 2qw

7 = 1.17

0 1 —w? +1—w2 ( )
P + pw? 2qw

T = — — 1.1

! 1 —w? 1 —w? (1.18)

T3 = T3 =-P, (1.19)
e(VJr)\) )

Tn = 17— [(p+ P)w+q(1+w?)] (1.20)

La ecuacién (1.19) que corresponde con la presiones tangenciales es independiente de
la velocidad del fluido dado que nuestro fluido sélo puede expandirse o contraerse.
La velocidad radial de un elemento de fluido cualquiera, dada en coordenadas (t,r, 6, ¢),

esta relacionada con w por la expresion:

dr v

= 1.21
W= (1.21)

Finalmente, de las Ecuaciones de Einstein, dada la métrica interior (1.2) y el tensor

energia momentum (1.14), podemos ahora escribir las siguientes variables fisicas que
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representaran nuestro escenario hidrodinamico, dadas por:

e 2rN — 1]+ 1 Ae A e 2/ +1)—1 ,
= 1.22
P 82 (1 — w?) T o (1—w?) Y T (1—w?) oo (122)

e 2r/ +1] — 1 Ae= v e (2rN —1)+1
P - 2 (123
812 (1 — w?) - 277 (1 — w?) W 812 (1 — w?) “ (1.23)
—2X r_ N —2v S
PJ_ _ e 2V”+I/,2—V/)\/—|—2V _6 [(2/\+)\<)\_y>>} (124)
8w r 8m
e -

= e (14w + e (A w) )] 1.25
¢ W(l_wQ)[e (1+w?) +e A +1)w (1.25)

Note que si las variables métricas v y A son totalmente especificadas, entonces
el sistema (1.22-1.25) se convertiria en un sistema de ecuaciones algebraicas para las

variables fisicas p, P, P, wy q.

1.1.2 Configuraciéon Exterior

En el exterior de objeto compacto radiante y esféricamente simétrico, la geometria es

descrita por la métrica de Vaidya:

ds? = (1 — 2]\gz(u)>du2 + 2dRdu — R? (d6* + sin® 6 d¢?) (1.26)

donde la coordenada u es de tipo tiempo tal que las superficies u = constante son,
asintéticamente, conos de luz abierto al futuro y R, una coordenada nula, es decir
grr = 0. Constituye una generalizacién del caso no estatico y radiante de la métrica
de Schwarzschild que escribe a una estrella esféricamente simétrica que esta emitiendo

o absorbiendo radiacion.

En la métrica de Vaidya (1.26), el escalar de Ricci es nulo. En consecuencia, de las

ecuaciones de campo de Einstein (1.1) se tiene que

Rap = 87T (1.27)
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Ademas, el tensor de Ricci en coordenadas nulas es

2 dM o

Hag = =23 g 00

(1.28)

Entonces, reemplazando (1.28) en (1.27), se obtiene el tensor-energia impulso

correspondiente a la métrica de Vaidya:

1 dM

Top = ——s
p 47R2 du P

(1.29)

1.2 Condiciones de acoplamiento

La regién interior, cuyo espacio-tiempo estd descrito por el elemento de linea (1.2),
y la regién exterior, descrita por la métrica de Vaidya (1.26), estdn separadas por
la superficie r = rx (t). Ambas geometrias del espacio (¢,r,0,¢) v (u,R,0,¢) se
encuentran relacionadas por las transformaciones:

w = t—r—2M1n<$—l> (1.30)

R =r (1.31)

Ahora, con el propésito de evitar comportamientos singulares de las variables fisicas
sobre la hipersuperficie, se deben satisfacer ciertas condiciones de acoplamiento [16, 17,
18]. Siguiendo a [2, cap. 9], se acopla la métrica interior tipo Schwarzschild (1.2) con

la métrica exterior radiante de Vaiya (1.26) en ry (t) = Ry = R, obteniendo que:

M

e — 1.32
e = (1.32)
oM
“2n =1 T 1.33
e 7 (1.33)
Donde
M =m(R,t) (1.34)

Por otro lado, ahora exigiendo la continuidad de las componentes independientes
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del tensor de energia impulso, tenemos

(Twn“n”)g) = (Twn“n”)({) (1.35)
(Tt o)) = (T,nHo") ) (1.36)

que garantiza, de igual manera, la ausencia de comportamientos singulares en la
variables fisicas sobre la superficie . Por lo tanto, de ambas ecuaciones se obtiene
que la densidad del flujo de energia emergente a través de la hipersuperficie, compensa
la presién total, tanto hidrodindmica como de radiacién, dentro de la configuracion.

Es decir:

[Q]z = [P]z (1.37)

Donde el indice ¥ denota que las variables estan evaluadas en la superficie de la

distribucién.

1.3 Aproximacién cuasi-estatica

En el caso de evolucién lenta, nuestra configuracion de materia cambia muy poco en
comparacion con el tiempo tipico en el cual el sistema reacciona a una perturbacién
del equilibrio. Es decir, nuestro sistema evoluciona tan lentamente que el sistema
siempre permanecera en equilibrio hidrostatico, como fotos instantaneas tomadas a
nuestro escenario. Esto implica que en el régimen de evolucion lenta la velocidad
radial, medida por el observador Minkowskiano, es siempre mucho menor que la

velocidad de la luz w < 1.[2, cap. 11]

En la teoria de la Relatividad General, a diferencia del electromagnetismo, las
ecuaciones de movimiento no son independientes de las ecuaciones de campo, sino una
consecuencia de éstas, dadas por:

T¢ =0 (1.38)

En muchos casos, la forma explicita de las ecuaciones de movimiento (1.38) es més ttil

al dar una interpretacién fisica a una determinada situacién [2, cap. 9]. Por lo tanto,
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expresando de forma explicita la componente r de (1.38):
" =0 (1.39)

obtenemos:

2(P, — P)

(2X+A2—Ap> — 8rre” {P’—|—u’ (p+ P) — (1.40)
r
donde, para el caso estatico:
TY = TP =—-P T2=-P
o T ? ~{ = Caso Estatico, (1.41)

el lado derecho de la relacién (1.40) no es més que la ecuacién de equilibrio hidrostético:

+2(PL—P).

P'==1(p+P) .

(1.42)

Sin embargo, para el caso cuasi-estatico se exige que los cambios en el tiempo sean
tan pequenos como para que el sistema no se aleje de la condicién de equilibrio, entonces
se tiene que:

A A )~ 0. (1.43)

Es decir, si se deja que el sistema tengan cambios en el tiempo muy grandes, no
despreciables, el sistema no podra volver al estado de equilibrio antes que vuelva a hacer
perturbado. De igual forma, esto implica que las derivadas temporales de cualquier
orden del lado izquierdo de la ecuacién de equilibrio hidrodinamico deben ser cero. Lo
que sugiere también que:

i~ w g’ R quw 0. (1.44)
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En resumen, evolucion cuasi-estatica implica:

To=p T} =—-P T3=—-P. To=e"N[(p+P)w+q]
A N2~ )~ 0 = Caso Cuasi — Estético.

(1.45)

Por otro lado, como una consecuencia de las condiciones de acoplamiento (1.33),
al pardmetro M (t) se puede interpretar como la energia total del sistema dentro de la
superficie ¥. Esto sugiere que la masa interior de una esfera de radio r y superficie 3

pueda definirse como [19, 20]:

1 1
m(r,t) = §TR§32 =3 (1- e’2’\) (1.46)
La ecuacién anterior (1.46) se conoce como la masa de Misner o como la funcién
masa, que se empleara de ahora en adelante. Esta cantidad ha sido usada de manera
recurrente en la mayoria de los calculos numéricos de colapso gravitacional relativista
[21, 22]. Escrito de otra manera la ecuacién anterior (1.46), ain mdas préctica e

ilustrativa, ya que se compara mejor con la ecuacién de acoplamiento (1.33), se obtiene:

o 2m (r,t)
r

(1.47)

Donde los cambios en el tiempo de la funcién métrica A se escriben como:

il (1 — Q—m) B (1.48)

r r

Entonces, considerando escenarios hidrodinamico cuasi-estaticos, las variaciones en el
tiempo son consideradas pequenas, y a partir de las Ecs. (1.22-1.25) y la funcién masa
(1.46), se obtienen las ecuaciones de campo cuasi-estédtica para una configuracién de

materia esférica y anisétropa que radia, dadas por:



1.3 APROXIMACION CUASI-ESTATICA 10

/

m
= 1.49
p el (1.49)
m v 2m
P = — 1 - — 1.
a3 ( r ) ’ (1.50)

1 2m v m  m 1
J2 _ 122 " 2 - R / _ 1.51
= ) e D) (5T ()] e
1
me™" 2m\ 2 m/ 2m m]| w
_ S IR RLCRY (SO IVRRNCH 1.52
q 47”,2( 7‘) [r+( r)y 7’2147r7“ (1.52)

Resulta, que es util expresar la densidad del flujo de energia, en términos de la presién

y la densidad como:

1

he™" 2m\ 2
= — 11— — — P)w. 1.53
1= (1-2) TP (1.53)

Es claro que, el sistema (1.49-1.52) representa un sistema de cuatro ecuaciones con
siete incégnitas (p, P, Py, q, w, v y m). Como se verda mas adelante, en conjunto con
las ecuaciones de acoplamiento, este problema se podra resolver proponiendo ecuaciones
de estado. Por un lado, se daran perfiles tanto de densidad como de presién, inspirados
en soluciones estaticas de las ecuaciones de Einstein; resultando conveniente expresar

la funcién métrica v en términos de la presién (1.50) como:

"o _ m om\ '
v= /0 dr (47TT’P + ﬁ) (1 - 7) . (1.54)

Por otro lado, la ultima ecuacién restante que cierra el sistema de ecuaciones, vendra

dada al proponer un perfil de la velocidad del fluido.



Capitulo 2
Descripcion Térmica

Se enfoca la atencién en el estudio de las propiedades termodindmicas del sistema,
relacionado con teorias fuera del equilibrio termodinamico. La descripcién térmica
permite confirmar o destacar algunos de los muchos escenarios posibles, y probar
indirectamente el estado de la materia dentro de la estrella. En la temperatura
se estudian aspectos tales como: transporte de energia, enfriamiento, emisién de
neutrinos, entre otros. Sin embargo, en un objeto compacto las incertidumbres tanto
en la temperatura como en la edad estimada han impedido corroborar ecuaciones de
estado (EoS) que describen la estructura interna de esas estrellas. En otras palabras,
los aspectos globales como la temperatura, el radio y la masa de la estrella tienen un
interés significativo en cuanto a la estructura, composicion y evolucién interna de un

objeto compacto [1].

2.1 Evoluciéon térmica: Ecuacion de Cattaneo

relativista

En la teoria de los nitcleos estelares es usual suponer que el flujo de radiacion es
proporcional al gradiente de temperatura. Sin embargo, es bien conocido que la Ley de
Maxwell-Fourier conduce a una ecuacion parabdlica para la temperatura, que predice
la propagacion de pertubaciones con velocidad infinita. Para superar estas dificultades,

diferentes teorfas, que incluyen los tiempos de relajacién, han sido propuestas [24, 25].
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Entre ellas se encuentra la ecuacién de Cattaneo relativista, dada por [26]:

d a
Tdi +q* = kP (T — T ag) — Tu“qga” (2.1)
s

Esta relacién (2.1) ha sido utilizada en el estudio del colapso gravitacional [4, 27],

siendo:
a : . ,
e ¢% es un cuadri-vector que representa al flujo de energia

u? es la cuadri-velocidad

P8 es un proyector de tres espacio ortogonal a u®

a? es la cuadri-aceleracién

e T (r,t) la distribucién de temperatura

k denota la conductividad térmica

7 describe el tiempo de relajacion
Donde, para la componente radial, « = 1 se tiene que:

e (cj + g\ + qu}\) +1w(q + g\ +q) + gt (1 - w2)1/2

kwl'e™ KT'e™ N N kTe™ - w
= — — Tqwe - w
(1 —W2)1/2 (1 —(JJ2)1/2 q (1 —W2)1/2 1 _WQ

+ (qu _ %) (u’+ 1%%2) (2.2)

Sin embargo, en la aproximacién de evolucién cuasi-estatica de la ecuacién de

transporte (2.1), se tiene que el flujo radial de calor ¢ se relaciona con la temperatura

a través de la ecuacién ([2, cap. 13]):

q=—k (T +Tuvr)e > (2.3)

Esta relacion es independiente de los tiempos de relajacion y conduce a una ecuacion

de difusién. Esto es de esperarse, ya que el régimen de aproximacion cuasi-estatica
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implica, de manera implicita, tiempos de relajacién nulos, puesto que concibe la
evolucién como una secuencia continua de sistemas en equilibrio hidroestatico,

despreciando asi los tiempos requeridos para establecer dicho equilibrio.

Despreciar el tiempo de relajacion es, en muchos casos, una buena aproximacion,
ya que para la mayoria de los materiales en condiciones usuales, dichos tiempos de
relajacién son muy pequeiios (~ 107!!s para interacciones fonén-electrén y s 1073

para interacciones fonén-fonén a temperatura ambiente [28]).

2.2 Conductividad y Condicidon inicial Térmica

Los procesos térmicos de neutrinos son importantes en la evolucion de estrellas masivas
[29]. Estos ayudan a transportar la energia térmica desde el nicleo hasta las capas
mas externas. Por lo tanto, se asume que los neutrinos son principalmente generados
térmicamente con energias cercana a kgT'.
Para resolver la evolucién térmica (2.3), por un lado, es necesario adoptar una
expresion para el coeficiente de transporte x, dada por [30]:
4
K= —bT3%,. (2.4)
3
Donde 7, denota el tiempo libre medio entre cada colisién (de los neutrinos, nuestro

caso) medido por un observador comévil y b una constante, que para el caso de los

7

S, con s la constante de Stefan-Boltzmann.

neutrinos, puede ser escrita como b =
En las densidades tipicas de una estrella de neutrones, la materia puede capturar

neutrinos [4]. El tiempo libre medio para los neutrinos puede ser escrito como:

) AMo

Ty = W. (25)

Con A =~ 10°K3?m™, M, la masa inicial, ), es la fraccién de electrones y [p] la

densidad de energia adimensional. Por lo tanto, el tiempo medio entre cada colisién
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para un observador con velocidad w, viene dado por:

~ AMO
VI — 02— /1 — w2
T, = V1—w?7, 1—-w FINAE (2.6)

Entonces, se podria asumir un comportamiento de la conductividad térmica como:

v 1— MQT—3/2

Kk~ 298.107%
(]

(2.7)

Por otro lado, la evoluciéon térmica, dada por 2.3, también requiere una condicién
inicial espacial; donde la energia emitida medida desde el infinito se relaciona con la

luminosidad L como:

E:L(1—zo)2=L(1—%)_1 (2.8)

siendo zy el corrimiento al rojo gravitacional. Pero la luminosidad obtenida por un

observador en reposo, situado en el infinito, viene dada por:

L = 47 R? <1 - %) q]s; (2.9)

Al recordar la ley de Stephan-Boltzmann, se obtiene que la energia emitida es:
E = 4nR*s [T);., (2.10)

y de las ecuaciones (2.8 - 2.10) se obtiene que la temperatura en el borde de la

distribucién de la materia es:

[Ty = (2.11)

siendo [Ty, la condicién inicial de la ecuacién diferencial (2.3).



Capitulo 3

Hidrodinamica y Radiacién y

Relaciones de Cierre

El estudio de la hidrodindmica y radiacion ha probado ser de gran interés en Astrofisica,
Cosmologia y en la Fisica de plasma [31]. La transferencia de radiacién es usualmente el
mecanismo mas efectivo en el intercambio de energia dentro del fluido. En los capitulos
anteriores se traté un fluido que transportaba energia sin desarrollar una compresién
de la hidrodinamica y la radiacién. Sin embargo, ahora nos extendemos a modelar
escenarios que comprenden tanto la materia como la radiacion por separado. Para
describir los comportamientos de tales escenarios, se necesitan de leyes de conservacién
que consideren con precision ambas contribuciones de la materia y la radiacién [32,

cap. 6.

3.1 Ecuaciones de Hidrodinamica y Radiacién

La interaccién es descrita por la ecuacion de transferencia de radiacion utilizando
términos de absorcién y emision, describiendo la razén del cual la materia absorbe
y emite fotones [10]. La ecuacién de transferencia de radiaciéon para una intensidad de
radiacién especifica I (z,t;n,v), una funcién de la posicién r y tiempo ¢, viajando con
cierta direccion n y distribucion de frecuencia v, es en muchas situaciones practica. Sin

embargo, usualmente las ecuaciones para los momentos de [ (x,t;n,r) hasta orden m
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no forman un sistema cerrado. De hecho, la dependencia del momento (m + 1) en la
ecuacién de momento m, hace necesario introducir una relacién de cierre [33]. Como en
la teoria clasica de transferencia de radiacion, es conveniente presentar los momentos

de la intensidad, dados por [34]:

1 0o 1

PR = —/ du/ dul (r,t;n,v) (3.1)
2 Jo -1
1 o] 1

F = —/ du/ dp pl (ryt;n,v) (3.2)
2 Jo -1
1 o'} 1

Pr = 5/ dv dp pi?1 (r,t;n, v) (3.3)
0 -1

Ya que I representa la intensidad [35], se tiene que pgr es la densidad de energia
de la radiacion, siendo F el promedio del flujo radial, Pg la presiéon de radiacion en la
direccion radial.

Esta misma interpretacién también viene dada directamente por el tensor de energia

momentum. De lo anterior, se puede escribir como T, = T/% + T% donde la parte

piv
de materia es Té\f y el término correspondiente al campo de radiacién, dado por Tﬁ/.
Considerando un escenario de hidrodinamica y radiacién que sea isétropo en la parte
de la materia ( T% = diag (pm, Pm, Pm, Pn) ) mas no en la radiacién, se propone el
siguiente tensor energia momentum para sistema Minkowskiano y comévil con el fluido

[32]:

Pm + PR —-F 0 0
) ~F  Pu+P 0 0
T = f (3.4)
0 0 P, + 5 (pr — Pr) 0
0 0 0 P+ % (pr — Pr)

Esta es la forma estandar de expresar la contribucién de los distintos momentos del
campo de radiacion. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que relacionan las presiones
y densidades totales (obtenidas en el capitulo 1) con sus partes de materia y radiacién

es:



3.2 FACTOR VARIABLE DE EDDINGTON Y LiIMITES DEL FLUJO DE RADIACION 17

P = P,+ P (3.5)
p = pm+ PR (3.6)
P = Pm+%(PR—PR) (3.7)
q = F (3.8)

Donde las variables P,,, Pr, pm v pr representan las tunicas cuatro incégnitas del
sistema. Sin embargo, al introducir estas cantidades de hidrodindmica y radiacion
se debe proporcionar méas informacién y de esta manera, completar el sistema de

ecuaciones algebraico (3.5-3.8).

3.2 Factor Variable de Eddington y Limites del
Flujo de Radiacién

La ecuacién de transporte de Boltzmann relativista es la ecuacién base para estudiar
las interrelaciones entre la materia y la radiacién de un fluido [13, 35]. Omitiendo
efectos de polarizacion, dispersion y coherencia, una expresion covariante y relativista

de la ecuacién de transporte se escribe como [36, 37]:

oI oI
(u* 4+ 1*) {VMI +411°V ju, + (I°1° +u17) —V u, — %Vuup} =p(ep — kI)

ol

(3.9)
Donde u® es la cuadri-velocidad con " =1y l,u* = 0, pes la densidad propia
del medio y las cantidades ¢y y k representan los coeficientes de emision y absorcién
respectivamente. La ecuacién de transporte presenta varias dificultades importantes.
Entre las mas destacadas tenemos: la falta de informacién entre el acoplamiento
de la radiacién y la materia ultradensa, y sus complejidades matemadticas, aunque

recientemente se ha obtenido cierta comprensién [38].
En la practica, cominmente se evita esta ecuacion fundamental recurriendo a algin
procedimiento de simplificacién que se aproxima al problema de transporte. Una de

las posibles estrategias para abordar este problema, es considerando uno de los dos
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limites del campo de radiacion, los cuales describen un niimero importante de escenarios
Astrofisicos [32]. Entre ellos se encuentra el régimen de escape libre y el régimen de
difusion.

El régimen de escape libre asume que el camino libre medio en la radiacién
(neutrinos y fotones) es del orden de las dimensiones del fluido. Como consecuencia se
tiene que:

pRZFZPR (310)

El otro limite del campo de radiacién, el régimen de difusion, considera que el camino
libre medio del flujo de radiaciéon es mucho menor que la longitud caracteristica del
sistema. Dentro de este limite, la radiacion es localmente isétropa [34], se expresa
como:

Estos regimenes de radiacion detallan un transporte de radiaciéon determinado, donde

estas descripciones se pueden relacionar mediante el factor de flujo f y el factor variable

de Eddington y que, en una dimensién, se definen respectivamente como:
F _ Pp

f=— v x

3.12
PR PR ( )

Usualmente se presenta al factor variable de Eddington como una funcion explicita del
factor de flujo: x(f). Por tanto, es facil comprender que ciertas condiciones generales
entre f y x existen. Es decir, conforme los limites del campo de radiacion se obtienen

las siguientes relaciones:

1 1
Pr = 3 R = x(0)= 3 (3.13)
F=Pr = pr = x(1)=1 (3.14)
Por lo tanto, esto implica que:
1
0<f<l y g=x(f=l (3.15)

Ademas, de requerimientos de casualidad, dado que el flujo puede ser mayor que la
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densidad de energia [12], implica las siguientes condiciones [13, 34]:

1-—-

Ifl<1, fP<x<1t y - 77 S (3.16)

><
xli“
—_
7;

3.3 Relaciones de Cierre

Como en nuestro sistema de hidrodinamica y radiaciéon hay mas variables fisicas que
ecuaciones, se debe suministrar una relacion adicional entre las variables de radiacién
que cierre el sistema. Hay una gran cantidad de diferentes relaciones de cierre en la
literatura, las cuales siguen diferentes enfoques fisicos [9]. Seis de las relaciones de

cierre que se encuentran con mayor frecuencia, se indican en la siguiente tabla 3.1.

Lorentz-Eddington(LE) :_ %\/m 2 0
Bowers-Wilson (BW) s(1=f+3f% 5 -1
Janka (Monte Carlo) (MC) 2 (1 w3 w3 519 2.28 0
Mazimum Packing (MP) % (1—2f+4f?) 2 _§
Minerbo (Mi) X(f)=1-2f N f=coth()) -5 P 0
Levermore-Pomraning (LP) | x (f) = fcoth(8) N f = coth(B) — % 1 0

Tabla 3.1: Relaciones de cierre y sus derivadas evaluadas tanto en el centro de
la distribucién como en el contorno. Proporcionan una relacién adicional entre
las variables radiacién del sistema, donde el factor de flujo f y el factor variable
de Eddington x vienen dados por las ecuaciones (3.12).

Es evidente que no existe una relacién de cierre “correcta”’. A lo sumo, se puede
encontrar una relacion que es capaz de describir al campo de radiacién “lo mejor
posible”, en un problema de transporte determinado. Algunos, son simplemente
relaciones para un propdsito especifico (ad hoc) que interpolan suavemente los
limites del campo de radiacién, entre los régimen de difusién y escape libre [12].
Otros, se pueden derivar del principio de maxima entropia, desde un punto de
vista tanto microscépico [33, 39] como macroscopico [40, 41, 42], o asumiendo una

tendencia angular en la funcién de distribuciéon. Alternativamente, en algunos casos
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la dependencia funcional obtenida del calculo de directo puede servir como modelo de
cierre, como es el caso de la relacién de Monte Carlo (MC).
En la figura 3.1a se compara el factor de Eddington de cada relacién de cierre de

la tabla 3.1. Donde se observa que el caso de Levermore-Pomraning (LP), crece con

. T T .
L 4
- # | |l /,
ool * /.4 ERERPSE:
P 7 T / / BEg T
i kil L 7 / o P LI
054 _— .4 S i /] L ==
b ar =
. i sy
T B 3 =i
§ Z /// pRe
X i // =
i
7 e
17 17
03 ] ///
& ey
- ¥
7 //4 vl
0 P =
__f///:'/ | 24 /,’
03 \\ .............. i - P o 7’
\v\v‘ ...... ] ¥
02 04 06 08 1 0 02 04 f 5 08 1
j =
e BW ARy =" VP
- BW hRp—el Y — =l S Rp
d
(a) x vs f (b) ¥ vs f

Figura 3.1: Relacién funcional entre el factor de flujo f y el factor variable de
Eddington x para diferentes relaciones de cierre, junto con su respectiva razon
de cambio dy/df.

el flujo de energia mucho maés répido, después de Lorentz-Eddington(LE) y Bowers-
Wilson (BW).
La grafica 3.1b muestra la razén de cambio de las diferentes relaciones de cierre con
respecto al factor de flujo. Se observa que las relaciones tanto de Bowers-Wilson
(BW) como la de Mazimum Packing (MP) tienen un crecimiento lineal, mientras que
en ypp la relacién de Levermore-Pomraning (LP) cerca del régimen de escape libre
(0.8 < f <1) presenta una tendencia lineal.

A continuacién se describen todas las relaciones de cierre mencionadas en la tabla

3.1; cada una ellas comprende diferentes escenarios fisicos.

3.3.1 Lorentz-Eddington

Entre los diferentes enfoques fisicos para obtener una relacién de cierre, la relacién de

Lorentz-Eddington se puede obtener empleando un principio de maxima entropia. A
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partir de una distribucion estadistica de fotones y ciertas restricciones en el flujo de
particulas, se obtiene, como una consecuencia, esta relacién de cierre [10].

Por otro lado, en [40], el mismo resultado fue obtenido desde el punto de vista de
la teoria de la informacién, con una energia de flujo determinada. Sin embargo, como
lo senalan [9, 43|, esta relacién asume que la densidad es isétropa en algin marco de
referencia inercial. Es decir, en este caso la anisotropia es consecuencia del observador
que estd situado en un sistema de referencia mévil, mediante una transformacién de

Lorentz. Usando la contravarianza del tensor de energia impulso se encuentra que:

= (1+33%)/(3+5%), (3.17)
= 48/ (3+ %), (3.18)

siendo (¢ la velocidad de un marco de referencia de Lorentz en el cual la densidad es
isotropa. En este sistema simple se puede eliminar a 3 y asi obtener la relacion de

cierre deseada x, , (f)-

3.3.2 Bowers-Wilson

Fue presentado por primera vez en 1975 por Wilson [44] para el limite del campo de
difusion en la emisién de neutrinos, siendo aiin extensamente utilizado en simulaciones
numéricas de colapso gravitacional [44, 45, 46]. Fisicamente, es una relacion especifica
(ad hoc) que en promedio interpola entre el régimen de difusién y el régimen de escape
libre. Esto garantiza los limites correctos tanto de difusién como de libre escape, sin

embargo el comportamiento entre ellas es impreciso.

3.3.3 Janka (Monte Carlo)

Janka en 1992 [47], empled el método de Monte Carlo en la ecuacién de transporte
de neutrinos en escenarios tipicos de estrellas de neutrones calientes. Este método
es un extenso calculo computacional que consiste en una simulacién numérica, donde
generalmente se corre muchas veces con el fin de obtener la distribucion probabilistica.

A partir este resultado, él construy6 varias relaciones analiticas acorde a los datos del
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transporte promedio de energfa [11]. La relacién fue parametrizada como:

X(f) =3[+ af™+ (2~ a) /' (3.19)

para diferentes conjuntos de parametros (a, m,n) propuestos. Si requerimos el régimen

de escape libre en el contorno, los parametros adecuados deben estar relacionados por:
am+(2—a)n==6 (3.20)

Sin embargo, esta restriccion no se ajusta a los parametros establecido por Janka, del
cual muestra una desviacién de hasta un 20 %. La relacién correspondiente al conjunto

(a = 0.5, m = 1.3064, n = 4.1342) pertenece al transporte de neutrinos tipo electrén.

3.3.4 Relaciones de maxima entropia

El primer uso del principio de maxima entropia para encontrar una relacion de cierre
hace referencia al trabajo de Gerald Minerbo [42], quién aplicé este procedimiento al
transporte de fotones. Cernohorsky [48] por primera vez aplicé el principio de méxima
entropia a la radiacién de fermiones (fermionic radiation). Donde se parte de la funcién

de distribucion de Fermi-Dirac para la radiacién con dependencia del tipo angular.

1. Maximum-Packing
Esta relacion se puede obtener al asumir un caso limite de méaxima entropia, en
la dependencia angular, de la funcién de distribucién de Fermi-Dirac, como se

muestra en [13]; de hecho, Fu en [41] lo llama una degeneracién angular.

Esta relacion de cierre delimita el borde de relaciones de cierre de méaxima

entropia en el espacio (x(f), f); en la grafica 3.1a representa el limite inferior.

2. Minerbo
Obtenida por Minerbo en [42]. Representa el otro limite de maxima entropia y
pertenece al limite de densidad baja o al limite de Maxwell-Boltzmann [10]. Esta
relacion se muestra en la gréfica 3.1a como el limite superior de maxima entropfia.

Ambos, con la relaciéon de cierre de Maximum packing delimitan el dominio en

el espacio (x(f), f)-
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3.3.5 Levermore-Pomraning

Otra ecuaciéon de cierre que ha sido extensamente empleada en el transporte de
radiacién mediada tanto por neutrinos como por fotones. Esta relacion corresponde
a una distribucion angular aproximada, donde se asume que el régimen de transporte
intermedio (entre los limites del campo de radiacién) varia lentamente en el espacio y
tiempo [49].

La relaciéon de cierre LP mostrd ser consistente con las consideraciones de maxima
entropfa. Sin embargo, esta relacion destaca como andémala en la figura 3.1a, donde
se observa que permanece fuera del domino de méaxima entropia (fermiénico). Esta
relacion es inconsistente con la naturaleza fermiénica de la radiacion.

Ademés, en Janka [47] y Kérner & Janka [50] mencionan que esta relacion de cierre
aproxima a f — 1 muy rapido en regiones donde la opacidad decae a valores bajos.
Esto estd relacionado con el hecho de que xpp no contiene un punto critico. Este

comportamiento puede ser cuantificado al observar el régimen de escape libre. Ya que

oxrp -
( o )fl =1 (3.21)

del cual es un valor por debajo de las demas relaciones de cierre.

para LP se encuentra que

3.4 Los limites para el factor de flujo y condiciones

de contorno

Como una continuacién de la ecuacién de contorno (1.37), para el caso hidrodindmico

y radiacion, con (3.5) y (3.8), se tiene:
[-7:]2 = [Pm]z + [PR]E (3.22)

Esta relacion resulta también interesante si se escribe en términos de los factores de

Eddington y de flujo, de la forma:

Puls = 1 (1- 1) 32
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Si se asume que las presiones hidrodinamica y el flujo de energia en la superficie
tiene que ser positivos, entonces se tiene que (1 — ([x]v/[f]x)) > 0. En la figura 3.2 se

muestran este factor para las diferentes relaciones de cierre dada en la tabla 3.1.

i F—
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/ | —a
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_l //
o ¥ g = s —
_.f. -_. 15 -
&1 & -~
o / b
x ;o
L 1 / /
1 /
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Figura 3.2: Relacién funcional de (1 — %) vs f para las diferentes relaciones

de cierre de la tabla 3.1, donde se presenta la condicién (3.23) y se muestran los
valores de contorno permitidos para cada una de las relaciones de cierre, ya que
sélo se admitirdn los valores positivos, es decir: 0 < [Py]..

Donde es claro que, de esta condiciéon de contorno, se restringe la posibilidad de
obtener el régimen de difusién en la superficie de la configuracion. Las raices de cada
curva definen el limite del intervalo de aceptabilidad para los valores del factor de
flujo f. Los valores de f,,;, se puede obtener de la grafica 3.1a, ya que los valores
posibles de f para cada relacion de cierre son todos aquellos que se intercepten con la
funcién y = 1/3 (linea roja) y dado que se deben respetar las condiciones (3.15), la
relaciones de Bowers-Wilson y Maximum Packing no describen el régimen de difusion,
es decir (fin > 0). Estos intervalos son mostrados en la tabla 3.2. También se puede
apreciar en la figura 3.2 que la relacién de Levermore-Pomraning sélo acepta el régimen
de escape libre en el contorno. Por el otro lado, la relacién de Bowers-Wilson podria

admitir un mecanismo de transporte mas cercano al régimen de difusion en la superficie.
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Lorentz- Eddington(LE) 0 $<fier<1 $<x—r<1
Bowers-Wilson (BW) 3 < fror <1 3 <x=r<1
Janka (Monte Carlo) MC) | 0 [039< frep<1]039< x,—r <1

Mazimum Packing (MP)
Minerbo (Mi)

5<frer<1 | $<xm=r<1
040 < fr—p <1040 < x,—p <1

(@») O NI

Levermore-Pomraning (LP) frer =1 Xr=r = 1

Tabla 3.2: Limites del factor de flujo y el factor variable de Eddington para las
diferentes relaciones de cierre en el contorno, junto con su correspondiente valor
minimo del factor de flujo, finin.



Capitulo 4
Modelando Configuraciones

Resolviendo las ecuaciones de campo cuasi-estaticas (1.49-1.52) se puede observar que:
al obtener v (r,t) y m (r,t), el sistema pasard a ser un sistema de ecuaciones algebraicas
en las variables fisicas totales p, P, P, wy q. Sin embargo, en este escenario s6lo cuatro
de las siete variables fisicas (incluyendo las funciones métricas) pueden ser obtenidas.
Por lo tanto, se debe aportar mas informacion y asi poder obtener las variables fisicas
relevantes del sistema.

El presente capitulo presenta los perfiles de presion, densidad y velocidad del fluido
totales del sistema. Asi como también el perfil de la luminosidad que termina de cerrar
el sistema de ecuaciones cuasi-estaticas (1.49-1.52).

Por dltimo, se estudiard el intervalo de pardmetros fisicos que se ajusten a
las condiciones de acoplamiento en nuestro escenario de hidrodindmica y radiacién.
Es decir, obtener el intervalo de parametros que permitan a nuestras variables de
hidrodindmica y radiacion (Pr, P, pr, pm, fyXx) cumplir con las condiciones de

aceptabilidad fisica.

4.1 Perfil de la Velocidad del Fluido

La velocidad del fluido w, se considera que tiene sélo una componente en la parte
radial, manteniendo la simetria esférica del sistema. De esta manera es claro que,

valores positivos indican expansion y negativos indican contraccion.
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La idea, propuesta por el Dr. J. Ospino (comunicacién personal, 4 de abril, 2014),
consiste en exigir que la definicién de la velocidad del fluido (1.21) sea una ecuacién
diferencial exacta; proporcionando una nueva relacién entre la velocidad del fluido y

los coeficientes métricos. Arreglando la ecuacién (1.21) tenemos que:
we’dt —erdr =0 (4.1)

donde una ecuacion diferencial exacta ordinaria de primer orden presenta la forma [51]:

M(t,r)dt+ N (t,r)dr =0 (4.2)
OM 0N
o o (43)

Lo cual es equivalente a decir que existe una funcién @ (r,t) tal que:

%CID (r,t)dt + %Q) (r,t)ydr = M (t,r)dt + N (t,r)dr, (4.4)
en consecuencia:
d 0 d 0

Al comparar (4.1) y sustituir el valor de ® se obtiene el perfil de la velocidad del fluido:
wl+ w' = =X (4.6)

Esta relacion es una ecuacion diferencial ordinaria en w, que depende sélo de las
funciones métricas v (r,t) y A (r,t) y sus derivadas. Esto permite que la ecuacién (4.6)
se pueda considerar parte de nuestro sistema de ecuaciones, junto con las ecuaciones
de campo (1.49-1.52).

Junto con esta ecuacion, también se consideran ciertas condiciones tanto espaciales
como temporales. Para que nuestro escenario sea fisicamente vélido, se debe imponer
que para todo tiempo t, la velocidad del fluido en el centro de la distribucion sea cero.
Es decir:

w(0,t) =0 vV ot (4.7)
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Con esta condicidn inicial (4.7), se puede obtener la solucién formal de la ecuacién

diferencial parcial de primer orden en w (4.6), dada en términos de la masa y la presién

oo ([ (1-2) )eretmmeon g
0 r T

La velocidad del fluido debe ser consistente con las condiciones de acoplamiento en

COIMo:

las funciones métricas dadas por las ecuaciones (1.32) y (1.33). Por lo tanto, partiendo

de su definicién (1.21), obtenemos la siguiente condicién de contorno:

ol = 1~ %) (19)

Vemos por un lado, que la relacién (4.7) condiciona la parte espacial de la velocidad
del fluido, mientras que la condicién de contorno (4.9) acota la parte temporal de
w (r,t), delimitando, de esta manera, la superficie de la distribucién dada por la funcién
R (t) que depende sélo del tiempo.

A continuacion, se introducen perfiles tanto de presiéon como de densidad, inspirados

en soluciones estaticas de las ecuaciones de Einstein.

4.2 Perfiles de Florides-Gokhroo-Mehra (FGM)

Se present6 inicialmente por P.S. Florides [52] como una solucién a las ecuaciones de
Einstein para una configuracién estatica. Esta solucién es también un caso particular
de las familia de soluciones de Tolman VII [53]. La propuesta de FGM [54] que se

extiende al caso dindmico es:

2

p:giﬁ (1—k2—2> = p(rt)=p.(t) (1—K(t) ﬁ) (4.10)

Este perfil de densidad corresponde a un conjunto de soluciones encontradas por

Stewart [55] y luego por M.K. Gokhroo y A.L. Mehra en [56]. También tenemos el
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perfil de presién dado por:

Prt) = Pcl—? (5 ) 39(2)2> (4.11)

Donde ambas coinciden con la densidad de energia y presion radial en el caso
estatico. En contraste con el caso estatico, se introducen las variables p. y P. que

dependen del tiempo, dadas por:

pe(t) = pK (t) vy F(t) = PK(t) (4.12)

Al asumir el centro de la distribucién como un gas de Fermi altamente relativista, p.

y P. se relacionan mediante la expresién [4]:

1
.= pe (4.13)

Como se muestra en A.8, la densidad central de la configuracion de FGM se relaciona

con las condiciones iniciales del sistema y la funcion K para un tiempo inicial ¢ = 0,

3 M, 3Ko\ !
=2 1220 4.14
P 47ngK0( 5 > (4.14)

dada por:

4.3 Perfiles de Buchdahl

El siguiente perfil de densidad fue descubierto por primera vez por H.B. Buchdahl [57] y
redescubierto més tarde por Durgapal & Bannerji en 1983 [58]. Este perfil de densidad
[54] puede ser escrito para el caso dindmico de la forma:

3+ K (t) Rzﬁt)

<1+K(t)%)2

_3C 3+0Cr?
7 16r (11 Or2)

p(rt) = pe(t) (4.15)
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Conjuntamente, proponemos que la presién radial para el caso dinamico viene dado

por:
2

1—9(?5),{("7)

P(r,t) = P, (t) 5 (4.16)
r2
(1+90) 757)
Siendo p, y P. las funciones del tiempo dadas por (4.12).
Siendo la densidad central, como se obtiene en A.16, dada por:
My (Ko +1)

= —— 7 4.17
Pe = TIrRIK, (4.17)

4.4 Perfil de Luminosidad

En nuestro escenario, la luminosidad representa la cantidad de energia que un objeto
desprende en forma de radiacién (neutrinos y/o fotones) por unidad de tiempo. Para
obtener una descripcion mas realista, se propone una funcién la luminosidad en forma

de pulso:

dr oV 2

/ Y T~ Tpico 2
I — _dM(T) _ (87TMezp> e—%(T) (418)
donde se tiene que:

Tpico €5 €l tiempo de maxima emisién del pulso de luminosidad

M.y, es la masa total expulsada hasta el tiempo de corte

o es la desviacion estandar del pulso de radiacién gaussiano

Note que se ha escalado los parametros fisicos con la masa inicial de la configuracién
M. Es decir, M(t) = M(t) My, t = 7 My y R(t) = R(t) My, con My = M(0). Nuestro
perfil de luminosidad en forma de pulso se muestra en la grafica 4.1a.

Es claro que la funciéon masa decrece mas rapido en el tiempo a medida que la
luminosidad aumenta, dado que la masa desprendida en forma de radiacion es el area

bajo la curva de la luminosidad.
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Figura 4.1: Perfil de Luminosidad en forma de pulso y dependencia funcional
de la funcién masa en el tiempo.

4.5 Metodologia

Para modelar un escenario que describe la hidrodinamica y radiaciéon de un objeto
compacto, debemos obtener todas las variables fisicas del sistema. Sin embargo, resulta
util considerar primero variables totales, que no distingan las contribuciones de materia
y radiacién en el fluido. En la tabla 4.1 se muestra como se obtienen cada una de las
variables totales, donde se introduce mas informacién (ecuaciones de estado) al sistema
para asi poder obtener toda las variables fisicas; tales como perfiles de densidad, presion
y de la velocidad del fluido asi como también sus respectivas condiciones de contorno.
Por un lado, los perfiles propuestos aportan la descripcién espacial, mientras que las
condiciones de contorno contribuyen con la evolucién temporal del sistema. El apéndice
A muestra, con mayor detalle, algunos procedimientos para obtener las variables fisicas.
La descripcion temporal y espacial de este escenario, para ambas configuraciones, FGM
A.1 y Buchdahl A.2, se muestra en el apéndice B; asi como también el limite del flujo
de radiacion en el centro de la distribucién, apéndice D.

Luego de resolver el sistema de ecuaciones totales, se considera el escenario que
involucra la interaccién entre la radiacion y la materia. En analogia a lo anterior, la
tabla 4.2 muestra tanto las variables de hidrodinamica y radiacion como sus ecuaciones.

El sistema de ecuaciones de hidrodindmica y radiacién (3.5-3.8), junto con cada
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Variables Totales

P
Ié) Ecuaciones de Campo (1.49-1.52)

1

q

Funciones del Tiempo Perfiles de Algunas Variables Fisica
M=m(R,t) | (1.34) | m Densidad (4.10, 4.15)
Superﬁcie [P]E = [Q]E (137) 14 Perfiles Presion (411, 416)
[w]s = I_L;ﬂ (4.7) | w Velocidad del Fluido | (4.8)
R

Tabla 4.1: Esquema para obtener las variables totales y ecuaciones del sistema.
La evolucién temporal vendra dada por el comportamiento de las variables fisicas
M, Py w en el contorno, y asi obtener las funciones del tiempo K (t), g(t) y R(t)
correspondientes; mientras que la descripcion espacial se obtiene mendiante los
perfiles de densidad, presién y velocidad del fluido propuestos.

Variables de HyR.
F
P,
Pg
Pm
Relacion de Cierre (3.1) | pr
Eddington Variable X
Flujo (3.12) o

Tabla 4.2: Las relaciones de cierre, los factores f y x, junto con las ecuaciones
de hidrodindmica y radiaciéon (HyR), proporcionan toda la informacién necesaria
para obtener todas las variables de HyR; donde las variables totales (P, Py y p)
se obtienen de manera independiente, como lo muestra la tabla 4.1.

Ecuaciones de HyR. | (3.5-3.8)

Factor de

una de las relaciones de cierre (3.1), forman un sistema con igual numero de ecuaciones
e incognitas. Con ello, se puede obtener la descripcion de la interaccion entre la
materia y la radiacién. Sin embargo, las relaciones de cierre representan distintos
enfoques fisicos, por lo tanto ellas comprenden una hidrodinamica y radiaciéon del
fluido ligeramente diferentes, como se observa en la gréfica (3.1). Parte del trabajo
consiste en encontrar los posibles parametros fisicos para cada relacién de cierre que
cumplan con las condiciones de aceptabilidad fisica; asi discernir cual de ellas pueden

describir la hidrodinamica y radiacién de nuestro escenario.
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Resultados y Analisis

5.1 Condiciones Iniciales y Parametros Fisicos

Debido al hecho de que se busca resolver el sistema completo de ecuaciones para
cada relacion de cierre, también se deben encontrar todos los pardmetros fisicos
Lo, My, Ry v p. que hacen nuestro escenario fisicamente aceptable. Es decir, se
excluiran los parametros que hagan las presiones y densidades de hidrodindmica y
radiacién negativas y al factor de Eddington menor que X, = 1/3, entre otros. En el

contorno las condiciones de aceptabilidad vienen dadas por:

(5.1)

W[

[Pm]E >0 [PR]E >0 [lom]z >0 [IOR]E >0 [f]z > fmin [X]E >

De esta manera, resolviendo este sistema de inecuaciones (véase C), se obtienen
restricciones en las variables de hidrodindmica y radiaciéon en el contorno, dadas por
las tablas 5.1 y 5.2, que son independientemente de una configuracién particular del
sistema, es decir, condiciones que se cumplen para cualquier escenario de hidrodinamica
y radiacion con simetria esférica.

Al considerar el régimen de escape libre (f = 1) en el contorno, se imponen ciertas
relaciones en las variables de hidrodinamica y radiacién del sistema. Empleando las

relaciones (3.12) y (3.22), se tiene que la presion total del sistema se convierte en toda
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Lorentz-Eddington(LE) 3pr < —2P,, + TPg 3P, <2P
Bowers-Wilson (BW) pr < 3PR P <P
Janka (Monte Carlo) (MC) | pr < —0,455P,, +2,545Pg | P, < 0,77257P

Mazimum Packing (MP) pr < 3Pg P <P
Minerbo (Mi) pr < —0,512P,, +2,488P; | P, <0,7440P
Levermore-Pomraning (LP) pr=Pr vy P,=0 P =0

Tabla 5.1: Condicién de contorno en las variables de hidrodindmica y radiacion
para cada relacién de cierre.

Lorentz-Eddington(LE) %% +3Pg — 2pr < pm,
B 2
Bowers-Wilson (BW) % — PR < Pm
Janka (Monte Carlo) (MC) (1’20?;3 ’1"677]13’;6745 ’;;?;2071;’;%%1;2; P8 — pp < pm
. . m 2
Mazimum Packing (MP) ( % —)(pR < )pm
: - 3,778 P —2,909p 1+ 12,504 P) (P + P
Minerbo (Mi) 14,551PR—%R449Pm—5y}800pR = — PR S Pm
Levermore-Pomraning (LP) 0 < pm

Tabla 5.2: Condicién de contorno en las variables de hidrodindmica y radiacion
para cada relacién de cierre.

la presion de radiacion, es decir:

[PR](z,le) = [F](x,le) = [P](z,le) = [PR](z,le) (5.2)

Ademés, dado que x (1) = 1, a partir de las relaciones (3.7) y (3.23), se tiene que:

[Pm](z,le) =0 vy [PJ-](E,f:I) =0 (5.3)

La ecuacién anterior (5.3) indica que las presiones tangenciales del sistema en el
contorno se relaciona con la opacidad de la materia en el transporte de radiacién. Si las
presiones tangenciales aumentan en la superficie, aumenta la anisotropia del fluido, ya
que més particulas (neutrinos y/o fotones) interaccionan con la materia, tendiendo al
régimen de difusién (f < 1). La tabla 5.3 muestra el comportamiento de las variables
de hidrodinamica y radiacién en el contorno para dos escenarios posibles: el régimen

de escape libre (es decir [P,] = 0) y en presencia de las presiones tangenciales en la
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superficie. Se observa que a medida que el factor de flujo decrece, las variables de
radiacion disminuyen y las de materia incrementan, sin poder alcanzar el régimen de

difusion; fr,... ¥ X&,., vienen dados por la tabla 3.2 y representan los valores minimos

P, P, Pp P PR f X
0 0 P p— P P 1 1

Tabla 5.3: Limites de las variables de hidrodinamica y radiacion en el contorno
para todos los posibles valores de las presiones tangenciales del sistema P;.
Donde a es un niimero positivo acotado por los valores obtenidos en la tabla 5.1;
Y fRiin ¥ XRonin Vienen dados por la tabla 3.2 representando los valores minimos
que obtienen en el contorno.

que pueden obtener en el contorno; y aes un ntiimero positivo acotado por los valores
obtenidos en la tabla 5.1.

Es por tanto 1til obtener el comportamiento de las presiones tangenciales en
la superficie del fluido [P,], para ambas configuraciones (FGM y Buchdahl), y
ciertas condiciones iniciales determinadas, como se muestran en las graficas 5.1. Las
lineas superiores marcan las magnitudes maximas que pueden obtener las presiones
tangenciales en el contorno para las diferentes relaciones de cierre (véase tabla 5.1).
Hay que notar que el comportamiento de las presiones tangenciales depende de las
condiciones iniciales del sistema, entre ellas la luminosidad.

Por el otro lado, las presiones radial y tangencial, deben ser iguales en el centro de
la distribucién como una consecuencia de la simetria esférica del sistema. Este hecho,

impone ciertas restricciones directas en nuestro escenario, como se muestra:

[P]r:O = [PJ-]’I‘:O = X (fmm) = % = Xmin (5‘4>

Donde f,,;» viene dado por la tabla 3.2. El factor variable de Eddington y en el centro
de la distribucién de una distribucion esféricamente simétrica toma su valor minimo
3.15, mientras que el factor de flujo f para todas las relaciones de cierre tiende al
régimen de difusién (f — 0) con la excepcién de las relaciones de Bowers- Wilson y

Mazimum Packing.
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Figura 5.1: Magnitud de las presiones tangenciales en el contorno para ambas
configuraciones y ciertas condiciones iniciales. Donde las lineas superiores
marcan las magnitudes maximas que pueden obtener las presiones tangenciales
en el contorno para las diferentes relaciones de cierre.

5.2 Modelando

Para modelar la hidrodindmica y radiacién de nuestro escenario (con cada una de
las relaciones de cierre propuestas en la tabla 3.1), se han escogido un conjunto
de parametros fisicos, listados en la tabla 5.4, para las configuraciones de FGM vy
Buchdahl. Se han establecidos los parametros de nuestro escenario que modelan el
régimen de escape libre en la superficie en t = 0, escogiendo las condiciones iniciales del
sistema que cumplan con [P J—](Z,t:o) = 0 y obteniendo asi las gréaficas 5.2 y 5.3. Estas
graficas representan todas las variables de hidrodindmica y radiacion que describen
las interacciones entre la materia y radiacion, para las configuraciones de FGM 4.2 y
Buchdahl 4.3 respectivamente. En ambas gréaficas se observa que se cumplen con todas
las condiciones de contorno obtenidas en el régimen de escape libre, tabla 5.3 y que
el sistema se va alejando del régimen de escape libre a medida que evoluciona en el
tiempo.

Por otro lado, se puede apreciar en las graficas 5.2 y 5.3 que a diferencia de las demés
relaciones de cierre, en las relaciones de Bowers-Wilson (BW) y Mazimun Packing

(MP) el factor de flujo f tiende a los valores f = 1/3 y f = 0.5 respectivamente. Es
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2My/ Ry ~ 0,052 | = 0,059
Mo . (M) 1,00 1,00
Ry . (Km) ~ 56,95 | ~ 49,86
P . (102g/cm?) ~1,81 |~1557
M., . (10 200,) 5,00 5,00
t. (107°s) ~ 1,2 ~ 1,2
tpico ty/2 ty/2
o 300 300
Tr(0) . (107K) ~536 | ~5,73

Tabla 5.4: Esta tabla presenta un conjunto de pardametros fisicos propuestos
para modelar la hidrodindmica y radiacién de nuestro fluido en dos configuracién
diferente: Buchdahl y Florides-Gokhroo-Mehra. Se ha denotado a p. como la
densidad central; Mg la masa solar; ¢ el intervalo de tiempo; Mo, Roy Tr(0) la
masa, el radio y la temperatura de superficie inicial del sistema respectivamente.

decir, todas las relaciones de cierre abarcan los valores minimos y maximos del factor
de flujo dados por f.i, < f < 1. Siendo f,,;n los obtenidos en la tabla 3.2.

Ademas se observa, que entre todas las relaciones de cierre, la tinica que no cumple
con las condiciones de aceptabilidad fisica es la de Janka (MC). Sus variables fisicas
describen escenario fisicamente aceptable cerca del contorno mas no en el centro de la
distribucién. Para cualquier pardmetro que cumplan con las condiciones de las tablas
5.1 ¥ 5.2 no cumple simultaneamente con las condiciones de aceptabilidad fisica en el
centro de la distribucion, ya que las densidades de energia tienden a valores negativos.
Por lo tanto, la relacién de cierre de Janka es la iinica que no se ajusta a las descripciones
de hidrodindmica y radiacion de nuestro escenario. Esto podria ser consecuencia de
que, cerca del centro de la distribucion, esta relacion crece mucho mas rapido que las
demas relaciones de cierre como se observa en las graficas 3.1. De la definicién de los
factores de Eddington 3.12 se tiene que pr = F/f se aprecia que si el factor de flujo
f crece mucho méas rapido la densidad de radiacién aumentara como la inversa de f.
De igual manera, para ambos perfiles de densidad y presion, todas las relaciones de
cierre cumplen con la misma disposicion relacionadas con el orden que presentan en las
graficas 3.1. Vemos, de izquierda a derecha, que las relaciones de cierre se encuentran
en el siguiente orden: Levermore-Pomraning (LP), Lorentz-Eddington (LE), Minerbo
(Mi), Bowers-Wilson (BW) y por iltimo la de Maximun Packing (MP).
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En la figura 5.4 se muestra la descripcién térmica del sistema. Se observa que
la temperatura disminuye a medida que se aleja del centro de la distribucion, siendo
relacionada con las altas densidades que se encuentran en el centro de la distribucién
y luego decrece hasta llegar a la superficie B.1a. Conforme evoluciona en el tiempo,
la temperatura decrece, al igual que el flujo de radiacién. La temperatura del sistema
depende en gran medida del flujo de radiacién en la superficie del fluido [g]y; en la
figura 5.4 se observa que la temperatura en la configuracién de FGM 5.4a es mayor
que en la configuracion de Buchdahl 5.4b, asi como también el flujo de radiacién en el
contorno, como se muestra en la figura B.1c. Por otro lado, integrando numéricamente
también se obtiene la conductividad térmica del sistema para ambas configuraciones,
figura 5.5. Se observa que la conductividad incrementa a medida que se aleja del centro
de la distribucién, donde la mejor conductividad de calor se encuentra en la superficie.
Este resultado era de esperarse, ya que en la descripcion de nuestro escenario se mostrd
que la radiacién se encuentra en el régimen de difusién (o cercano a él) en el centro
de la distribucion y se va aproximando al régimen de escape libre cuanto mas cerca
se encuentre de la superficie del fluido. El régimen de escape libre en la superficie
senala la regién de mejor conductividad del sistema, que es también donde la presién

de materia es minima (como se mostré en (5.3)).
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Figura 5.2: Variables de hidrodinamica y radiacién en la configuraciéon de
Florides-Gokhroo-Mehra para diferentes relaciones de cierre (tabla 3.1), donde
se modela una situacién de escape libre en el contorno en ¢ = 0. La relacién de
Janka (MC) es la tinica que bajo cualquier pardmetro fisico no cumple con las
condiciones de aceptablilidad fisica de nuestro escenario.
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Figura 5.3: Variables de hidrodinamica y radiacién en la configuraciéon de
Buchdahl para diferentes relaciones de cierre (tabla 3.1), donde se modela una
situacién de escape libre en el contorno en ¢ = 0. La relacién de Janka (MC) es
la tnica que bajo cualquier pardmetro fisico no cumple con las condiciones de

aceptablilidad fisica de nuestro escenario.
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Capitulo 6
Conclusiones

Se modelaron las contribuciones de la radiacion y la materia ultradensa en un fluido
esféricamente simétrico que radia y evoluciona cuasi-estaticamente; donde se emplearon
diferentes relaciones de cierre, asi como también un nuevo perfil de la velocidad
del fluido bajo diferentes configuraciones: Florides-Gokhroo-Mehra y Buchdahl. Se
mostraron todos los pardametros fisicos (Ro, Mo, L y p.) que hacen nuestro escenario
fisicamente aceptable, partiendo de las condiciones de acoplamiento. En el cual se
encontraron condiciones en la superficie en la variables de hidrodinamica y radiacion
que son independiente de las configuraciones propuestas. Sin embargo, de todas las
relaciones de cierre que modelan la hidrodindmica y radiacién de nuestro escenario,
la relacién de Janka (MC) es la tnica que no cumple con todas las condiciones
de aceptabilidad fisica para cualquier parametro. Las demads relaciones modelan un
escenario fisico aceptable, donde las presiones de materia disminuyen al llegar a la
superficie, mientras que la radiaciéon se aproxima al régimen de escape libre. En
el centro de la distribucién, la radiacion se encuentra en el régimen de difusion, en
cuatro de las seis relaciones de cierre; mientras que en las relaciones de Bowers- Wilson
y Mazimun Packing describen radiacién que proviene de las capas mas internas de
la distribucién. Ademads se mostré que las presiones tangenciales del sistema estan
vinculadas con la opacidad que tiene la materia frente a la radiaciéon. Siendo la presién
de materia nula en la superficie cuando la distribucion alcanza el régimen de escape

libre en el contorno.
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Ademas, se mostré que con el nuevo perfil de la velocidad del fluido, se pueden
modelar escenarios tanto de expansiéon como de colapso. En el cual se observé que
para valores altos de 2M /R el fluido colapsa y se tiene un flujo radiacién negativo;
mientras que cuando el objeto se expande, el flujo radial de calor cambia, siendo su

magnitud siempre positiva.

Por otra parte, también se obtuvo la descripcion y la conductividad térmica del
sistema, donde se encontré que la temperatura decrece con la distancia al centro de
la distribucién y que se enfria mientras evoluciona en el tiempo. Se observé también
que la mejor conductividad térmica se encuentra en la superficie, y que mejora en el

tiempo, en concordancia con lo obtenido en los escenarios de hidrodinamica y radiacion.
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Apéndice A

Configuraciones de FGM y
Buchdahl

A.1 Configuracion de Florides-Gokhroo-Mehra

Esta configuracién fue introducida inicialmente por P.S. Florides en [52], siendo un caso
particular de las familia de soluciones de Tolman VII [53]. El perfil de densidad forma
parte de una solucion a las ecuaciones de Einstein para una configuracion estatica. Al

generalizarse [54] al caso dindmico, tenemos que:

pz%(l—k%) = p(rt)=p. (1) (1—K(t)#;2). (A1)

Por otra parte, este perfil de densidad también corresponde a una familia de
soluciones encontradas por Stewart [55] y luego por M.K. Gokhroo y A.L. Mehra en

[56]. Ademads, tenemos el perfil de presion dado por:

P =5 (50035, (A2)

De la ecuacién de campo (1.49), y la ecuacién del perfil de densidad (A.1), tenemos

que la funcién masa puede ser escrita como:

m (r,t) = /O dnripdr = %WTSp} <1 —K(t) 5272)2) (A.3)
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Con el fin de obtener las demas variables fisicas relevantes del sistema, es necesario
primero encontrar la otra funcién métrica v (r,t). Al conocer la configuracién de
FGM (A.1-A.3), se puede integrar (1.54) y asi obtener la funcién métrica. Donde
las dependencias en el tiempo vendran en términos de las funciones de acoplamiento.

Siendo las variables efectivas p. y P, funciones del tiempo que describen la evolucién

temporal de las densidades y presiones centrales, dadas por:
) = pK (1) vy P.(t) = PK (2) (A4)

Donde en el caso estatico, p. y P. se relacionan por medio de una constante, a través
de la expresién [4]:
P.= B pe (A5>

y asumiendo el centro de la distribucién, como un gas de Fermi altamente relativista,

se tiene que 3 = 1/3.

A.1.1 Funciones de Acoplamiento

De las ecuacién de frontera (1.34) y la relacién (A.3) se obtiene la funcién dependiente

del tiempo K (t), que se acopla a una de las condiciones de contorno, dada por:

K (1) :g 1+ [1— (%) (A.6)
Donde
gKO - i\/l - <W2]‘£)C), (A7)
de aqui »
pe = zﬂgg‘;(o (1 -~ BTKO> . (A.8)

Ya que exigimos la restriccion [ply, > 0 del lado derecho de (A.1) evaluada en la

superficie Y, nos queda que:

KQ1-K)>0=0<K<1. (A.9)
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Vemos que K(t) no sélo es una funcién del tiempo que permite acoplar la parte
temporal de ambas métricas tanto internas como externas, sino que también representa
cémo decrece la densidad para un tiempo determinado. Esto se observa claramente en

la figura A.1

Figura A.1: Perfil de densidad en funcién de la distancia para diferentes valores
iniciales de Kj

A medida que aumentan los valores iniciales de K, la densidad decrece méas rapido
con la distancia.
Por otro lado, empleando la otra condicién de acoplamiento (1.37) y el perfil de

presion (4.11) hallamos la otra funcién del tiempo dada por:

(2], +4nR2p K B (1 - K))

5 5
gt =2 +2 . (A.10)
93 wrRepK (R+ (1-2)
Donde: 1)
om(r,t)| 24 ' 5 9
{T}z = 157TR Pe (KR (6 K) +K R) (A.11)

A.2 Configuracién de Buchdahl

H.B. Buchdahl obtuvo por primera vez esta configuracién en [57] y redescubierta més

tarde por Durgapal & Bannerji en 1983 [58]. Este perfil de densidad se generaliza al
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caso dindmico como:

3¢ 3+ O 3K ()
P lemromp o R0 e (A.12)
<1+l(“)Rm2>
Ademas, en la presiéon radial se propone el caso dindmico de la forma:
~ 1—g(t) e
P(r,t) = P.(t) 20 (A.13)

r2 2
(1 +g(t) R<t>2>

Anélogo a la configuraciéon de FGM (A.1), empleando la ecuacién de campo cuasi-

estdtica (1.49), se obtiene la funcién métrica dada por:

4T R?p, 2

Bt ki (A.14)

m(r,t) = / 4rr?pdr =

0
De igual forma que en la secciéon anterior, empleando la configuracion de Buchdahl
(A 12-A.14) en la relacién (4.8) se puede obtener la otra funcién métrica v (r,t). Donde

pe v P, vienen dadas por (A.4).

A.2.1 Funciones de Acoplamiento

Sélo son posibles dos funciones del tiempo en los perfiles de densidad y presién, debido
a que se ajustaran a las dos ecuaciones de acoplamiento (1.34) y (1.37) obtenidas.
Cabe notar que este perfil de densidad de Buchdahl (A.12) es independiente de una de
las funciones del tiempo, ¢ (t), ya que de esta manera se desacopla la densidad de la

presion y se simplifican los calculos. Por lo tanto, andlogo a la seccién anterior tenemos

que:
4T R3p, -
K (t) = -1 . Al
0= (" - 1) (A1)
implicando que:
My (Ko +1) (A16)

Pe = T R3K,
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Donde, al igual que para el caso estatico, se impone que sea para todo K (t) > 0. Para

la otra funcion del tiempo se tiene que:

orR%p. K (. RM oM
=" (e (11— 2 K Al
g (t) Wi (R 6M—i-( R>+g>+ (A.17)
donde:
. oM\ 12 12 : M. 2
G = ({R+(1—?)} +W(M—2ME+MR)> (A.18)

A.3 Evolucion de la Superficie: Configuraciones de

FGM y Buchdahl

En nuestro escenario, la evolucién de la superficie R(t) cambia con el tiempo y esta

restringida por la condicién de contorno de la velocidad del fluido w (4.9), es decir:

W]y, = F <1 — 7)1. (A.19)

En otras palabras, la evolucién de superficie R (t) hace que la parte temporal de

velocidad del fluido se ajuste a las condiciones de acoplamiento (1.33) y (1.32).

La ecuacién para R(t), escrita como:

R:—(/ORdf%<1—27m)g> (1—%)%, (A.20)

es una ecuacion diferencial de primer orden no lineal, lo que indica que el problema
puede tener mas de una solucién diferente, o puede incluso no tenerla, dependiendo

del intervalo de integracion; fue resuelta de manera numérica.

Tanto en la configuracion de Florides-Gokhroo-Mehra como en la de Buchdahl,

la ecuacién (A.20) presenta una singularidad para cierto valores de las condiciones



A.3 EVOLUCION DE LA SUPERFICIE: CONFIGURACIONES DE FGM Y BUCHDAHL 55

iniciales Ky, Moy Ry. Se puede despejar la derivada de primer orden con respecto
al tiempo en la ecuacién (A.20) (ya que ri también depende de R), y ver cémo es
su comportamiento para condiciones iniciales dadas; en la figura A.2 se muestra
la evolucién de la superficie obtenida para ambas configuraciones y pardmetros

particulares. Nétese que los cambios en el tiempo de R(t) son muy pequenos, siendo

015 015
0.00 010

0.054 005

-0.05 005

0104 -0.10 4

~0.15 - 0154

R(0) ii(ﬂ)
(a) FGM (b) Buchdahl

Figura A.2: Relaciéon R vs 2My/ Ry para las configuraciones de FGM y
Buchdahl, obtenida a partir de la ecuacién (A.19). Donde los valores positivo
indican que el fluido se expande, mientras que los negativos indican colapso. Se
emplearén los valores iniciales Ky = 0.3 y K¢ = 0.8 en las configuraciones de
FGM y Buchdahl respectivamente.

consistente con el régimen de aproximacion cuasi-estatico. Los cambios positivos en
el tiempo de la superficie R indican expansién, mientras que los valores negativos
indican que el fluido colapsa. Para poder obtener todos los parametros que afectan a
la evolucion de la superficie, se grafica primero la funcion inversa, como se muestra en

la figura A.3.
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Figura A.3: Relacién 1/R vs 2My/ Ry para las configuraciones de FGM vy
Buchdahl. Los valores positivo indican que el fluido se expande, mientras que
los negativos representan colapso. En la graficas se emplearén los valores iniciales
Ko = 0.3y Ky = 0.8 en las configuraciones de FGM y Buchdahl respectivamente.
Se observa que las singularidades de R (figura A.2) se tratan de mejor manera
al considerar su inversa 1/R.

Se puede apreciar que de esta manera nos evitamos las singularidades encontradas
(véase figura A.2), lo que nos permite obtener todos los pardmetros posibles donde
ocurre tanto expansién como colapso. Es decir graficando la relacién (A.21) de manera

implicita se obtiene la figura A.4.

1
0< ——— (A.21)
=q
(@) =0
Donde las regiones pintadas representan un fluido en expansion, mientras que afuera
significa colapso. Las variables fisicas del sistema para ambas situaciones posibles
se presentan a continuacion, obtenidas para las configuraciones de Florides-Gokhroo-

Mehra (FGM) y Buchdahl; donde es interesante observar que sélo cuando el sistema

colapsa, para ambas configuraciones se obtiene un flujo de radiacion negativo.
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Figura A.4: Gréfica implicita de la ecuacién (A.21) para ambas configuraciones
frente a las condiciones iniciales del sistema de Koy (2Mo/Ry).
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Figura A.5: Evolucién de la Superficie
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Figura A.11: Anisotropia del Fluido.




Apéndice B

Escenarios en evolucion

cuasl-estatica

En este capitulo se muestran las variables fisicas totales de nuestro escenario: presién
radial P, presiones tangenciales P, densidad p y fluyjo de radiacién ¢q. Ambas
configuraciones estan contenidas en nuestro escenario, tanto las de FGM como las de
Buchdahl, para los mismo parametros escogidos dados por la tabla 5.4. En la figura B.1
se aprecia como ambos modelos representan escenarios diferentes en todas las variables
fisicas del sistema: la densidad de energia p, la presion radial P, la densidad del flujo

de radiacion ¢, la presién tangencial P, , la velocidad del fluido w y la anisotropia I:

P —P
P

I (B.1)

Sin embargo, como se muestra en el capitulo 5, ambas configuraciones se encuentran
el régimen de escape libre en el contorno.

Ademads, al observar las figuras A.9 y A.10 se muestran que el caso de colapso no
puede ser modelado, dado que describe a un flujo de radiaciéon ¢ negativo implicando
densidades de materia fuera de las condiciones de aceptabilidad, al ver (3.8) y (3.12);
siendo consecuencia tanto del perfil del fluido propuesto (4.6) y (4.7) como de los
parametros escogidos 5.4. En la figura B.1le se muestra el caso de expansién en ambas

configuraciones.
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Figura B.1: La variables Fisicas del sistema para ambas configuraciones,
Buchdahl y Floride-Gokhroo-Mehra (FGM). Donde se emplearon las mismas
condiciones iniciales de la tabla 5.4



Apéndice C

Condiciones de Contorno en

Hidrodinamica y Radiacion

Como se mostro en el capitulo 1, las condiciones de contorno han impuesto restricciones
en las variables fisicas totales del sistema. Sin embargo, también debemos encontrar las
consecuencias de esas condiciones en nuestras variables de hidrodinamica y radiacién,

y de las condiciones de aceptabilidad fisica sistema:

lo que permitird acotar, aun mas, el intervalo de los posibles parametros fisicos
Loy, My, Ry y p. del sistema.

Con el fin de resolver este sistema de inecuaciones, empecemos encontrando las
variables de hidrodindmica y radiacién para cada relacién de cierre (véase tabla 4.2)
en términos de las presiones tangeciales P, , radiales P, densidad p y flujo de radiacion
q totales de nuestro fluido. tabla C.1.

Al evaluar en la superficie con (1.37), se observa que el sistema se puede resolver
de manera analitica en tres de las seis relaciones de cierre. Haciendo, sin perder

generalidad alguna, el cambio de variables P, = 0P y considerando:

Py
<y, =

[P R]E
[Py,

[pm]z

V= Pl

:[PR]U 0< :[pm]a 0<
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) —P 24342 5(P—P)?+15¢2—4|(P— P, )?—342
Lorentz-Eddington(LE) % ( = 12?P—1|ﬂ) SIS
. 3¢2 22 +4(P—P, )?
Bowers-Wilson (BW) Py 3 (q + W)
Janka (Monte Carlo) (MC) Num. obtenida Num. obtenida
. . 2 3 5 2
Mazimum Packing (MP) q+]23q—PJ_ 2 (%)
Minerbo (Mi) (P—PL)+3q/c (P—P)—q/a
e2a
Levermore-Pomraning (LP) | 2(P. — P) — 3q% q coth ()

Tabla C.1: Densidad pr y Presién Pr de radiacién para cada una de las
relaciones de cierre en términos de las variables fisicas totales: Presién P, Flujo
de Calor ¢ y presiones tangenciales P;. Notese que las demas variables de
hidrodindamica y radiacién se pueden obtener si mayor dificultad a partir de
nuestro sistema (3.5-3.7).

se obtiene la tabla C.2. De esta manera, es posible encontrar el intervalo de soluciones

Lorentz-Eddington(LE) 3":(;—?‘;;“1 %
Bowers-Wilson (BW) 4"3(5_%?9 ﬁ
Mazimum Packing (MP) %% (QTZU)

Tabla C.2: Densidad [pgr], = [pr]y, /[Py, y Presion [Pgrly, = [Prly. /[Ply, de
radiaciéon adimensional en términos de o = [P, ]y, /[P]y; para las relaciones de
cierre que se resuelven de manera analitica. Se obtienen a partir de la tabla
C.1 y la condicién de contorno (1.37). Las demds variables de hidrodindmica

y radiacién se pueden obtener si mayor dificultad a partir de nuestro sistema
(3.5-3.7).

donde o estd bien definido y al devolver el cambio de variables, con o = [P, |y, / [Pls, se
podran imponer condiciones entre las presiones y como consecuencia, sobre las variables
y (3.7). Se debe

notar, que la tnica variable fisica que contiene a la densidad total del sistema es la

de hidrodindmica y radiacién del fluido mediante las relaciones (3.5)

densidad de materia p,,, la cual, se puede resolver de manera independiente. Esto se
hace de forma andloga, sugiriendo el cambio de variables ¢ = [py]s. / [Pls.

Por otro lado, las demés relaciones de cierre requieren un analisis numérico. Esto
se puede resolver, graficando a ¢ por todos los valores posibles y excluyendo los valores

que no cumplan las condiciones de aceptabilidad fisica, como se muestran en la graficas
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C.2, y asi imponer condiciones de contorno en nuestras variables de hidrodinamica y

radiacién, tabla C.3. Sin embargo, la condicién 0 < [pg|, requiere un analisis numérico

Lorentz-Eddington(LE) 3pr < —2P,, + TPg 3P, <2P
Bowers-Wilson (BW) pr < 3PR P <P
Janka (Monte Carlo) (MC) | pr < —0,455P,, +2,545Pg | P, < 0,77257P

Mazimum Packing (MP) pr < 3Pg P <P
Minerbo (Mi) pr < —0,512P,, +2,488P; | P, <0,7440P
Levermore-Pomraning (LP) pr=Pr vy P,=0 P =0

Tabla C.3: Condicién de contorno en las variables de hidrodinamica y radiacién
para cada relacién de cierre.

diferente dado que contiene tanto a o como a ¢. Por lo tanto, graficando ¢ en funciéon
de o para todos los posibles valores donde se cumple 0 = [pg], se logra acotar a «,

graficas C.1. Haciendo un ajuste numérico de la curva que separa la region donde

0< [P”’Ja b [pm]ﬂ

T T T T T T T
0 01 02 03 04 03 0.6 0.7

o
curva2 — curva3 Prokitido | ‘

numeérico curval

numérico curval

curval —— curva3 || Prohibide

(a) Monte Carlo (b) Minerbo

Figura C.1: Grafica de ¢ = [pp]s,/ [Py, vs 0 = [PL]y,/[Pls, para todos los
valores que cumplen con la condicién 0 < [pg],. Donde, de lo obtenido en la
tabla C.3, se hizo: 0 < o,,, <0,77257 y 0 < 0,,, < 0,7440.

Pm se hace negativo (regién prohibida), se obtiene la expresion para ¢. Se observa en
ambas graficas que la curva que mejor se ajusta es la nimero 3, que corresponden a
las expresiones de la tabla C.4.

Note que para la relacion de cierre de Levermore-Pomraning no es necesario hacer

este andlisis dado que en C.3 se obtuvo que o,, = 0.
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Janka (Monte Carlo) (MC) | 10,7056 — -22228 <
Minerbo (Mi) 0,5817 — 22089 "<

Tabla C.4: Ajuste de la curva ¢ = [py]y; / [Py, vs 0 = [PL]y, / [Py, que separa
la region que cumple con 0 < [pg],, mostrado en la gréaficas C.1.

Lorentz-Eddington(LE) %% +3Pr — 2pr < pm
. 3(Pm+Pr)*
Bowers Wilson (BW) 1,200P, 1 %ﬁ_pfgr ;Z(ﬁRP _)(1€R+§ ;Om
5 m—1, P 5 ‘m
Janka (Monte Carlo) (MC) (7,167PR70753313“1:2.1;00%) B — pr < pu
- : AP+ P
Magirum Packing (MP) (3778Pm 2 3(%;_—%;%%3_)(1611% fm
Minerbo (Mi) ’ 11177551}3,{—?44915,,1—5,200;)2  — PR < Pm

Levermore-Pomraning (LP)

0 < pm

Tabla C.5: Condicién de contorno en las variables de hidrodindmica y radiacién

para cada relacién de cierre.

Se observa que estas restricciones son independientes de una configuracién particular

del sistema, se cumplen para cualquier escenario de hidrodinamica y radiacion con

simetria esférica.

independiente se obtiene una de las variables de hidrodinamicas y radiacién, se puede

despejar a o y obtener la distribucién de todas las demés varias fisicas del sistema en

el contorno.

De hecho, la tabla C.2 también nos dice que, si de manera
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Figura C.2:

(f) Levermore-Pomraning

lorl, = [PRls; / [Pls; ¥ Xmin Tepresenta el valor minimo mostrado en 3.15.

Graficas de las variables de hidrodindmica y radiacién en el
contorno para cada relacién de cierre en funciéon de o = [P|]y,/[P]y, que
cumplen con las condiciones de aceptabilidad fisica C.1. Donde las cantidades
adimensionales vienen dadas por: [Pp], = [Pnly / [Plss [Pr], = [Prly./[Pls ¥



Apéndice D

Comportamiento del Flujo de
Radiacion en el Centro de la

distribucion

Es importante notar que, la condicién inicial de la velocidad del fluido w también
implica una condicion en la densidad del flujo de energia ¢q. Despejando a w de la

expresion (1.53) y evaluando el limite en el centro de la distribucién r = 0, se obtiene:

AV 1_2_m %_|_4 2
Lo The ( ) mreq (D.1)
Arr? (p+ P)

_ e om\® 1
ﬂ%w—@% e () +l£%Q> (o) @2

Teniendo en cuenta que las funciones p y P tienen valores centrales definidos y

siempre mayores que cero, para que cumpla con las condiciones de aceptabilidad fisica.

Entonces:
1 1

li -
FPO0p+ P po(t) + P (D)

Por otro lado, como la funcién masa se anula en el centro para todo tiempo ¢, aplicando

(D.3)

la regla de L’Hopital tenemos:
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1
: m )\ .. 2m\ 2 , m’\ _, . 2m/
iy (g )i (1) = ()= 0 i o

Por lo tanto, la ecuacién (D.2) implica:

TS
Tgrg)w- pc+PC TI_I)I(I)(]

Donde, dada la condicién inicial en w (4.7) para todo t, se tiene que:

limgq (0,¢) =0
r—0

(D.4)

(D.5)

(D.6)

El flujo de radiacion ¢ en el centro de la distribucion tiende a cero debido a la simetria

esférica del sistema.
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