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RESUMEN

Partiendo de la solucion tipo pared de dominio autogravitante en
una simetria SU(5) X Za, se realizé un andlisis perturbativo andlogo al
realizado en el caso de un campo escalar por Giovannini [19], encontrando
que uno de los dos modos escalares, especificamente el que se relaciona
con la fluctuacién del campo ¢,, se encuentra localizado sobre la pared,
indicando esto que la pared como mundo brana tiene una fenomenologia
interesante. La parte transversa y sin traza tiene asociado un modo de
masa 0 localizado, y, por tanto, se recupera la gravedad 4-dimensional
en la brana. Ademaés, no es posible escribir el modo vectorial como una
ecuacién tipo onda, lo cual descarta su confinamiento.
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Capitulo 1

Introduccion

En los dltimos tiempos han surgido diversas teorias fisicas en las que se da
cabida a la idea de las dimeniones adicionales, pese a que estas dimensiones
no formen parte de nuestra percepcién cotidiana. Desde comienzos del siglo
XX, estas teorfas que incorporan en sus modelos a mas de las tres dimensiones
espaciales que conocemos, han tratado también de explicar la razén por la cual
no es posible percibirlas. Esta imposibilidad puede ser explicada si se supone
que la invariancia traslacional de nuestro universo esté parcialmente rota. Una
de las primeras explicaciones que se dan a esta suposiciéon fue dada por Oscar
Klein [1], cuando propone que la dimensién adicional estd compactificada en
un cfculo muy pequefio (alrededor de 10733¢m), y a cada punto del espacio
le correponderia uno de estos circulos, ubicados a lo largo de la dimension
adicional. Una dimension tan pequefia es por supuesto imperceptible para
nuestros sentidos.

Sin embargo, surgié posteriormente la idea de que la dimensién adicional no
tenia que ser necesariamente tan pequena. Es en 1983 donde Rubakov y Sha-
poshnikov [2] suponen que el universo es una pared de dominio generada por
un campo escalar y donde la materia estd confinada a bajas energias en el
pozo de un potencial, bastante estrecho en las dimensiones adicionales. Sin
embargo, con esta nueva suposiciéon es valido pensar que puede haber particu-
las con suficiente energia como para escapar de dicho pozo, lo que ocasionaria
que algunos fenémenos violen la ley de conservacién de la energia. Por otro
lado, este modelo no sugeria cémo reproducir la gravitacion 4-dimensional so-
bre la pared.

Los mundos brana tomaron importancia tiempo después, cuando en 1999 Ran-
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dall y Sumdrum consideran a nuestro universo como una 3-brana inmersa en
un espacio de mayor dimensionalidad y donde la gravedad se localiza utilizando
la curvatura del espacio circundante. El modo 0 del gravitén se encuentra ubi-
cado sobre la brana, y reproduce la gravitacién newtoniana, mientras que los
modos masivos son correcciones a la misma. Existen dos escenarios distintos:
el RS1 donde la dimensién adicional esta acotada [3], y el RS2 donde la dimen-
sién adicional es infinita [4]. Podria pensarse que este modelo es poco realista
yva que la pared es infinitamente delgada, es decir, es una singularidad, y en
este sentido una brana gruesa podria ser un modelo mas acorde para describir
a nuestro universo. Estas branas gruesas son soluciones a sistemas acoplados
Einstein - campo escalar, que interpolan entre dos minimos de un potencial
con rompimiento espontaneo de simetria. Algunas de estas paredes gruesas
tienen un limite de pared delgada bien definido en [5][6][7]

Ademés de la gravitacién, los campos del modelo estandar también deben
poder ser localizados en estas branas. La localizacién de los fermiones y
campos vectoriales se realiza por mecanismos no gravitacionales. Uno de es-
tos mecanismos consiste en introducir un acoplamiento de Yukawa entre los
fermiones y el campo escalar que genera la pared [2] y esto conduce a la lo-
calizacién de fermiones [8][9][10]. La localizaciéon de los campos de calibre se
estudia en [11] en ausencia de gravedad y su anélogo gravitacional se considera
en [12].

Otro aspecto importante que se puede considerar a estudiar estas branas grue-
sas generadas por un campo escalar, es su estabillidad perturbativa. Para ello,
la estrategia usual consiste en hacer pequenas fluctuaciones a la métrica y al
campo que genera la pared. En ltima instancia, sélo el sector transverso y
sin traza (que representa al gravitén) debe estar localizado sobre la brana,
mientras que los sectores escalares y vectoriales no deben estar confinados,
para garantizar en parte su viabilidad como modelo del universo. En [13] se
demuestra que para los dos casos particulares de paredes de dominio grue-
sas consideradas en [14] y [15], los sectores escalares y vectoriales no estan
localizados. Por otro lado, la parte trasversa y sin traza del sector tensorial
se encuentra localizado sobre la pared, al igual que en el escenario RS2 singular.

Las branas gruesas generadas por un campo escalar no poseen una simetria de
calibre interna. Generar una pared de dominio en una simetria no abeliana,
como SU(5) x Z, puede resultar interesante ya que la brana, al tener una
simetria interna de forma natural, puede dar origen a un gran nimero de
posibles interacciones con los otros campos de la teoria. Sin embargo, no se



ha hecho hasta ahora el analisis perturbativo de una pared de dominio en la
simetria ya mencionada en presencia de gravedad. Este aspecto serd el punto
fundamental de este trabajo.

En el capitulo 2 se mostrard en detalle el proceso que se sigue para obtener las
ecuaciones linealizadas de las fluctuaciones en un sistema acoplado Einstein
- campo escalar, tomando como referencia lo expuesto en [16] y generalizado
en [7]. En el capitulo 3 se hace una revisién bibliogréfica breve del trabajo
de Vachaspati [17], mostrando c6mo se genera una pared de dominio en una
simetria SU(N) x Zy y luego se muestra parte del trabajo de Véazquez [18],
donde se toma como inspiracién el trabajo anterior para generar una pared
de dominio autogravitante en SU(5) x Z3. En el capitulo 4 y como aporte
del presente trabajo, se hace el andlisis de fluctuaciones en la simetria no
abeliana anteriormente mencionada, mostrando como obtener ecuaciones tipo
onda para los modos de las fluctuaciones con el fin de hallar la forma de los
potenciales asociados a cada modo, y finalmente, en el capitulo 5 se establece
qué modos se localizan sobre la brana.
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Capitulo 2

Fluctuaciones en el sistema
acoplado Einstein - campo
escalar

En lo sucesivo, se mostrara el método general que se sigue para obtener la
ecuacién linealizada de las perturbaciones hechas en torno a una solucién ex-
acta cualquiera del sistema acoplado Einstein - campo escalar. Luego de pro-
poner una parametrizaciéon general de dichas fluctuaciones, establecer cémo
transforman dichas fluctuaciones bajo difeomorfismos para luego proponer
cambios de variable adecuados y hacer la transformacién a coordenadas con-
formemente planas, se procedera a establecer la localizacién o no localizacion
de los diferentes sectores de las fluctuaciones sobre la pared.

2.1 Deducciéon de las ecuaciones para las
perturbaciones

La ecuacién de las perturbaciones en el sistema acoplado Einstein - campo
escalar se obtiene partiendo del procedimiento usado para encontrar dicha
ecuacién cuando la perturbacién se hace sobre una solucién exacta de las
ecuaciones de Einstein en el vacio.

Sean gqp v ¢ soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein:

1
Rab = Tab + anbR (21)
1
Ty = Vad¥ud — gus (59967 + V(0)) (2.2)

9
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dv (o)
ab — __\r/ 2
gV Vo = i (2.3)

donde la métrica es covariantemente constante, es decir, V. g, = 0. Puede
suponerse ahora que existe una familia de métricas y de campos escalares que
dependen diferencialmente de un parametro A y que ademaés son solucién a
las ecuaciones de Einstein mostradas anteriormente, de forma tal que:

Gabl|Ax=0 = Gab, O(N)|[r=o0 = ¢

El parametro A se considera ahora infinitesimal, de forma que este produce
pequeiias desviaciones en g, v en ¢, siendo posible hacer la siguiente aproxi-
macion:

_ dga

Gab(A) & gab + Aab j; A=0 = hab (2.4)
- d¢~>
SN =+ M o =1 (2.5)

donde hyp, v ¢ representan las desviaciones de la métrica y del campo escalar,
respectivamente. Al escribir las ecuaciones de Einstein en la forma de Ricci
utilizando la métrica perturbada, se tiene

Rab = ~ab - %gabT (26)
donde T = gabT;b
- & e -
Tap = va¢ — Yab <2v ¢vc¢ + V(¢)> (27)
~abv v 1 d 7
GV Vi = S (¢) (2.8)

En general, las ecuaciones de Einstein pueden resultar dificiles de resolver. En
principio, si la métrica g, y el campo 6 son conocidos, se puede encontrar una
solucién exacta para la perturbacion hyp, v . Sin embargo, para simplificar los
calculos se hard uso de una estrategia que consiste en diferenciar las ecuaciones
(2.6), (2.7) y (2.8) con respecto a A y evaluarlas luego en A = 0 (con esto se
garantiza que las ecuaciones sean lineales en ). Pero antes, hay que establecer
cudl es la relacion entre el tensor de Riemman de la métrica perturbada y el
de la métrica sin perturbar. Se puede demostrar que dicha relacién es la
siguiente:

Rabcd = Rabcd - QV[an]C + 2006 Cl()i]e (29)

la
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donde el tensor Cf, se define como la diferencia entre los operadores Va v Va:

Cowe = Vawy — Vawy. Dicho tensor estd dado por:

1_. B 5 B
b = 59 UV 4Gbd + VGad — Vadap) (2.10)

Introduciendo la métrica perturbada (2.4) en la ecuacién anterior y despre-
ciando los término cuadraticos en )\, se obtiene

1
<~ 5)\gfd(vam)d + Vihaa — Vihab) (2.11)

De aqui se observa que C$|[x»=0 = 0. Al contraer (2.9) se consigue el tensor
de Ricci para la métrica perturbada, que resulta ser

Rac == Rac - QV[aCII;]C + 2008 él%e (212)

la

Ahora, podemos obtener el miembro izquierdo de la ecuacién (2.6) derivando
(2.12) con respecto a A y evaluando en A = 0. Por lo cual

dRab‘ _d
dx 0 dx
Al sustituir la definicién del tensor C, dada por (2.11) en la ecuacion (2.13)
se obtiene que:

d - c 1 c 1 cd
75 Ravlaco = VoV ahye = 5V Veha = 5VaVs (9°hea) (2.14)
Es posible escribir el primer término del lado izquierdo de la ecuacién anterior

en funcién del tensor de Riemann, utilizando

(Vcégb - vaégb) Ix=0 (2.13)

VIV (whinya = VoV hiya + R ) hed + R hiya (2.15)
Asi, la ecuacién (2.14) se escribe como:

d - d loa 1 od
aRab‘/\:O = V@@V'ha = 5V Vaha = 5VaVe (g hcd) +

R% (1) hea + RE(ahw)e (2.16)
Ahora, debe verse cémo se escribe el lado derecho de la ecuacién (2.6), ha-
ciendo uso de %gcd = —h y las ecuaciones (2.4) y (2.5). Entonces, derivando
con respecto a A y evaluando en A = 0 se obtiene que:

d - 1
—<Tubla=0 = 2V (oo V)¢ + 3 (gathd - habng) VepVag

d\
—9ab9““V (cpVayd — hapV (¢) — Gab' 359 (2.17)
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1d ~ ~cd _ 1 cd cd
—ga (gabg Tcd) |)\:O - _g (habg - gabh ) Tcd
1 . d -
g =Ty ) e 2.18
3 9abg (d/\ d)|)\0 (2.18)

Finalmente, al sumar (2.17) con (2.18) e igualando el resultado anterior con
(2.16) se obtiene la ecuacién linealizada de las fluctuaciones. Dicha ecuacién
es la siguiente:

1 1
V (Vg — ivdvdhab —5VaVy (nghcd) + R% () hea + RE (ol

2 2 dV
=2V .V —haV —Jab—— 2.19
@PVe)d + Shav (¢)+3gabd¢<ﬂ (2.19)
En forma andloga, considerando esta vez la ecuacién para el campo escalar
(2.8), se encuentra que:

1
—h®V, Vo — 59“"9“ (Vahoa + Vohaa — Vahap) Ve
d?v

ab
VaVop — = =
+g bp d¢2 ®

0 (2.20)

2.2 Parametrizacion de las fluctuaciones

Lo visto en la seccién anterior es de completa generalidad, ya que no se ha
considerado ningun tensor métrico en particular, ni tampoco una forma ex-
plicita del tensor de perturbacién hy,. Debido a que es de interés considerar
soluciones que representen una pared de dominio, supondremos una métrica
de la siguiente forma

ds* = e, datdz” 4 dr? (2.21)

donde los indices espacio-temporales u, v toman los valores 0,1,2,3 y r denota
la coordenada de la dimensién adicional.
Con dicha métrica, las ecuaciones de Einstein que se obtienen son:

V() = — <6A’2 + ‘;A”> (2.22)

¢? = —34" (2.23)

Ahora bien, la fluctuacién de la métrica, es decir, hgp, contiene modos tenso-
riales, vectoriales y escalares. Estos modos pueden ser descompuestos, aten-
diendo a la invariancia de Poincaré en cuatro dimensiones [19], de la manera
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siguiente:
I 2hLT 4+ 20, f0) + 20wt + 20,0,E e (Dy + 0,0)
* e~ (D, +0,C) e 2420
En esta parametrizacién tenemos un sector transverso y sin traza, h}fVT , esto
es
hTR=0  9*hLI =0 (2.24)
y los vectores f,, y D, con divergencia 0,
o'f,=0 0"D, =0 (2.25)

Al sustituir la métrica (2.21) y la parametrizacién del tensor h,p, propuesta
en (2.2) en la ecuacién (2.19), se consiguen las tres ecuaciones siguientes,
que representan el sector tensorial, vectorial y escalar de las fluctuaciones,
respectivamente:

(~e*0P05 — 0F — 440, ) W

+, [3e*ADV) — [l —4Afl + e_AD’V):

1 [_e—QAaﬂaB (d} +AAE — eAA/C) " 8 Ay
N [SAIQw + AW+ 2A"w}

+0u0 [~ M (w +20) — B' —4A'E' + =10 + 34'e7AC]
2dV

= —— N 2.2

—%e*Aaﬁaﬂ (DM —ef f;) + 0,34 — 3¢ — ') =0 (2.27)

_6—2A8586 (w LB 42 AAE — AAC — eAC/) — 4" — 8A"Y
2dV

+4AW +24"w + 8Aw — 24/ — 387" 0 (2.28)

Por tltimo, de (2.20) se obtiene la ecuacién para el campo escalar y su respec-
tiva fluctuacién:

672148585 (SD - €A¢/C 4 €2AE/¢/) o 2(¢// + 4A/¢)/)(JJ o ¢)/w/
2
g 4o 4 adlg — CV (2.29)
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2.3 Transformaciones de calibre

Como se ve claramente en las ecuaciones (2.26), (2.27), (2.28) y (2.29) existe
un acoplamiento entre las fluctuaciones de la métrica y las fluctuacion asoci-
ada al campo que genera la pared. Con miras a establacer la localizaciéon o
no localizacién de los distintos modos sobre la brana, se debe definir, como
primer paso, una serie de variables que sean invariantes bajo transformaciones
infinitesimales de coordenadas, para luego escribir las ecuaciones de las fluc-
tuaciones de la métrica en funcién de dichas variables.

Ley de transformacion de las fluctuaciones

En relatividad general existe una libertad de calibre asociada al grupo de
difeomorfismos. Esto implica que dos perturbaciones, hqp, v hay representan la
misma perturbacién fisica si y sélo si difieren un "difeormorfismo infinitesimal"
de la métrica, que es generado por un campo vectorial €* [16], cumpliéndose
para la tranformacién de cordenadas que

T4 =2+ € (2.30)

Por otro lado, el cambio en un campo tensorial, originado por el difeomorfismo
infinitesimal, define a la derivada de Lie, y por tanto la perturbacién de la
métrica tiene la siguiente libertad de calibre:

hrab = hab — 2V (a6 (2.31)

El campo vectorial ¢, puede ser expresado explicitamente si se considera la
métrica dada en este caso por la ecuacién (2.21):

€q = (62146/“ er) (2.32)

El vector €, puede ser expresado en funcién de la derivada de un escalar y de
un vector transverso, como sigue

€y = Oue+ (y, oM, =0 (2.33)

Ahora, al estudiar detalladamente cémo transforma el tensor h,, de acuerdo
a (2.31), se podra obtener las transformaciones de todos los campos involu-
crados en dicho tensor.

En primer lugar, se considera la parte cuadridimensional de hgp,, y para con-
seguir las transformaciones de los escalares E y v se calcula g EW, obtenién-

dose que
=1 — Ale, (2.34)
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E=E—¢ (2.35)

Para encontrar la transformacioén del campo vectorial f,, se calcula 0*h,,:

f,u = fu—Cu (2.36)

En segundo lugar, se consideran las componentes a lo largo de la coordenada
adicional. Para encontrar la transformacién de los campos C'y D, se calcula
la, divergencia de la parte vectorial de hgp, esto es, 0"h,,. De forma que:

C=0C-eted—e e, (2.37)
D, =D, - €', (2.38)

Ahora, la transformacién del campo escalar w se encuentra calculando 0% h,.,.
Asi,
W=w-—ce¢ (2.39)

T

Por ltimo, la transformacién de la perturbacién del campo que genera la
pared, ¢, es:

P=p—de (2.40)

Variables invariantes de calibre

En lo que sigue, se definirdn unas variables invariantes de calibre partiendo de
las transformaciones hechas a los campos escalares y vectoriales involucrados
en la presente teoria y mostrados en las ecuaciones (2.34)-(2.40).

Los grados de libertad de la transformaciéon de coordenadas determinan el
nimero de variables a definir [19]. De acuerdo con esto, la funcién de calibre
¢, permite definir la variable vectorial V,,, dada por:

!/

V=D, —e'f, (2.41)

Ahora, las transformaciones para las funciones escalares involucran a € y €,
por lo que se definen las dos variables siguientes:

T=9+4 (B - A0) (2.42)

O =w—e'C +E" — AT +24'AE (2.43)

También se define una variable invariante de calibre asociada a las fluctua-
ciones del campo que genera la pared, es decir, . Entonces:

X =04 4¢E —e2¢'T (2.44)
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Es posible escribir las ecuaciones (2.42), (2.43) y (2.44) de una manera més
simple, si se establece que

O =eE - AT (2.45)
Por lo tanto, se tiene que:
=y +AQ (2.46)
O=w+ (2.47)
X=7+¢'Q (2.48)

2.4 Desacoplamiento de los modos de las
fluctuaciones

Usando el hecho de que las nuevas variables son invariantes de calibre, es
decir, T=1,0=0y Vu = V}, se escriben las ecuaciones correspondientes
a los distintos modos de las fluctuaciones, (2.26)-(2.29), en funcién de dichas
variables como sigue:

(—e249%05 — 0F — 4A'9, )WL + e 40, (0, + 34"V,
+0,0,]—e 2O+ 2 —24'Q — Q) —4A'E — E" + ¢ A (3A'C 4 "))
+?7W[—e_2A8ﬁ85T _ (f” . (Alﬁ)”) _ 8A/(f/ _ (A/Q)/)]

2

— = — =N = dV
+nuw[(847 +24")(0 - Q) + A - Q)] = 3 (X = ¢>’Q)@ (2.49)

Para el modo vectorial:
1 . . _ _ _
5%V, + o 340 - ) = 3(T" — (AQ)') - ¢/(x — ¢'D)] =0 (2:50)
El modo escalar se escribe como:

—e7249%9,0 +44'(© — Q) —8A/(T' — (A'Q)) —4(T" — (A4Q)")
_ - 2 — dVv
—20/(X = (#)) + (847 + 2470 - 9) = S(x — 9D 55 (251)
Por 1ltimo, la ecuacién para el campo escalar y su fluctuacién en funcion de
las variables invariantes de calibre es:

9P05x — 2(¢" +4A4'¢) (O - Q) — ¢/(® - Q") +4¢/(T" — (AQV)')
d2v

HAY - 0D+ - (@) = (+ 0D Gy 252)
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La forma final de las ecuaciones para los distintos modos de las fluctua-
ciones dependerd de la fijacion de calibre que se haga. Existe una escogencia
de calibre en particular con la que se logra eliminar los grados de libertad no
fisicos (aquellos que no pueden ser escritos en funcién de las variables definidas
anteriormente) y en tultima instancia permite el estudio de la localizacién de
los distintos modos sobre la pared. Esta escogencia de calibre es una general-
izacion del calibre longitudinal, donde todas las componentes escalares fuera
de la diagonal de la métrica perturbada son nulas [20]. De forma que:

E =0, C =0, fu.=0 (2.53)

De esta forma, los pardmetros de la transformacion de calibre pueden ser
fijados por completo:

e=FE, & = (E' - 0), Cu=fu (2.54)

Con lo impuesto en (2.53) es inmediato ver que la funcién Q definida en
(2.45) es igual a 0, asi como todas sus derivadas. Por lo tanto, los términos
dependientes de 2 que aparecen en las ecuaciones de ls distintos modos se
anulan. Eliminando entonces la tilde de las variables en las ecuaciones para
los distintos modos de las fluctuaciones, se tiene que:

(—e 240705 — 02 — 4A'0, )L T + 49, (0, + 34"V,
[ 2A0P9T — T — AT + (8A” 4 24")0 + A'O]

2 av
+0,0,[—e 24O + 2D)] = Snux—— (2.55)
3 d¢
—%e—Aaﬂagvﬂ + Ou[34'0 — 31" — ¢/x] =0 (2.56)
_,—2A98 '’ _ A2 WA, PN
e 7707030 + 440" — 8AT" —4AI'" —2¢'x
2 dv
A? 4240 = Sx— 2.
+(8A4" + )© 3X 9 (2.57)
2
6_2A8683X —2(¢" +4A'¢)O — ¢'O" + 4T + 4AX + " = Xd (2.58)

dg?

Es conveniente ahora reescribir las ecuaciones (2.55)-(2.58) en un sistema de
coordenadas conformemente planas, definidas por:

n= /e_A(T)dr (2.59)
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Con este cambio de coordenadas la métrica (2.21) se escribe como:
ds* = 2 (n, datdz” + dn?) (2.60)
La relacion entre la coordenda r y n es:
dr = e~ “dn (2.61)

Entonces, las ecuaciones de los modos de las fluctuaciones haciendo trasfor-
maciones a coordenadas conformes son:

(_8ﬁ8’8 N 3A/6” - 87?)hEVT + 8(#(877 + 3A,)Vu) — 0,0,(2I' + ©)
+77,1w[_8’36ﬁF —TAT + <6A’2 + 2A”)@ + 40 — F”]

2 94 AV
== — (262
1

—iaﬁagvu +0,[34'0 =31 — ¢'x] =0 (2.63)
—0P050 +4A'0 — AT —4AT" — 2¢/x/
2 dv

A? 1240 = 224 2.64

+(6A47 + )© 3¢ qub (2.64)

2
P0sx — 2(¢" + 34410 — ¢ + 44T + 3A'Y + X" = X&f‘% (2.65)



Capitulo 3

Branas con simetria no
abeliana

En este capitulo revisaremos un par de trabajos donde se consiguen de man-
era explicita soluciones tipo pared de dominio en simetrias no abelianas.
El primero de estos trabajos es el de Vachaspati [17], para una simetria
SU(N) x Zs y el segundo, realizado por Vézquez [18], donde se trabaja con
la simetria de calibre SU(5) x Zs.

3.1 Pared de dominio en SU(N) x Z, para el caso
gravitante

En primer lugar consideremos una teoria 1 4+ 1 dimensional sin gravitacién
L =Tr[(0,®)?] — V(@) (3.1)

V(®) = —m2Tr[®%] + h(Tr[®]%)% + ATr[®1] + V) (3.2)

donde el campo ® puede ser representado como una matriz hermitica N x V.
Entonces ®, queda escrita en términos de sus componentes de la siguiente

manera
N2-1

o= > T, (3.3)

a=1

Los T, son los generadores de SU(N) y cumplen con la normalizacién dada
por

1
Te{TTh) = 50a (3.4)

19
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Es de interés considerar valores impares de IV, ya que es en este caso cuando
el presente modelo admite soluciones tipo pared de dominio. Para N impar,
el modelo contiene la ruptura de una simetria Z5 y, por tanto, los valores
asintéticos de @ son los minimos del potencial conectados por dicha simetria.
Si @, denota la solucién pared de dominio, debe satisfacer

Pp(z = —00) = —Udy(400)U ™ (3.5)

con U € SU(N).
Luego, se propone que ¥ tenga la forma

O = f(x)M + g(x)P (3.6)

donde f(z) y g(z) son funciones y M y P son generadores de SU(N) que
satisfacen la condicién de normalizacién mostrada en (3.4), es decir:

1
Tr(M?) = 3= Tr(P?) (3.7)
Tr(MP) =0 (3.8)
Ademas, se impone que
Tr(M3P) = Tr(MP?) =0 (3.9)

Al introducir ®; en el potencial, se obtiene que:

m? h
V(®k) = —T(fQ +9°)+ Z(f4 +¢") + Alf Te(MY) + g*Tr(P?)]
h
+lg 6ATr(M?P?)| f2¢*> — Vo (3.10)
Por simplicidad, se impone que % + 6ATr(M2P?) = 0 y asi, el campo f(z) se
desacopla del campo g(x) y por tanto la energia se puede expresar en términos
de dos campos independientes. Ahora, se debe determinar qué forma tienen

las funciones f y ¢ y cuales son los generadores M y P. Dichas funciones
cumplen con las siguientes condiciones:

flw=00)=—f(-00),  g(z=o00)=g(-0) (3.11)
De las ecuaciones de Euler-Lagrange se encuentra que f y g deben satisfacer
"+ mif + AN3Tr(M2P?) — Tr(MY)]f2 =0 (3.12)

g’ +m?g + 4A3Tr(M?*P?) — Tr(PH]¢® =0 (3.13)
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Con estas ecuaciones unidas a las condiciones de contorno mostradas en (3.11),
se obtiene que g puede ser escogido igual a una constante, tal que
9 m? 1

T 7 TN 3T (M2P?) — T (PY) (3.14)

y que f viene dado por

f(z) = fotanh <\7§x) (3.15)

con fy dado por
m? 1

2 _ _ "
fo==74 3Tr(M2P%) — Tr(M%) (3.16)

Puede verse de las ecuaciones anteriores que para que la funcién f sea valida,
debe cumplirse que
Tr(M?*) > 3Tr(M?P?) (3.17)

v la solucién para g serd valida siempre que
Tr(P*) > 3Tr(M?P?) (3.18)

Ahora bien, las matrices M y P se escogen de manera que los valores asintéticos
de @ tengan la simetria dada por

SU(n+1) x SU(n) x U(1)
Zn+1 X Zn

SU(N) x Zy —» (3.19)

y ademas que el valor de expectacién en el vacio de @y, sea de la forma

‘130 = Rdiag(pl,pg, ...,pN) (320)

donde R es un factor de normalizacion y los p; satisfacen

N 1
> pi= 3 (3.21)
=1

Esto, unido con las condiciones impuestas en (3.7), (3.9), (3.17) y (3.18),
permite determinar que la forma de los generadores M y P es

I 0
MZB( o —(N—l))



292 CAPITULO 3. BRANAS CON SIMETRIA NO ABELIANA

1, 0 0
P=vNg| 0 -1, 0
0 0 0

_ 1
con,@’—\/m

Finalmente, la solucion ®;, tiene la forma

Oy(z) = % % [tanh (\%x) M + \/NP} (3.22)
Por completitud, debe demostrarse que la solucién mostrada en (3.22) es una
solucion completa de la teoria, es decir, que es la solucién con menor energia a
lo largo de los generadores M y P. En el trabajo de Vachaspati, esto logra ser
demostrado via un analisis perturbativo. Sin embargo, puesto que los detalles
de dicha demostracién no son de interés para este trabajo, no seran revisados
aqui.

3.2 Paredes de dominio en SU(5) X Z,

Ahora, se mostrarda brevemente el proceso para conseguir una solucién tipo
pared de dominio en un sistema acoplado Einstein - campo de SU(5), solucién
que serd de principal interés en este trabajo. Cabe destacar que, a diferencia
que en el caso de Vachaspati, la pared de dominio que se tratara a contin-
uacion serd considerada como una 3-variedad inmersa es un espacio tiempo
5-dimensional.

El modelo de esta teoria 44 1 dimensional esta descrito por la siguiente accion

S — / dizdry/-lg| {}; — Tr(0,80°P) — V() (3.23)

El campo ® puede ser representado como una matriz hermitica 5 x 5 y ser
escrita en término de los 24 generadores de SU(5) como

24
d=>" ¢'T, (3.24)
a=1
Los generadores T% seran tomados con la normalizacién
1
Tr(T,1p) = §5ab (3.25)

Tomando como inspiraciéon el potencial V' de sexto orden derivado del su-
perpotencial W propuesto en [15], se propone que el potencial V(®) sea un
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polinomio de sexto orden. Tomando en cuenta la simetria de calibre consid-
erada, el potencial mas general es

V(®) = —m*Tr[®?] + h(Tr[®?])? + ETr[®?] + a(Tr[®?))3
+B(Tr[®%])% 4 (Trdh) (Trd?) + V4 (3.26)

La constante Vj sera fijada de manera que las ecuaciones de Einstein puedan
resolverse de manera analitica.

Soluciéon pared de dominio

En este punto en bueno mencionar que en la simetria SU(5) x Za existen
dos rompimientos que originan soluciones tipo pared de dominio estables en
ausencia de gravitacion [21]. Es conveniente entonces considerar estos dos
rompimientos en el caso gravitacional, aunque los resultados obtenidos para
cada caso seran muy similares, como veremos méas adelante.

1. Rompimiento SU(5) x Zy — SU(3) x SU(2) x U(1)/(Z3 x Z2)
Se propone que la solucién pared de dominio ®; dependa sélamente de
la coordenada adicional r. Asi:

Dp = Pm(r)Ma + ¢p(r)Pa (3.27)

donde M4 y P4 son dos generadores diagonales de SU(5). Para este
primer caso, dichos generadores son:

AT\ 0 —4

1
0 —Iax2 O

Py = ——
2v2 | 0 0

Tomando como referencia el sistema acoplado Einstein - campo escalar,
la solucién tipo pared de dominio satisface la condicién de contorno

Pp(r = —00) = —Udp(+o0)U ! (3.28)

con U € SU(5). La solucion @y, debe interpolar entre dos minimos de
un potencial que esta vez no es de cuarto orden sino de sexto orden, tal
como se muestra en (3.65).
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Al sustituir la forma explicita de ®; dada por (3.27) en el potencial, se
obtiene que

V(@) = —gmPdh+ (5 + 5ok) b+ (5 + 1558+ 1007 ) 9%

2 4 160 160
—1m2¢2 + (Z + k) b+ ( + 32> s
(50+ 165% + 1007) e+ (50— g8+ 1657 90

h 3
(2 + 40/<:) 02,05 + Vo(3.29)

Para encontrar una solucién analitica, es necesario que el campo ¢, se
desacople de ¢,, y esto se logra si los parametros satisfacen las siguientes
relaciones [22]:

h = —12Tr(P*M?)k

4 [2Tr(M?)Tr(P*) — 3Tr(P*M)Tr(M
) [ 3Tr(P2M) — 2Tr(M?3)
1 Tr(M*) — Tr(P%)

6 [Tr(PQM)[BT (P2M) — 2Tr(M?)]

0 _ 6TY(P2M2)] v

B == ] 7 (3.30)

En este primer caso, sustituyendo M por My y P por P4 en (3.30), se
encuentra que:

8= (3.31)

Al sustituir los valores de h, o y 3 mostrados en (3.31) en el potencial
V(®}), este queda ahora en término de los pardmetros m?, k'y v y de
dos potenciales independientes, V;,, y Vs, como:

V(®y) = Ve + V¢p + W (3.32)
con
1 k 5
Vo = _§m2¢$n + g@ln + *’Y@i
1 2.2 k 4
Vs, = —5m o, + Zo(ﬁp + 360(% (3.33)
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De esta forma, se han encontrado las relaciones que deben tener entre
si los parametros del potencial para que la solucién pared de dominio
propuesta en (3.27) haga posible que V(@) se desacople y quede escrito
en funcién de dos potenciales independientes.

El sistema acoplado Einstein - campo de SU(5) queda descrito como

S = / d*zdy []; TH(0,80°P) — V() (3.34)
24

o= ¢, (3.35)
a=1

V(®) = —m2Tr[0?] — z%k(Tr[(bz])z + ETY[@] — %V(Tr[fbﬂ)g

—l—%’y(Tr[(I)?’])Q + A (Trd*) (Trd?) 4 V) (3.36)

gap = AW (—dt dty + daldz)) + dyady, i=1,2,3. (3.37)

Usando la forma explicita del campo ®;, v la métrica g3, se obtienen las
ecuaciones de Einstein para este sistema:

2 2
34" = — (92 + ¢2) (3.38)
gA” +6A4% = —V(®}) (3.39)
1" ! 1
G+ A4 Gy =~ TR + 6, (3.40)
" ! 1 1
bp + 44’0, = —midy + Sk, + 579} (3.41)

Al imponer las condiciones de contorno

G (+00) = =P (—00) (3.42)
Pp(+00) = ¢p(—00) (3.43)

partiendo de la ecuacion (3.41) se encuentra una solucién no trivial para
el campo ¢p dada por

—3k £+ /9k? + 60ym?

2 _
¢P0_ ol

(3.44)
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Al introducir el valor obtenido de ¢p, en (3.38) y (3.39), las ecuaciones
de Einstein quedan como:

3A" = —¢2 (3.45)
;A” +6A4% = —(Vy,, + Ay, + Vo) (3.46)
G+ NG, = 1+ S + 5760 (3.47)
donde
Agy =V, lon (3.48)

Tomando como referencia la solucién tipo pared de dominio encontrada
para el potencial "doble pozo" de sexto orden, y considerando que el
potencial Vy,, también es de sexto orden, se propone que ¢y y la funcién
A tengan la siguiente formas:

¢m = atanh(br) (3.49)
a2
A(r) =~ [2n(cosh(br) + %tanh2(br)] (3.50)

Sustituyendo A(r) en la ecuacién de Einstein (3.39), se obtiene la sigu-
iente expresién para V(Py):

b2 2 2\2 4 2 2 ¢$TL 2
V(®s) = ooslla® — 62) - So%(a - T2 (351)

Ahora, debe establecerse la relacion entre los parametros m, ky v y las
constantes a y b que se encuentran en las soluciones propuestas para ¢,,
y A(r). Para ello, se hace una identificaciéon término a término entre las
ecuaciones (3.51) y (3.52), obteniéndose que:

Ag, + Vo = %asz (3.53)
%mQ =b*+ §a2b2 (3.54)
g _ 217; n f (3.55)
= —22722 (3.56)

Las relaciones (3.53), (3.54), (3.55) y (3.56) son las condiciones que
deben cumplirse para que ¢, dado por (3.49) sea solucién de las ecua-
ciones de Einstein (3.45), (3.46) y (3.47). Resta por verificar que ¢y,
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es en efecto una solucién tipo pared de dominio, es decir, que interpole
entre dos minimos del potencial V' (¢,,). El valor de ¢,, que minimiza
dicho potencial tiene la forma:

1 -3k + \/9%2 1 607m?
2 + O0ym (3.57)

¢mnzin = 5 ~y
El valor de ¢, que minimiza a V' (¢,) es la solucién para ¢, encontrada
anteriormente
—3k £+ /9k? + 60ym?
OFy = (3.58)
Y
Sustituyendo los valores de m?, k y v en funcién de a y b, se encuentra
que
¢2, =a’ (3.59)
¢p = 5a’ (3.60)

De esta forma, se ha comprobado que ¢ dado por (3.49) es una solucién
pared de dominio al sistema acoplado Einstein - campo de SU(5).

El valor de Ag,, Vo y el potencial V(®) queda expresado en términos de
a y b de la siguiente manera:

5

Ag, = Vs,lg0 = —5*46121)2(27 +16a%) (3.61)
1 1

Vo = §a2b2 [1 +5(1+ ;;a?)} (3.62)

V(®) =b? {— (2 - 4a2> Trd? — (3 + 8) (Mﬂ)?}

3 5¢2 | 15
4 32 164 1 128 1 f
2 (2 422 ot T(I>23—T<I>32}
e [(a2+ 9> 1%+ s 2 ()" = o5 2 (1Y)
16 b2 4 9

En forma matricial, la soluciéon pared de dominio tiene la forma

S, 0 0 0 0

1 0 S 0 0 0
So=——| 0 0 S 0 0
2VvI0 Ll g 0 0 S, 0

0 0 0 0 S
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donde

S1 = atanh(br) 4+ 5a Sy = atanh(br) — ba
S3 = —4atanh(br) (3.64)

Estos resultados fueron obtenidos con anterioridad en [18]

. Rompimiento SU(5) x Zy — SU(4) x U(1)/Z4

En este caso, los generadores que expanden el campo ® de SU(5) son

2 0 0 0 0 0000 0
o 20 00 o000 o
Mp=—1] 0 0 -2 0 0 Ps==-| 0000 o0
VB0 [ o g 0 3 0 210001 0
0O 0 0 03 0000 —1

El potencial que se propone para este rompimiento es esencialmente el
mismo que se muestra en (3.65) pero los signos de los términos de cuarto
orden difieren, ya que existe la libertad de escogerlos convenientemente
para conseguir la solucién tipo pared de dominio en este rompimiento
de simetria. El potencial V(®) debe ser el siguiente:

V(®) = —m>Tr[®?] — h(Tr[®?])? — kTr[®4] + o(Tr[®%])?
+B(Tr[®3])% 4+ A (Trd?) (Trd?) + Vo (3.65)
Utilizando la relaciones mostradas en (3.30) y sustituyendo M por Mp

y P por Pp, se encuentra que el potencial (3.65) se desacopla si los
pardmetros h, a y § satisfacen:

9
h = —l—ok‘
_ 1
“= o107
B=—2 (3.66)
" 63! '
Asi, el potencial se puede escribir como:
V((I)k) = V¢m + V% + W (3.67)
con
ol 5 Ry 10 6
_ 1oy ko 2 6
Vo, = 5™ ¢, + 10% 1057% (3.68)
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Las ecuaciones de Einstein pare este rompimiento de simetria son:

34" = —(¢2 + ¢.2) (3.69)
gA” + 647 = V() (3.70)
4 1l 2 2 3 _ @ 5
1" / 2 4
¢, +4A'¢, = —m’¢), + 5/«;5;”; — £7¢g (3.72)

Imponiendo la condicién de contorno (3.43) y partiendo de la ecuacién
(3.72), se halla una solucién no trivial para ¢, dada por:

Tk + \/49k? — 140ym?
o = o (3.73)

Con el valor obtenido de ¢,,, las ecuaciones de Einstein se escriben como

sigue:
3A" = —¢?2 (3.74)
gA” +6A4% = —(Vy,, + Ay, + V0) (3.75)
B+ AN =~ + 2o — 2, (3.76)

donde Ay, =V, |g,, -

Con ¢, y A(r) dados por (3.49) y (3.50), respectivamente, y susti-
tuyendo A(r) en la ecuacién de Einstein (3.75), se obtiene la siguiente
expresion para V (®y):

2

b 4 2\’
V() = 53 [<a2 —¢m)" — 3%m <a2 - ¢;>

= Vs, + Mg, + Vo (3.78)

(3.77)

Procediendo de la misma manera que en el primer rompimiento de
simetria, debe establecerse la relacién entre h, k y ~v y los factores a
y b, haciendo una identficaciéon término a término entre (3.77) y (3.78).
Dichas relaciones son:

1
Ay, + Vo = §a2b2 (3.79)
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1 2
5m2 =b* + §a2b2 (3.80)
Eoov 4p?
6 2ty (3:81)
10 2 b2

Resta ahora verificar que ¢, es una solucién tipo pared de dominio.
Para ello, se determina el valor de ¢,, que minimiza V (¢,,), siendo este:

3 Tk + \/49k? — 140ym?
¢mmin =50
20 ¥

El valor de ¢, que minimiza V' (¢,) es justamente el que se muestra en
(3.73). Sustituyendo en ambos valores minimos a k, v y m? en funcién
de los parametros a y b, se tiene que:

P = @

2 5 9

Ppin = 3¢ (3.84)
De esta forma se ha comprobado que con los generadores propuestos
para este rompimiento de simetria se llega a una solucién tipo pared de
dominio que interpola entre dos minimos del potencial.

El valor de Ay, Vo y el potencial V(@) queda expresado en términos de
a y b de la siguiente manera:

(3.83)

5
Ay, = Vi |0 = —ﬁa2b2(27 + 16a%) (3.85)
=—a®? 1+= (14— .
Vo = Sa {+3<+27 (3.86)
V(®)=b%|- (2 e ) Trd? + ( ) (Trd?) }
3 1002 *
3 8 137 1 8 1
V- (5 + <) Trd? — = (Trd?)? — Tqﬁ}
+ [ (a2+3> - gz () — gz ()
7 b2 4 9
5 g (Tr@) (Trd?) + Vo (3.87)
En forma matricial, la solucién pared de dominio tiene la forma
S0 0 0 0
. 0 S 0 0 0
dp=—o| 0 0 S 0 0
VIS g 0 0 S 0
0 0 0 0 Ss
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donde

S1 = —2atanh(br) + 5a Sy = 3atanh(br) + 5a
S3 = 3atanh(br) — 5a

Estos resultados fueron obtenidos con anterioridad en [22].

31

(3.88)



www.bdigital.ula.ve

Reconocimiento-No comercial-Compartir igual



Capitulo 4

Fluctuaciones en branas
gruesas con la simetria

SU(5) X ZQ

En este capitulo, y como aporte del presente trabajo, se analizard la local-
izacién de los modos de las perturbaciones en paredes de dominio con simetria
no abeliana, utilizando para ello buena parte de los resultados mostrados en
capitulos anteriores. Como primer paso se reescribiran las ecuaciones lineal-
izadas de las fluctuaciones tomando en cuenta que el campo que genera la
brana, lldmesele @, transforma bajo la representacién adjunta de SU(5) y que
el potencial es el mas general posible en la simetria de calibre considerada.
Posteriormente se buscard escribir los distintos modos de las fluctuaciones
como ecuaciones tipo onda, apelando a los trabajos ya realizados en este sen-
tido para el caso de campo escalares con simetria abeliana, de modo que al
estudiar los potenciales mecdnico - cudnticos asociados se puede determinar
la localizacién o no localizacién de los distintos modos.

Cabe destacar que aunque se han mostrado dos rompimientos de simetria
distintos que generan soluciones tipo pared de dominio, lo que sigue es com-
pletamente valido en ambos, por lo que no se hara ninguna distincién.

4.1 Ecuaciones de los distintos modos de las
perturbaciones

Al igual que en el caso de un sistema Einstein - campo escalar, en el contexto
de la simetria de calibre SU(5) x Z3 las ecuaciones de las perturbaciones se

33
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derivan de las ecuaciones de Einstein para una métrica perturbada arbitraria
JaB, v haciendo analogias con el caso abeliano, se tiene que:

3 3 1
Rap =Tap — ggABT (4.1)

y el tensor energia- impulso se escribe como:
Tap = 2Tx[V 4BV 5] — Gup(Tr[VcdVED] + V(D)) (4.2)

Dado que estamos interesados en soluciones tipo pared de dominio, ® serd
una perturbacién hecha en torno al campo @ dado por la ecuacién (3.27). El
campo pertubado mas general que puede escribirse en la simetria considerada

tiene la forma:
24

=0+ A>T, (4.3)
a=1

donde A es un pardmetro infinitesimal y todos los ¢* dependen las coordenadas
espacio- temporales y de la coordenada adicional r. Hay que tener en cuenta
que los generadores de SU(5) pueden ser diagonales o no diagonales. Dado
que @, puede ser escrito como una matriz diagonal y el producto de una
matriz diagonal por una no diagonal es siempre no diagonal, siendo la traza
de dicho producto nula, se tiene que las perturbaciones que estan a lo largo
de los generadores no diagonales no tienen ninguna contribucién (esto se ve
més claramente al notar que el tensor energia impulso y el potencial V(®) se
compone de trazas). Por lo tanto, la perturbacién de ®j se escribird como
una expansién a lo largo de los 4 generadores diagonales de SU(5). De una
forma més especifica, la perturbaciéon del campo se escribe como:

D = By + A(pmM + P + 3T + 04 T (4.4)

donde My y P4 son los generadores que expanden a ®j y

000 0 O 1 0 0 0 0
000 0 O 0 -1 0 00
3_ 1 41
T° = 5 001 0 O T = 5 0O 0 0 0 O
000 —-10 0 0 000
000 0 O 0O 0 0 0O
Sustituyendo (4.4) en (4.2) se encuentra que el tensor energia-impulso per-

tubado es:

Tap = 2Tx[Va®,V5®;] + 2AV 46,V 50
—3aBl7°P (Tr[Ve®iV p®i] + AV eV pyop) + V(D)) (4.5)
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El subindice b denota una suma sobre los dos campos que forman la solu-
cién Py, a saber, ¢, y ¢p, definidos en (3.49) y (3.58) respectivamente, y
sus perturbaciones correspondientes (para evitar confusiones, el indice b, que
identifica los campos escalares de la teoria, se escribe en mintscula, mientras
que los indices espacio - temporales se escriben en mayuscula). Como se puede
observar, no aparecen en la ecuacién fluctuaciones a lo largo de los generadores
diagonales T3 y T4,

El potencial V(®) es el potencial mostrado en (3.65) sustityendo ® por ®, es
decir:

V(®) = —m2Tr[®?] + h(Tr[®?))? 4 kTr[d?] 4+ a(Tr[®?])?
+B(Tr[@%])2 + ~(Trdd) (Trd?) + V) (4.6)

Al introducir la forma explicita de ® en el potencial perturbado, y al hacer
uso de las condiciones mostradas en (3.31), se encuentra lo siguiente:

~ 1 )
V(8) = V(@) + A (=m0 + 5k6% + 15165 ) o
2 1 3 1 5
4 (=26, + J5hd + 5195 ) o + 1o (47)

Es de notar que las fluctuaciones que estn a lo largo de T? y T no aportan
ninguna contribucién al potencial pertubado. Por medio de un calculo directo,
se puede demostrar que

Tr[M*T] = Tr[P*T"] = Te[PMT'] = 0
Tr[M3T?] = Tr[P3TY] = Tr[M?PTY| = Tr[P?MT|
= Tr[MPMT?] = Tr[PMPT?| =0 (4.8)

ocurriendo lo mismo con los términos que resultan de intercambiar M o po-
tencias superiores de M con P o potencias superiores de P. (4.8) es vélida para
los generadores diagonales involucrados en ambos rompimientos de simetria
(por simplicidad, se evita escribir subindices y para cada caso se sustituye M
y P con los generadores correspondientes). Esto hace que el potencial pertur-
bado también se desacople y se pueda escribir como la suma de dos funciones
independientes entre si y que corresponden exactamente con las derivadas con
respecto al campo de los potenciales Vg, v Vy, definidos en (3.68). Por lo
tanto, V(®) puede escribirse como:

Wlon), Vo)) (49)

V(@) = V(@) + A (g 2 + T
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Ahora, se puede escribir el tensor T4p sustituyendo (4.9) en (4.5), obtenién-
dose

Tap = 2T2[V A%,V EPk] — §apli”" (Tr[Ve®eVp®i] + AV 05V p)@s)]

+2)\V(A¢bVB)§0b — JAB [V(@k) + A (dV(qu)(pm + dV(¢p) g0p> }4.10)

dom dop

Siguiendo el mismo proceso mostrado en el capitulo 1, referente a la obtencién
de la ecuacion linealizada de las fluctuaciones, se deriva el lado derecho de (4.1)
con respecto a A, es decir:

d -~ d /=~ 1 N
— = — (Tug — =Gapg®PT, > 4.11
d/\RAB O ( AB ~ 39ABY cD (4.11)

Realizando los calculos correspondientes, se tiene que

d » 2 dV(¢m) dV(¢p)
JRAB =2V AV )yps + 39AB < o, Om + d%p ©p
2
+§hABV(<I)k) (4.12)

El proceso para calcular el lado izquierdo de (4.1) ya se ha mostrado en detalle
en el capitulo 1, por lo que la ecuacién linealizada de la fluctuaciones en la
simetria SU(5) x Zy es
1 1
VuVPhp)p - §vaDhAB —5VaVs <QCDhCD) + RP 4 “hep

AV (¢m) AV (¢p)
( 0, ot d¢,,p %)

2
+§hABV((I)k) (4.13)

2
+RY 4hp)c =2V 40V pyps + 3948

Para hallar la ecuacién correspondiente a la fluctuacién del campo de SU(5)
se hacen variaciones de la accién dada por (3.23), con respecto al campo, y
luego se sustituye ® por ®. El campo ® en funcién de sus componentes se
escribe como

$ = M + ¢,P (4.14)
donde

¢;1~: ¢m + )\Som
bp = ¢p + App (4.15)
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De este modo se encuentra que

G PTEV A(pmM + pP)V B(6mM + 6,P)] =

d (dViem) ) d (dV(¢y)
m — 4.1
o o o) gy (S, (419
donde el miembro derecho de (4.16) es la expresién de dg’f) como funcién de

dos potenciales desacoplados. Desarrollando las trazas, se tiene que

I ape + = + 1  pe = -

590V 40mV Bom + 551V adpV 56
_ EV(dm) d*V ()

- 2 Pm 2 Pp

de7, de}

(4.17)

Al hallar la ecuacién de Euler - Lagrange para cada uno de los campos, se
consiguen dos ecuaciones de idéntica forma, y entonces por simplicidad se
escribe una tnica ecuaciéon donde el subindice b denota a m o a p segun sea el
caso (esta vez no hay suma sobre b). Entonces, la ecuacién que se obtiene de
hacer variaciones de la accién con respecto a ® queda como:

42V (¢s)

VAV B = —— 50 (4.18)
doy
Procediendo ahora a derivar el lado izquierdo de (4.18) con respecto a A, se

obtiene:

1
—hABY AV gy, — igABgCD (Vahpp + Vehap —Vphag) Voo

d?v
+g PV AV gy, — dé(;bb) o, =0 (4.19)
b

Una vez fijada la forma especifica de gap y del tensor de las perturbaciones de
la métrica h4p, pueden hallarse las ecuaciones de los distintos modos de las
fluctuaciones, al sustituir dichos tensores en (4.13) y (4.16). Tomando como
referencia lo mostrado en el capitulo 1, hap es

hag =e€

24 Qh%}TN + 26(MfN) + 20Ny + 200 0N E e~ (D + 8MC)
e A (Dyr + 0y 0) 2724w

y gap estd dada por (3.37).
Haciendo uso de la ecuacion de Einstein (3.39) en el miembro derecho de (4.13),
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las ecuaciones del modo tensorial, vectorial y escalar de las fluctuaciones son,
respectivamente:

(—e*0P0p — 32 — 44'0,) Wify
+Or [3e—ADN) — [l — AA iy + e DY,
tmry [~ 240P0p (v + B — AN C) — " — A }
+NMN [ 8A%w + A'w' 4+ 24" w }
OO [—e_QA(w 1 2) — E' —4A'E + e AC +3A e c}

2 <dV<¢m> AV (y) ) (4.20)

= gnMN dbm Pm + d%

1
—e 10805 (DM — et fjw) + On(3A%w — 3¢ — ¢l om — Do) =0 (4.21)

6—2AaBaB (w + E' 422N E — AAC — eAC/> 4 — 8AY
+4A"W + 24" w4+ 8A%w — 2(¢) ol + gi);cp;'n)

2 (dV(ém) dV (¢p)
_3< .. om + %” <pp> (4.22)

Anélogamente, de (4.16) se obtiene que:

490 (o — e 0 + PG ) - 26 + 44w — g

d?v
dég)b) ©b

+4¢pt)" + ¢ + 4A @) — =0  (4.23)

4.2 FEcuaciones invariantes de calibre

De nuevo, es conveniente escribir las ecuaciones (4.20), (4.21), (4.22) y (4.23)
en funcion de variables que sean invariantes bajo transformaciones infinitesi-
males de coordenadas, ya que dichas variables representan grados de libertad
fisicos. El tensor h4p transforma como

hap = hap — 2V (a€p) (4.24)

donde

€qA = (e eM,er) (4.25)
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y la parte 4-dimensional de €4 se puede escribir como la suma de la derivada
de una escalar y un vector transverso (sin divergencia):

em = Opre + Cur,y 8MCM =0 (4.26)

Calculando la traza de el sector cuadridimensional de h 4, es decir, gM Nhun,
asi como la divergencia del mismo, dada por 0™ hjy,, se encuentran las sigu-
ientes transformaciones:

E:"ﬁ_A/er
E=F—c¢
For = —Cu (4.27)

Considerando ahora la divergencia de la parte vectorial de hag, O™ by, se
determina la forma en la que transforman el campo escalar C, y el vector D;:

C=C—etd —e e,
Dy = Dy — ¢y, (4.28)

Finalmente la transformacién del campo w se encuentra calculando g™ h,..:
W=w-—e, (4.29)

Dado que ya se ha visto que sélo las fluctuaciones a largo de los generadores M 4
y P4 son relevantes, se definen tinicamente transformaciones de coordenadas
de ¢, y de ¢p, tomando como referencia lo mostrado en la ecuacién (2.40).
Ambas transformaciones se identifican con el subndice b, asi:

P = @b — dher (4.30)

Después de ver reflejadas todas las transformaciones infinitesimales de coor-
denadas de los campos escalares y vectoriales implicados en la teoria, deben
escribirse tres funciones invariantes de calibre correspondientes a los tres gra-
dos de libertad impuestos por las variables (ys, € y €, y una cuarta funciéon
relacionada con las perturbaciones de los campos ¢,, y ¢,. Las tres primeras
funciones , Vs, T y © ya se han definido en (2.41), (2.42) y (2.43), respecti-
vamente. La cuarta funcién se escribe como:

Xp = Py + EAGE — A0 =5, + 040 (4.31)

donde b puede ser igual a m 6 a p. Al escribir las ecuaciones (4.20), (4.21),
(4.22) y (4.23) en funcién de las variables Vy;, T'y © v X, , v al hacer la
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escogencia de calibre propuesta en (2.53), se obtiene lo siguiente:
(_e_QAaBaB — 0} —4A'0,)hify + e_Aa(M(&n + 3A,>VN)
N[~ 2A0P 9T — IV — SAT + (84 + 2A4")0 + A

<xm d‘g;im) + Xp d‘gg“) (4.32)

1
—ie*AaBanM + 00 [340 = 3T — drXm — PpXp] =0 (4.33)

2
+01On[—e 24O + 2I)] = SN

—e 2498050 + 44’0 — BAT — AT — 2¢), ), — 2¢/,X),

2 ne _ 2 (o dV(dm) dV(¢p)
+(84” +2A4")6 = 3 (xm o, + Xp io, > (4.34)

e 200Xy — 2(8y + 4A4'64)0 — ¢,0 + AG T + 4A X}, + X
d*V (¢s)
do?
Finalmente, se escriben las ecuaciones (4.32), (4.33), (4.34) y (4.35) en un

sistema de coordenadas conformemente plano, donde la relacion entre la coor-
denada adicional r y la nueva coordenada, 7, estd dada por (2.59). Entonces:

= Xb (4.35)

iy [—0P05T — TAT + (6A + 24")0 + A'@' — "]

2 AV (6 AV
§€2A77MN (Xm df;i ) + Xp d;ip)> (4.36)

1
faaBanM + 0M[3A'0 — 3T — ¢}, Xm — Pyxp] =0 (4.37)

—0P0p0 +4A4'0" — 4AT — AT = 2($),, X}, + D) X})

+(6A” +24")6 = §e2’4 <Xm d‘g;im) + Xp d‘;gjp )> (4.38)

0P0pxs — 2(dy + 3A'¢4)0 — $,© + 4T + 3A Y} + xi
d*V (¢p)
2A
b d¢g

(4.39)
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4.3 Desacoplamiento de los modos de las
fluctuaciones

En lo que sigue, se mostrara el procedimiento a través del cual se desacoplan
los modos tensoriales, vectoriales y escalares en el sistema acoplado Einstein

- campo de SU(5).

e Al considerar en primer lugar la parte no diagonal de la ecuacién (4.36)
se tiene que:

(—0P0p — 3A'0, — ) hifn
+0(p (0 + 3A")Vyy — OmON (2T + ©) =0 (4.40)

Cada uno de los términos que aparecen en esta ecuacion depende de
campos que satisfacen restricciones cineméticas que los hacen indepen-
dientes. Por ejemplo, si se toma la divergencia de (4.40) , sélo queda
el tercer término igualado a 0, ya que el vector Vj; se compone de dos
vectores sin divergencia, como lo indica la ecuacién (2.41). Se concluye
entonces que

(—0%0p —34'0, — 3)hify =0 (4.41)
Aar(0y + 3A Wy =0 — (9, + 34 )Vy =0 (4.42)
8M8N(2F + @) =0—=2'+0 =0 (4.43)

e Ahora, la parte diagonal de (4.36) estd representada por los términos
proporcionales a npsn:

—9BOET — TAT' + (642 +24")0 + A6 — "
2 94 dV (¢m) dV (¢p)
= + 4.44

Esta ecuacién escalar se complementa con la ecuacién (4.38) y con ellas
se podra estudiar la localizaciéon de uno de los modos escalares de las
fluctuaciones.

e Tomando ahora la ecuacién (4.37), y usando el hecho de que la diver-
gencia de V) es igual a 0, se tiene que

%aBaBVM =0 (4.45)

Om[3A'© — 3T — ¢y, Xm — pxp) = 0 (4.46)
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e Por tltimo, con la ecuacién (4.39) se estudiard la localizacién de otro de
los modos escalares.

4.4 Ecuaciones tipo onda de los modos

Buena parte del proceso por el cual las ecuaciones de los distintos modos de
las fluctuaciones pueden escribirse como ecuaciones de Schrodinger se muestra
en [13], y, aunque en la mencionada referencia el campo que genera la brana
es escalar, se puede establecer una analogia casi exacta con el sistema con
simetria SU(5) x Z3 que ya ha sido presentado, debido a que el potencial per-
turbado de sexto orden mostrado en (4.6) se desacopla y a que de la ecuacién
(4.16) se obtienen dos ecuaciones no-acopladas, porque cada una depende de
un campo (¢, 6 ¢p) y su respectiva fluctuacion.

Modo tensorial

La ecuacién (4.41) puede escribirse como una ecuaciéon de Schrédinger ha-
ciendo una separacion de variables simple, esto es, escribiendo h}\F/[TN como el
producto de una funcién de las coordenadas espacio-temporales y una funcion
de la coordenada adicional:

iy = e_%Aeip'z\I/MN(n) (4.47)
Asi, se elimina el término de primer orden en la derivada y se obtiene:
(—({“)3 + VQM)\I/MN = mQ\I/MN (4.48)
donde m? = pVpy y el potencial mecénico cuantico estd dado por:

Vou = %AQ + gA” (4.49)

Modo vectorial

Para estudiar la localizacion de este modo, asociado a la funcion V), se parte
de las ecuaciones (4.42) y (4.45). Al restar ambas ecuaciones, se obtiene:

—%83831/]\4 + (0 +3A)Var =0 (4.50)

Se ve claramente que no es posible hacer ningin cambio de variable que per-
mita escribir (4.50) como una ecuacién tipo onda, ya que no existe el término
de segunda derivada en 7. Por tanto, no hay un potencial mecanico cuantico
asociado al modo vectorial, y este hecho descarta la localizacién de este modo
en la brana.
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Modos escalares

1. El primero de los modos escalares estd asociado a las funciones O, I,
a los campos ¢, y ¢, y sus respectivas fluctuaciones. Eso indica un
acoplamiento entre las perturbaciones de la métrica y la perturbacién
del campo que genera la pared. Como primer paso para escribir la
ecuacién tipo onda de este primer modo escalar, se restan las ecuaciones
(4.44) y (4.38), obteniéndose:

0P0p(© —T) — 3AT — 34’0 + 31" + 2¢,,, X}, + 26X, =0 (4.51)

Haciendo uso de (4.43) puede eliminarse © de (4.51), y la ecuacién queda
ahora en funcion de I' y las fluctuaciones del campo. Asi:

—3050pT + 3A'T' + 3T + 2¢),, X}, + 20,x}, = 0 (4.52)

Es en este punto donde podemos hacer uso del hecho de que ¢, es una
constante, tal como se muestra en (3.58), siendo entonces su derivada
igual a 0. Por lo tanto, se puede hacer uso de la condicién (4.43) y (4.46)
para despejar a Y., en funcién de I' y sus derivadas:

—6A'T — 31
dA~ e

Al sustituir (4.53) en (4.52), se obtiene que:

(4.53)

/! //
—9PpT + (SA’ - 2%) I+ 4 <A” - jnA’> T4T" =0 (4.54)

Prm Prm
Dado que la forma de la ecuacién (4.54) es idéntica a lo que se muestra
en [13], se puede proponer también el siguiente cambio de variable:

3
65‘4

s
Despejando T en funcién de T e introduciendo esto en (4.54), se llega a
una ecuacién tipo onda

T L, T'=¢eP20(n) (4.55)

(=02 + Vouy )Y = m?Y (4.56)

donde

5 9 1" /7N 2 "
Vomy = <_2A” - ZA’2 - A’Z;ﬂ - (ZZ;”) + Zj”) (4.57)
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2. El segundo modo escalar estd relacionado con la ecuacién (4.39), que se
deriva de la ecuaciéon de Euler - Lagrange para el campo perturbado ®.
El estudio de este modo escalar se divide en dos casos: b=m y b=p

a) Cuando b =m, la ecuacion (4.39) tiene la forma

0P 0pxm — 2(¢r, +34'¢,)0 — ¢,,0' + 44, T
d*v
+3AYL + X = XmeQAi(d)m) (4.58)
dop,
Tomando igualmente la referencia [19], se propone el siguiente cam-
bio de variable

[N

(1]

/
A ¢
=e (Xm — ;17) r (4.59)
Para demostrar que este cambio de variable es valido, se sustituye
(4.59) en una ecuacién de Schrodinger, y luego de hacer los célculos
correspondientes, se debe llegar a la ecuacion (4.39). Para ello, se
parte de que la ecuacién tipo onda puede escribirse como:

(ATA™ +0P0B)E=0 (4.60)
donde ¢ o
34 Pm

Ai:j:&]—i—?, Z:e2AW (4.61)

Desarrolando los operadores AT y A~ se tiene que:

Z/ Zl 2
<—af, + 0, (Z) + (Z> - aBaB> =2=0 (4.62)

Sustituyendo = en (4.62), haciendo uso de (4.54) para despejar
0B OgT, sumando todos los términos y multiplicando ambos lados
por —1 se tiene que:

0=x1 +3A, + 8383Xm

4¢// , Qd), A// , ( ” Al/ ,
—Imypy TIml TV g -4 )r
Al A12 m Al Tm
o G 2 AT AT (A"
- <3A,¢;n — 314” +/ Z - W - T A’2 Xm (463)

De la ecuacion (4.46) se despeja IV, quedando ésta en funcién de T’
vy de xm. Después de reordenar términos la ecuacién parece com-
plicarse, pero al hacer uso de la ecuacién de Einstein (3.45), que
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establece que ¢/2 = —3A” y al reescribir de forma adecuada al-
gunos términos, (4.63) se simplifica notablemente, quedando como:

/! /1
"+ 3AY. +0POgxm + 49! T = <3A/ z, —3A" + z, ) Xom
(4.64)

Ahora, se toma la ecuacién (4.58) y se calcula el lado izquierdo de
la misma haciendo uso de (3.45) y (3.46). En primer lugar, se tiene
que:

dV(ém
e Zf ) AN+ ) (4.65)
Luego, haciendo transformaciones a coordenadas conformes, se tiene
que:
dV2 (¢ ) ¢// ¢///
2A m " /
———=—(34"+34 = 4.66
S il CORE B

Sustituyendo (4.66) en (4.58) y usando la ecuacién (4.46) para de-
spejar I se encuentra que

/! /1
i+ 340+ 00+ 460, = (3452 307+ 52 ),
(4.67)
Como se ve, (4.67) coincide exactamente con (4.64), por lo que
queda demostrado que con el cambio de variable propuesto en
(4.59), puede escribirse (4.58) como una ecuacién de Schrodinger,
donde el potencial mecdnico cudntico esta dado por:
¢/// 2¢// A// A/// 2A//2

Voms = fA’2+3A’——7A” Im _ ZPmf 2

G 3 e g A ar 48

Cuando b = p, todos los términos que dependen de las derivadas de
¢p se anulan, ya que este campo es constante. La ecuacion (4.39)
queda asi:

0P0pxp + 34X, + X)) =0 (4.69)

Puede notarse que (4.69) tiene la misma forma que (4.41), y por lo
tanto serd posible llevarla a una ecuacién tipo Schrédinger haciendo
un cambio de variable muy similar. Se propone entonces que

Xp=¢€ A “Xp(n) (4.70)

y de aqui se obtiene que

(=07 + Vs, )Xp = m°Xp (4.71)
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Por supuesto, el potencial mecanico cuantico asociado las fluctua-
ciones de ¢, es idéntico al que se obtuvo para el sector transverso

y sin traza, 9 5
Vou,, = ZA’2 + 5A” (4.72)



Capitulo 5

Localizacion de los modos de
las fluctuaciones

En lo que sigue, seran considerados de manera explicita los potenciales mecanico
cuanticos asociados a las fluctuaciones que se obtienen en los dos rompimientos
de simetria estudiados anteriormente. De esta forma sera posible establecer si
los modos se localizan o no en la pared de dominio.

Una inspeccion de los resultados obtenidos en ambos rompimientos indica que
el comportamiento de las fluctuaciones es esencialmente el mismo. Las pe-
quenas diferencias entre las constantes que aparecen en la definicién de los
parametros del potencial en cada caso, no genera diferencias sustanciales en-
tre ambos rompimientos. Dado que se proponen las mismas funciones A y ¢,
el andlisis del comportamiento se hara sélo una vez.

47
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5.1 Modo tensorial

El potencial Vg dado por (4.49) se muestra en la figura (5.1)

Figura 5.1: Potencial asociado al modo transverso y sin traza

Un potencial como el mostrado anteriormente puede dar lugar a estados lig-
ados. Dado que estamos haciendo analogias con la mecanica cuantica al es-
cribir ecuaciones tipo Schrodinger para este y los demés modos considerados,
es conveniente pensar en particulas. De esta manera, en la figura 5.1 se ob-
serva claramente que el modo de masa 0 se encuentra en una regiéon donde
una particula hipotética no podria escapar del pozo de potencial, quedando
entonces confinada alli. Como ya es sabido, el modo de masa 0 de la ecuaciéon
asociada a la parte trasversa y sin traza de las fluctuaciones métricas es el
responsable de la localizaciéon de la gravedad en la brana.

Dada la forma particular de Vg, resulta facil encontrar una expresiéon para
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este modo 0, que se obtiene partiendo de la ecuacién (4.48) y haciendo m? = 0.
Asi:
(—0; + Vou)¥o = 0 (5.1)

Usando el hecho de que Vg puede escribirse como
Vou = (e%A(”)>” e~ 240 (5.2)
y sustituyendo (5.2) en (5.1) se obtiene una expresién para el modo 0:
Wo () = Noe2 40V (5.3)

donde la constante Ny se obtiene al imponer que ¥ sea integrable:

/ o2 dz = 1 (5.4)

El gréfico de ¥y se muestra en la figura (5.2):

Figura 5.2: Modo 0 de las fluctuaciones tensoriales
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La figura 5.2 indica que el modo 0 tiene su maximo en el origen y es alli
donde se ubica la brana. Por lo tanto, y como se tenia predicho, la gravedad
estd localizada sobre la pared de dominio.

5.2 Primer modo escalar

Este modo estd asociado a la variable T definida en (4.55). La grafica del
potencial Vgar, mostrado en (4.57) es la figura 5.3:

-10 -5 0 5 10
)

Figura 5.3: Potencial Vgas,

Al seguir haciendo analogias con la mecénica cudntica, un potencial como el
que se muestra en 5.3 no permite el confinamiento de particulas, aiin cuando
se observa un pequeno pozo. Se concluye entonces que este modo escalar no
estd localizado sobre la brana.
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5.3 Segundo modo escalar

Como ya es sabido, de (4.39) se derivan dos casos distintos:

e b =m (variable Z)
La grafica del potencial mecanico cudntico correspondiente a este caso
se muestra en la figura 5.4

20 O e e L S e B 1 I I S S e L

10+ =

=

_10L 4

-20 -10 0 10 20
i

Figura 5.4: Potencial Vg

Este potencial tampoco puede dar lugar a estados ligados, por lo que
el campo = asociado a la fluctuacion del campo ¢,, no se encuentra
localizado sobre la pared.
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e b= p (variable X;)
Como ya se ha mencionado, el potencial correspondiente a este caso tiene
idéntica forma que el potencial obtenido para la parte tensorial (sector
transverso y sin traza), y por tanto los gréaficos son también idénticos,
como se evidencia en la figura 5.5:

Figura 5.5: Potencial Vgar, ,

Andlogamente a lo expuesto para el caso de las fluctuaciones del sector
tensorial de la métrica, la perturbacion del campo constante ¢y, Xp, tiene
un modo 0 que permite establecer que dicha perturbaciéon se localiza
sobre la pared de dominio:
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Figura 5.6: Modo 0 de la fluctuacién %,

Es claro que la localizacion de esta fluctuacion sobre la pared en realidad
implica la localizacion de un campo escalar no abeliano. La presencia de
este campo tiene efectos importantes sobre la fenomenologia de la pared
considerada como mundo brana.
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Capitulo 6

Conclusiones

Con miras a completar el estudio de las soluciones tipo pared de dominio a
un sistema acoplado Einstein-campo de SU(5) con un potencial de sexto or-
den [18] se ha hecho el andlisis perturbativo de dicho sistema tomando como
punto de partida las ecuaciones linealizadas de las fluctuaciones que se ob-
tienen del sistema Einstein-campo escalar, con simetria abeliana y a primer
orden. Pese que ambos sistemas son muy distintos, pueden usarse el hecho
de que las ecuaciones linealizadas de las fluctuaciones son muy generales, y se
pueden aplicar en la simetria no abeliana porque se impone que el potencial
se desacople. Ademads, en ambos se utiliza el mismo tensor métrico gq; y se
propone el mismo tensor de perturbacion hy,. Por consiguiente, en la simetria
SU(5) x Zy se proponen esencialmente las mismas variables invariantes de cal-
ibre para proseguir con el estudio de localizacién de las fluctuaciones, después
de haber especificado cudl es la escogencia de calibre adecuada y que en efecto
elimina los grados de libertad no fisicos.

Como se ha podido observar, la forma de las ecuaciones de los modos tienen
béasicamente la misma forma en el sistema escalar y en el sistema no abeliano,
salvo por el hecho de que en este 1iltimo existe un indice de simetria interno
asociado a los dos campos escalares ¢,, y ¢p, que bien denota suma sobre am-
bos campos, o etiqueta dos ecuaciones independientes, una para cada campo,
como las que se derivan de la ecuaciéon de Einstein para el potencial per-
turbado. Estas dos ecuaciones separadas son el resultado de imponer que el
potencial debe desacoplarse, y de que sélo las fluctuaciones a lo largo de M y
P son relevantes.

Igualmente, pudieron escribirse los distintos modos como ecuaciones tipo onda,
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utilizando los cambios de variable propuestos en el caso de un campo escalar.
De la forma de los potenciales mecanico cuanticos se pudo deducir si los cam-
pos asociados a las fluctuaciones se localizan o no sobre la brana, adjudicandole
a dichos campos las propiedades de una particula en mecénica cuantica para
facilitar los analisis de los graficos.

Como resultado principal de este trabajo, se demostré que una de las fluc-
tuaciones escalares, especificamente la que esté relacionada con la fluctuacién
del campo constante ¢, llamado ,, se localiza sobre la pared, tal como se
muestra en la figura (5.6) donde se observa el modo cero de dicha fluctuacién
con un maximo donde estd ubicada la brana. Este resultado estd en contra-
posicion a lo que se deriva del estudio de perturbaciones donde el campo que
genera la pared tiene simetria abeliana, donde ninguno de los modos escalares
esta confinado.

Sin embargo, hay que aclarar que la localizacién de un modo escalar sobre
la pared no abeliana no implica necesariamente su inestabilidad. Este hecho
s6lo implica que el modelo, interpretado como mundo brana, puede tener una
fenomenologia interesante, toda vez que el campo escalar confinado debe dar
lugar a una particula compuesta sin color bajo SU(5). La imposibilidad de
observar estas particulas no indica necesariamente que no existan, sino que sus
masas podrian estar fuera del alcance de medicién de los aceleradores moder-
nos, aunque esto no representa ninguna certeza.

Una forma mucho mas precisa de definir la estabilidad o inestabilidad de la
brana es conseguir una carga topoldgica asociada, pero esto no ha sido posible
hasta ahora.

Una posible extension a este trabajo consiste en justamente estudiar la posi-
bilidad de asociarle al campo de SU(5) una carga conservada. Otra posibili-
dad interesante es la de considerar una simetria de calibre distinta, tomando
por ejemplo un campo de SU(7), para realizar el andlisis perturbativo cor-
respondiente, o inclusive intentar un andlisis similar para un grupo SU(N)
cualquiera.
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