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RESUMEN

|17], donde una nueva técnica es usada para demostrar la controlabilidad aproximada de
algunos procesos de ditusion. En ese sentido, en este trabajo estudiaremos la controlabilidad
interior de la siguiente Ecuacién Lineal de la Viga

Este trabajo ha sido motivado por los resultados obtenidos en [2], |7, {8], [12], [13], [14] ¥

Y — 280y, + A%y = 1,u(t,z), en (0,7) x Q,
Y == Alj = {0, sobre <O< 7'} X OQ,

donde 8 > 1, ) es un dominio acotado suficientemente regular en R~ (N > 1), w es un
subconjunto abierto no vacfo de §2, 1, denota la funcion caracteristica del conjunto w y el
control distribuido u € L2([0, 7]: L*(€2)).

Cabe sefialar que esta ecuacidon se origina en el estudio matematico de los sistemas
estructurales de vibraciones amortignados de una viga, v fueron considerados en [22] y en
referencias afines. La técnica aplicada aquf es simple v general, v puede ser utilizada para
estudiar la controlabilidad de otras ecuaciones en derivadas parciales que modelan pro-
cesos difusivos, tales como la ecuacion de Benjamin-Bona-Mohany, las ecuacion de ondas
fuertemente amortiguada, entre otras.

Especificamente, probamos que para todo 7 > 0 el sistema es aproximadamente contro-
lable sobre [0, 7]. Ademas, exhibimos una sucesion de controles que transfieren el sistema
desde un estado inicial a un estado final en un tiempo prefijado 7

Finalmente, debemos sefialar gque el resultado principal de este trabajo aparecié publi-
cado en la revista African Diaspora Journal of Mathematics, ver [16].



INTRODUCCION

Este trabajo ha sido motivado por los resultados obtenidos en [2], [7], [8], [12], {13], [14] ¥
[17], donde una nueva técnica es usada para demostrar la controlabilidad aproximada de
algunos procesos de difusion.

Signiendo [2] y |7], en este proyecto de investigaciéon estudiamos la controlabilidad
interior aproximada de la Ecnacion Lineal de La Viga

{ Yu — 280y, + A%y = Lu(t,x), en (0,7) x 0, 0.1)
y=Aay =0, sobre  (0,7) x 09, '
donde 8 > 1, Q es un dominio acotado suficientemente regular en R~ (N > 1), w es un
subconjunto abierto no vacio de €2, 1, denota la funcion caracteristica del conjunto w y el
control distribuido u € L2(|0, 7]; L2(2)). Cabe sefialar que esta ecuacién se origina en el
estudio mateméatico de los sistemas estructurales de vibraciones amortignados de una viga,
y fueron considerados en [22] y en referencias afines.

L#()) dotado con la norma del grafico cerrado; es decir:

i)

o = ol e =

= I+ R

4
donde

/ lu()|2dz, Vo e L*(0).
J

Observacion 0.1. El término —25Au, en la ecuacién (0.1) actna como una fuerza de
amortiguacién, por lo tanto el espacio de la energia utilizada para establecer la ecnacién
de onda no es adecnado agni; de hecho, la ecuacion lineal sin control puede ser transformada
en un sistema de ecuaciones parabolicas de la forma z;, = DAz (ver [20]), el cnal muestra
que Z, = [HHQ) N H(D)] x L*(Q) es el espacio correcto para una formulacién abstracta
del problema.
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Definicion 0.1. (Controlabilidad Aprorimada) El sisteme (0.1) se dice que tiene con-
trolabilidad aproximade sobre [0, 7] si para cada z) = Yo, va)T, z = (y;,,'r;]_)'f ez, e>0
existe w € L*(0,7;U) tal que lo solucion z(t) = (y(t), y:(t))T de (0.1), correspondiente a
u, verifica:

20) =z y || 2(r) -2 llz,<e Fig.2

Fig.| Fig.2

La controlabilidad aproximada de la siguiente ecuacion lineal de la viga con los controles
actuando en todo el conjunto 2 fue estudiada en [§]

{ Y — 280y, + A%y = u(t,r), en (0,7)x Q, (02)

y = Ay =0, sobre  (0,7) x 9.

En nuestro trabajo estamos interesados en la controlabilidad interior aproximada de la
Ecuacion Lineal de La Viga (0.1}, lo cnal es un problema més interesante desde el punto
de vista de lag aplicaciones ya que el control estd actuando sélo en un subconjunto o parte
de la placa de Q. En otras palabras, deseamos probar el siguiente enunciado {(ver Teorema
3.1) @ Para todo 7 > 0 el sisterna es aproximadamente controlable sobre {0, 7]. Por otra
parte, podemos exhibir una sucesion de controles que lleven el sistema de nn estado inicial
a un estado final en un tiempo prefijado (ver Teorema 3.1).

Finalmente, este trabajo esta estructurado como signe: En ¢l capitulo 1, se presentan, con su
demostracién, algunos resultados fudamentales sobre la teorfa de semigrupos de operadores
fuertemente continuos que serdn utilizados en los capitulos signientes. Fn el capitulo 2, se
plantea la formulacion abstracta del problema en un espacio de Hilbert adecuado. En el
capitulo 3, nos basamos basicamente en el resultado producto de esta investigacién ya
que aqui se prueba, después de la formulacion abstracta, la controlabilidad interior de la
ecnacion de la viga (0.1).
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CAPiITULO 1

SEMIGRUPO DE OPERADORES

En este primer capitulo se presenta, en detalles, algunos resultados de la Teoria de Semigru-
pos Fuertemente Continuos necesarios para hacer una formulacién abstracta del problema,
particularmente el lema 1.1 debido a H.Leiva [11], el cual caracteriza una clase amplia de
Semigrupos Fuertemente Continuos mostrando su generador v el espectro del mismo.

1.1. El Generador Infinitesimal

Definicion 1.1. Sea Z un espacio de Hitbert. Una familia {T(t)} >0 de operadores lineales
y continwos T(t) : Z — Z se denominag Semigrupo Fuertemente Continuo, se uso la
abreviacion C,-semigrupo para denotarlo, si sotisface lus tres condiciones siguientes:

i) T(O) = I (I es el operador identidad en 1L{Z))
i) T(t+s)=T()T(s), t,s 20
i) Para todo z, en Z, T'(t)zy es fuertemente continuo ent = 0, es decir,
m 1T zg — 20l =
fl}}(’)g 1Ttz — zl] = 0.
Definicion 1.2. Fl generador infinitesimnal A de un semigrupo fuertemente continuo

{T(t) >0 en un espacio de Hilbert Z es definido por:

1
Az = lim —(T(t) = 1)z, =€ D(A)

t—-0+ T



CAPITULO 1. SEMIGRUPO DE OPERADORES 2
siempre que el limite exista. El dominio de A, D(A), es el conjunto de elementos en Z
pare el cual el limite existe.

Algunas propiedades importantes de los Co-semigrupos estan dadas en el siguiente
teoremas

Teorema 1.1. Sea {T'(t)}>0 uwn semigrupo fuertemente continuo sobre un espacio de
Hilbert Z. Entonces T(t) posee lus siguientes propiedades

a) W)l estd acotadn sobre todo intervalo finito de [0, +00).
b) T'(t) es fuertemente continuo en todo t € 0, 400).

¢) Paro todo z € Z, se tiene que

L
- / T(s)zds — z, b0t
tJo

: 1 | o
i wy = inf | — T, entonces wy = lim {~log(I7(
d) Siwy g(fl (t log(|7 (f)[|>, entonces wy fhg)xc <t log(l|1 (f)l])) < 00

e) Pare todo w > wy, existe una constante M, tal que |1T'(#)|| < Mye*t, para todo
t > 0.

Demostracion.
Para la demostracion podemos consultar Curtain v Zwart [3]

0

El siguiente teorema de la teoria de semigrupos fuertemente continuos proporciona
propiedades interesantes del generador infinitesimal de un Cy-semigrupo.

Teorema 1.2. Sea {T'(t)}, t > 0, un semigrupo de operadores fuertemente continuo, y A
su generador infinitesimal con dominio D(A). Entonces

a) D(A) es un subespacio lineal de Z y A es un operador lineal en D(A).

b) Siz € D(A), entonces T'(t)z € D(A) t >0, ademds T(t)z es fuertemente diferenciable
enty

—T(t)z = AT()z = T(HAz (2 0).
at
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¢) Siz € D(A), entonces

4
T(t)z = T(s)z = / T{u)Azdu (t,s > 0).

d) St f:[0,00) — R es continue, entonces

i
lim 1 / F)T(u)zdu = f()T(#)= (zeZ, t>0).
¢

0l

]0, T(s)zdse D(A) y T)z=z+A ](f T(s)zds (z e Z).

1) El subespacio D(A) es denso en Z y A es un operador cerrado en D{A).

Demostracion.
a) Sean z,y € D(A) v &« € R. Veamos que oz + 5 € D(A) vy que A es un operador lineal
en D(A):

Ttz +y) — (az +y) al'(tyz +Ty) — oz —y

Iim = i
t—0 t t—0F t
T (e — 2 T{t)y —1
= lim = l (~—-———~> ] + lim —-——«—-—-—-—( v =y
it A L+
= « lim Az + Hm A{t)y.
L0t [ 10t ’

Como z,y € D(A), se signe que los Hmites existen, Inego «z + y € D{A); ademas se tiene

Tz +y) — (oz +y)

Alaz+y) = lm

t
= « lim A@)z+ lim A(t)y = aA(z) + A(y).
-0+ -0+

b) Sean z € D(A), t > 0 fijo y h > 0. Queremos ver que T'(t)z € D(A).
En efecto,

AT ()2 = T(t)A(h)=

por ser los operadores T'(t) v T'(h) conmutativos. Asi:

lim A(R)T(t)(z) = hhfé}» T(tYA(h)z = T(t) ’II:EI+ Alh)z = T(t)Az.

h-s O

Por lo tanto,

Ttyze D(A) vy ATtz =T(t)Az
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Pues, dado z € D(A) y h > 0 entonces

=Tz = 1) =

h h
Asi,
) Thy—1,, s T(h)~1
AT(t)z = lm i—(——?)———l."['(t)z = T(t} lim {—j;(—lz—)——-*—]—}~
30+ h PRRY(Es h

= T(t)Az

Probaremos ahora que 1'(¢)z es diferenciable. Para esto es suficiente ver que las derivadas
laterales existen y son iguales.
Sean t > (0 y A suficientemente pequeno, entonces

T+ h)z Tz . T|Trh)yz — =

lim = lin
R0+ h hes0+F h

T(h)z —z U
= Ty lim e =T Az, (2 € D(A)).
ﬁh,-—l»:z):» h (t) Az, ( (4))

Asi, la derivada a la derecha de cero existe y vale 7'(f) Az.
Para la derivada a la izquierda de cero, sea t > 0 y consideremos el signuiente cociente

T(t—h)z =Ttz  T{t)z~T({t—h)z Tt —h)|T(h)z - z]
- h h ‘

Ahora, tomando Hmite ciando —h — 07 ¥ del hecho que T'(2) es fuertemente continuo y

acotado sobre compacto, tenemos que

Tt —h)z —T(t)z T(t —h)[T(h)z — z|

Vi = |im
, T(h)z—z
fored :[‘ t “ﬂ] e ————— T[T t)AZ'
( )h—-~->()+ h ( i

Luego, la derivada a la izquierda de cero existe y es igual a la derivada a la derecha de
cero. Por consigniente

d
11:2...:’ /.;_j_:,»r’,Zv
dt](J = f(f)A AT <ﬂ

¢) Veamos que si z € )(A), entonces
t

T(t)z - T(s)z = / T(u)Azdu, (t;s20).
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(&3]

Sea g(t) = T'(t)z, sabemos que g(%) es diferenciable, mas aun ¢'(f) es continua, entonces
¢(t) es una funcién abstracta continnamente diferenciable y se tiene que

¢ v
g(t) —g(s) = / ¢ (u)du = / T{u)Azdu

t
= T(tyz —T(s)x = / T(uw)Azdu

s

d) Para probar d) consideremos f : [0, 00) — R continua y definamos la funcion abstracta

Consideremos "
s
F(s) = / (u)du,
Jt

que estd bien definida.
Luego,

F'(s) = @(t +s) = f(t+8)T(t + s)a.

Para s = 0,

FI0) = f()T(t)z. (1.1)
Por otra parte,
; . FP(h)~ F(0) L1 R
a ey i e e == 1 (o7 ’
£(0) hh:f}; h hh?;* /z/k o(u)du
1 tth
= - [ / f(u)’[’('u,)zci'u}. (1.2)
L0+ h L fy
En particular, si f(t) = 1, entonces
1 L-+h
’[’(f)Z e 17!1:}(’;‘- -/—; /1 ',T'('ll,) Z(./JU.

Mas atn, si f(f) =1yt =0, se tiene

z= lim - / T(u)zdu
h0 h g
e) Para ello, observemos que
Alh) : Z -~ Z
T(h)z — =z
5 b (‘2)] — = A(h)z

7




CAPITULO 1. SEMIGRUPO DE OPERADORES 6
es wn operador cerrado en el espacio de Banach 7, v

¢
/ T(8)zds & CHO,DO),Z]
4

se tiene (ver [6]).

o ET(MT (8)z —T(s)z rft ,
A(h) / T(s)zds = / (h)T(s)z ~ () ds = — [ T(h+s)z—1T(s)zds
Jo 0 h hJo

1 ho-h 1 t
= - T(s)zds — — / T{s)zds
h /h ( Rjo
1
[

1 t4-h h | -k
= - T(s)zds — T(s)zds — — T(s)zds
s g [ rms = [ e

1 [t+h 1 h
= 7)— / T(s)zds — T / T(s)zds.
i Jo

0,

Tomando Hmite cuando h — 0% en ambos lados y usando la parte d), tenemos

£ 1 t-t-h 1 rh ’
lim A(h) / T(s)zds = Hm -~/ T(s)zds — i -—/ T(s)zds
ot g hs0t By ’ hett by

= T(t)z — z.

Lo gue prueba que

t ¢
/ T(s)zds € D(A) y A T(s)zds=T[{t)z—=
Jo Jo
Asi,
L
T{t)z=2z+ A / T(s)zds.
Jo

) Aca, probaremos primero que D(A) es denso en Z; para ello consideremos z € Z y una
sucesion (h,)22, € R tal que hy, — 0 cuando 1 — oo,
Sea )
] Fn
Zy T e / T'(s)zds.
oy §]

Por las partes a) y e) tenemos que z, € D(A) para todo n, y por la parte d) se obtiene
que
hn

Hm 2, = lim — T(s)zds = =
T3 00 Py X '},,“I Jo
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Probando asi que para todo z € Z, existe (zn)5n € D(A), tal que z, — z. Por lo tanto,

D(A) = Z.
Probaremos ahora que A es cerrado.
Sea z, € D(A) tal que

2=z, y Alzn) =y, cuando n — oc.

fmego se tiene que

. t

T{)z —z = lm [T(t)z“ - Z”j = l{m / T(u)A(zn)du. (1.3)
W= O T3 00 Jo

Por otra parte,

T(s)A(zn) = T(s) )l = [T (s)(A(zn) — )l < T (s)]

Tomando limite cuando n —+ oo, la parte derecha de la designaldad tiende a cero, por lo
tanto,

[
i

1AG) = )l € Me** | A(z) - ]

T(s)Alzn) ~ T(s)(y). (14)
uniformemente en [0, £].
De (1.3) v (1.4) tenemos que
o ot
T{t)z — z = ,J'lml;);c /U T(u)A(zp)du = /0 T'(u)yydue.

Ahora, de la definicién de A, y por la parte d) se tiene

. T(t)z — = A
lim A(f)z = lim ,__.(__)._____. = |im ;/ Tlw)ydu = y.

150t £ 0 i t0t T Jy

Asi, hemos probado que

e DAy Az) =y

1.2. El Problema de Valor Inicial de Cauchy

En primer lugar estudiaremas el problema de Canchy homogéneo, para lo cual consi-
deraremos el siguiente teorema.
Teorema 1.3. Sea {T'(t)}, t > 0, un semigrupo de operadores fuertemente continuo, y A

su generador infinitesimal con dominio D(A), entonces el problema de Cauchy

i(t) = Ax(t), (t>0) ]
{ 2(0) = 2, (25 € D(A)) (1.5)

tiene una tnica solucion x(t) = T(t)z, pare todo t > 0.
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Demostracion.

Usando el Teorema 1.2 se verifica, facilmente, que la funcion z(t) = T(#) 2z es solucion del
problema de valor incial {1.5).

Para probar la unicidad, sea y(t) otra solucion de (1.5), entonces y(t) € D{A).
Consideremos la funcion

F(s) =Tt~ s)y(s).

Del Teorema. 1.2,
Fl(s) = —AT(t — s)y(s) + Tt — s) Ay (s) = = AT (t — s)y(s) + Tt — s)Ay(s) = 0.

De donde tenemos que F'(s) es una funcion constante para todo 0 < s < t.
En particular,

F(t) = F0) == y(t) =T(t)y(0) = T(H)z = y(t) =x(t), Vt=0.
]

En segundo lugar, estudiaremos el problema de Cauchy no homogéneo, para lo cnal
enunciamos el gigniente resultado

Teorema 1.4. Sea {T'(t)}, t > 0 un semigrupo de operadores fuertemente continuo, A su
generador infinitesimal con dominio D(A) y f :]0,00) — Z une funcion continuamente
diferenciable. Entonces el problema de Couchy

B(t) = Ax(t) + f(t), (t=0 7
{ L(O X 407 ( (]6)

(T\

tiene como unica solucidn la funcion

ot

ot) = T(t)z + /U T(t—s)f(s)ds, (£ >0) (1.7)

Demostracién.

Para la existencia de la solucion es suficiente probar que la funcién z(¢) en la ecuacién (1.7)
tiene derivada fuerte v satisface la ecuacion (1.6). La funcion y(t) = T(t)zg es solucion del
problema de valor inicial (1.5). Resta ver que

ot
/ Tt~ s)f(s)ds
Jo

satisface la ecunacion (1.6).

Sea
oft) = / Pt = ) f(s)ds, (0<s<t). (18)
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Haciendo un cambio de variable, obtenemos

t
g(t) = / T(s)f(t— s)ds. (1.9)
Jo

Como T'(.) es acotada sobre intervalos compacto de [0,00), v {(s) es continua, entonces la
integral de Riemann

/‘L T(s)f(t— s)ds
Jo

existe.
Consideremos el coclente
(1 Y — t 'il'"f‘h ) ) 2 .
g h) =gt _ l[ / T(s)f(t+ h — s)ds — / T(s)f(t — s)ds}
h h J0 4]
1 oL “t4-h ’
= - { /( T()f(t+h—s)ds + / T(s)f(t+ h — s)ds
Lo Ji
: )
- / T(s)f(t »«s)ds]
Jo
1 ot A ) ‘ 1 SEN )
= 7 /0 T fE+h—s)— f{t—s)|ds + T / T(s)f(t+h— s)ds.
- oy

Tomando limite cnando h — 0, y nsando la parte d) del Teorema 1.2, tenemos que ¢'(t)
existe, v

-t
§(1) = /m T(s)f'(t — s)ds + T(£) £(0).

Sea h > 0, de la ecuacion (1.8) obtenemos

; hY) — : p t-l-h -t
gt o) - / T(t+h —s) f(s)ds — / Tt~ $)f (s)ds]
h h Jo Jo -

l r t+-h

t 5
= 7{[/0 T(t+h—s)f(s)ds — /0 T(t —s)f(s)ds + / T+ h— s)f(s)ds]

i
Ty -1 [* Lo
- l_(l%___f_ / T(t = 8)f(s)ds + / T(t+h— s)f(s)ds.
2 Jo vy ‘

Ahora, cuando h — 0,

Asi, hemos probado que g(t) es fuertemente diferenciable, y

g'(t) = Ag(t) + f(1).
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Por 1o tanto, la funcion (1.7) es fuertemente diferenciable y es solucion de la ecuacion (1.6).
Veamos la unicidad. Supongamos que y(¢) es otra solucion del problema de valor inicial
{1.6) y consideremos
F(s) = T(t - s)y(s)
entonces
F'(8) = —AT(t — s)y(s) +T(t — s)[Ay(s) + f(s)].

Luego
F(s) = Tt - 5)f(s).

Integrando resulta

ol L
F(t) - F(0) = / Tt —5)f(s)ds == y(t) — T(t)ag = / T(t — s)f(s)ds.
40 JO

De donde ,

y@xT®m+/dW«$ﬂﬂ

Jo
Por tanto,
y(t) = x().

[

Definicion 1.3. La solucion de la ecuacion integral (1.7) se denomina solucién mode-
rada de lo ecuacion (1.6)

Observacion 1.1. La funcion x(f) dada por la formula (1.7), esta bien definida para
funciones f no necesariamente diferenciables v cunalquier dato inical z, € Z, de hecho f

puede ser s6lo integrable, como es el caso del problema tratado en este trabajo.

Teorema 1.5. Sea A un operador con dominio D(A) denso en un espacio de Banach Z,
entonces A puede ser el generador infinitesimol a lo sumo de un semigrupo fuertemente
continuo {T'(t)}, t > 0.

Demostracion.

Sean {T'(t)},t > 0y {S(#)},t > 0 dos semigrupos de operadores fuertemente continuos, con
generador infinitesimal A. Por el Teorema 1.3, 2:(t) = T'(t)zg e y(t) = S(t)zy son soluciones
del problema de Canchy (1.5). Por unicidad se obtiene que

T#)zo = St)z0, (20, z9€ DA)).
De la densidad de D(A) en Z y del hecho que T'(t) y S(¢) son acotados, tenemos

).

T(t)z = S(t)z, (t>0, z¢€

NN
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(W)

Definicion 1.4. (Semigrupo Analitico) Un Co— Semigrupo T'(t),., es analitico, si para
cade z € 7 la funcion t — T(t)z,t > 0 es diferenciable y existe una region R, = {z €
C : Re(z) > 0,larg(z)| < «} del plano complejo tal que T(t) pueda extenderse o R

analtticamente y

I ) _
Sr(): = ATz, t> 0, Yz € Z,
dt )

donde A es el generador infinitesimal de T(t) .-

1.3. Un Lema Sobre Semigrupo de Operadores

El siguiente Lema, debido a H. Leiva [11], juega un papel fundamental para obtener
los principales resultados que presentaremos en los siguientes capitulos.

Lema 1.1. [11]. (Leiva) Sea 7 un espacio de Hilbert separable y {Awntnz1, {Patnz1 dos

familias de operadores lineales acotados en Z, con { P}, una familia completa de pro-
yecciones ortogonales, tales que

AnPr = PyAn, n=1,223,.... (1.10)

Definamaos lo siguiente fomilia de operadores lineales

T(t)z= Y e Pz, 2€Z, 120, (1.11)
n=1

Entonces
a) T'(t) es un operador lineal y acotado si

Anty e
Je ) < g(t), m=1,2.... (1.12)
pare algune funcion continua o valores reales g(t) >0, ¢ > 0.
b) Bujo la condicion anterior {T(t)}io es un semigrupo fuertemente continuo en el
espacio de Hilbert Z, cuyo generador infinitesimal A esta dado por

Az =" APz, z € D(A),

=l
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con

O
D(A) = { e7: 3 | AuPuzlf? < w}

n=1
¢} Elespectro o(A) de A estd dado por
- —
a(A) = | o (@)
n=l
donde A, = Ay Py 2 R(P,) — R(P,), R(P,) = Rong(F,)
Demostracion.
a) Supongamos que || et < g(t), n = 1,2,3,..., donde g : [0, 4+00) es una funcién

continua.
Luego, ya que A, P, = P, A, se tiene para cada z € Z, que { ehntp o z}02 es una familia
de vectores ortogonales en Z; por tanto,

o
1Tz P=] Y etz |P= Z e Pz i)?
n=} n==1
< ST R Pz P< 0P S ) Pz P

n=1 ]

2
=@ liz1)
Luego, || T(t)z ||< g(t) || z ||. Como | (%) ||= sup (| [(f < g(t), se obtiene que

=1
T e L(Z); es decir, T() es un operador lineal y acotado.
b) Veamos gque {T'(#) }1>0 es un Co-semigrupo. Es decir, se cumplen con las condiciones de
la Definicion 1.1

=T P< o) 1 2 12

o X
DT0)z =Y e Pz =Y Pz =z Asi,
== n=1

T(0) = 1 (1.13)

o O o0

TOT(s)z = Y e™ P (s)z = Zg“n'/‘z-’n(}__j ‘/)

n=1 n=1 =1
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— GA”t(‘;’A”s]DnZ - Z (‘,Au(i,‘v{,s)]jnz
n=1 n=1
=T(t+ s)z.

Luego,

T (s)z = T(t + 8)z.
o0
iii) { P, }n>1 es una familia completa, por Jo que, z = E Poz, 2 € Z. Luego,

n==]

o o o
b Y / . D A e -
[Tz =z P = | D¢ Paz =3 Pz P= | 3o (™ = 1) Pz |
=1l n=1 =1
< ST leMt - L] Pz
n=l
N ‘ oo
— H (:."A"[' -7 leH [)1;2' ‘:!2 o+ Z “ (.%'Ant -1 }IZH 1_),], HZ
n=] n=N-1
N o0
< sup [l TIPS Bz P HE Y [ Pz P
t<ndN =1 v

Donde K = sup = || efs? —Lj°
n>1,0<t< 1

Dado £ > 0 existe N € N tal que

[e.5]

PO

ne==N 41

y podemos escoger £ < 1 tal que

sup 1 (,lAn[, ._.,] i2< ______:i__‘“—
‘i";N 1| Il < 2 YI - E‘Z

N
2 £ !P,7§2 I &
S TE el ey

n==l

13

(1.14)
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Por lo tanto,
lm | T{t)z~z||=0,Vz€ Z
L0t ’

Asi, de i), 1), iii) obtenemos que {7'(t) };>0 es un Cy-semigrupo.

Por otro lado, sea A el generador infinitesimal de este semigrupo, {T'(#)}i-0, v D(A4) su

dominio. Entonces para z € [D(A) se tiene, por definicion, que

o [s.¢]
A . Y -
) E edntp o E Pz
Ttz — =z - -
Az = lm —2 2 fim 2= nzl
Lt t L 4
oo
Eﬁ(e“l””' - [) Pz
=1 ’ > @A“" ~ I
= ljm =2 = lim g o Pz
>0 [2 £ 0+ — t

Ahora, puesto que e* es un semigrupo fuertemente continuo cuyo generador infinitesimal

es A, entonces

. R ) ]
P Az = lim Pz = APz
t—(*
de donde,
oG o0
Y ) 5
Az = P,Az = 5 An Pz
n=l n==}
20
= 11/ o= g AArnlna
n= ]

<
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I Az |* =
n =]

<LM,,

n=1
1Az |)?

o,
N

» NPV
7~

Lin

entonces z & {,,

Luego,

D(A) C {

{@/

Ahora, supongamos que z €

I Zw,w

SEMIGRUPO DE OPERADORES

!2< Z I Anf n< 1‘

==l
Pl Paz 1P< k(8] Zti Pz |2
=l
< (k) [ 2])° <o

I?< oc}

223 Anbye [P oo}

n=1

Z | AnPrz |2 < oc} entonces

n=s]

o0
zAnPnZ ERTNSIA

(1.15)

n=1
7
. .
Haciendo z, = Z'P"‘Z obtenemos
k=1
n
ZP P L Pz
P ]]1 t z? - ~" —
1im —~(~—)—1——~f—'i =Mulim k k=
ity e £
| OECEED SUSEID 1) o R I
- lv(t)zn - Zn . k=1 1 Nt p
Hm ———e == {im e lnu
L0+ t L0+ t S0 4
n
Z Axi[) ., Z Pz Z(CA,,, [) P,z
, k=1 o k=1
== lm = |im
(0t t L-s{3 t
n (f11‘1 — ‘
N B, ( lim ——— Py Agz
> i =Y R,

k=1
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se tiene,

T(t)zn = 2 <
lim AL L T [D‘A L2 <00
[ty t [\L__.‘l e

. Ttz — = <y
Azy = 1im __(._)...'E_.__E = Z PyAyz.
O t 1

123
o )
Por lo tanto, 2, € D(4) y Az, = } PLApz, vaque lim 2z, =z y
NP OO

—y
k=1
n o
lim Azp, = > PoApz = lim Az, = g P Az =1
pm Ay : kL2 i S : Lk Y
s =

y como A es un operador lineal y cerrado tenemos que

m Az, = Az, lim z, = z.
[ Edv el PO

Del teorema del grafico cerrado,

s3]

z e D(A) v Az =y. Por consiguiente,

{z €7 i | AnProz |2< oo} < D(A) (1.16)

n=1

Hemos mostrado que

¢
D(A)={z€ Z: Y || AuPuz |P< o0},

n=1
¢) Es equivalente a probar lo signiente:

X >

=1 a1
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(e ] o0
Probaremos primero que U o(Am) C o(A), pero esto equivale a p(A) C ﬂ p(A.). En
==l =1

efecto, tenemos que o(A) = p(A). Ahora bién,

U U(EM) = U P(:(Zvn) = ( m I')(Xm,))c = ”(A) = p“(A)
7=l m=1 =l

=[] =r )

=1
= p(A) = [ p(An).
ne==l

Sea A € p(A), entonces (Al — A)"F: Z — D(A) es un operador lineal acotado. Debemos
probar que

(A =An) ™ s R(Pw) = R(FP)

existe v es acotado para m > 1. Supongamos que (Al — A,,) P,z = 0. Como

X
(M = Az =3 (M = Ay)Pyz
n=1

vemos que

(X ~ A)Pz = Z(AI« An) PPz = (= A, Pz

o1

..... = (MPy — A P)z = (M = A Pz =0

()\[ — ./1) mi == ()\l — A,n) mz =0 = ()xi = A) 2,z = (.

Pero (M — A) es uno a uno, por lo que, Ppz = 0. Asi, (A — m)l mz = 0 == Ppz =10,
entonces (Al - Am) es inyectiva. Por otro lado, dado y € R([ ,) debemos roso]vot la
ecuacion (A — A, Jw = y. De hecho, ya que A € p(A) existe z € Z tal que

(M — A)z = Z(M — A Poz = 1.

n=i

entonces, aplicando F,, en ambos lados de esta ecuacion obtenemos
b ) T

Pon(M —~ A)z = (A~ Ap) Pz = (A~ 4:7:)1 mz = Py = y.
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Por lo tanto,

(A — ;f,»,l)P,,,,z =y = (A — 74—,,.,,,)’:1; =y

donde w = P, z. Por tanto, (A1 —A,,) es sobreyectiva y asf (A —A,,) : R(P,,) — R(P,,)
es una biveccion. Y ya que R(P,,) es cerrado, espacio de Banach aplicamos el Teorema de
la Aplicacion Abierta y concluimos que (Al — At R(Fp) — R(Py) existe y es un
operador lineal acotado.

Luego, A € p(z,,.,v,/') para m > 1. Hemos probado que

O X
plA) c () p(An) = | o(An) C o(A). (1.17)

me=l m=]
Ahora, probaremos que o(A) C U a(A,,) o equivalentemente, ﬂ p(An) € p(A). Sea

m=1 "
A€ ﬂ p(A,), es decir, A € p(A,,) entonces
=1

A= Ap) ™ R(P) — R(P) (1.18)

O
L . . o - — T e
existe v es un operador lineal acotado para m > 1. Hagamos Axz = > M —A) Pz

Mostraremos que Axz es igual a (A~ A)71. De hecho Az es acotado, existe una constante
M > 0 tal que

N
Haciendo yy = Z (M — E,v,,,)”] P,z tenemos
=1
N i
Jim gy =l O T e A L (N = A,) Pz = Ayz
=1 =1
lim yp = Ayz. (].1.9)
N-—yoo
N
Por otra parte, (Al — A)yn = Z Py, z, de hecho
me=1
N N
() Z A=A Pz — Z A =A,) " Pz

m=1 =
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Z’ (A o Am m Z()‘ Am -1 lm
= Km m=] =]
i 0 t
‘/\;
L()\ m ][)’”<Z(A7,Lj) A) - Z(A - ZI/’L)MVLI:{WLZ
— lm el S =l
[ t
N
Y A=A tetrtp, Z(A
— l{m =] =]
ts(t 1
N
(A=A P (et — T2
= lfm 2=
t—>0F t
N (efAm! — [}z

lim

SO MET AR

==l

= Z A=A

=1

Ayn =

Tl
Luego,

N

bmi Y 2
( lira —(—i~~—--——-—)-)
£ 0 13

Z()\ - A,,,) / mAmZ

N
=) Pdz = Y (A=A T P Az
]

N
== Z /\ Aln ()‘InL - Am})m)
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N
= Z(/\ Am) 1 P, Am[m)})m7
m=l
[\f
= Z ()‘ - Zm) VVVV l(/\Pm. - Z'm ]Dm)z
m=1
N
A=Ay =Y (A =Ap) A= Ap) Pz = Zf,m
==l =]

También,

V‘/

I7L l m*]

lim (A — A)yn = hm ‘—‘ b

Jim 7 (1.20)

Hi T
Luego de (1.19), (1.20) convergen en Z. Aplicando el Teorema del Grafico Cerrado obte-
nemos Ayz € D(A, v para cada z € 7,

1\/
Jim (A~ AJyy = lim L;,,L,, = (A= A)Ayz = (1.21)

nv_l

Supongamos, ahora, que y € D{A) y consideremos z = (A — A)y. Luego,

T = (A= AYAz = (A= A)Ar(\ — A)y.

esto es,

0=z —2=0Q—-Ay—-—AN—A)dx=(A— Ay — (A —A)A\(A — A)y.

0= (A= Ay — Ax(A — A)y].
Pero A no es autovalor de A se tiene
y—Ax(A—=Ayy =0=y=A\(\— Ay, Yy & D(A). (1.22)
Fu consecuencia, de (1.21) vy (1.22):
(A=A Azh=h y Ax(A—-Ah="h
Por tanto, 4y = (A — A)"! existe v de (1.18) es acotado, por lo que A € p(A).
o0

Luego, (A — ,4)”] = Z (/\ - 7:im)w] Pz

== l.
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o0 T T ?_“:“M
p(A) D (N p(A,) = () p(An) C plA) == a(A) C | e(A,) (1.23)
==l me=1 =]
De (1.17) y (1.23) finalmente obtenemos
o(A) = U o(A).
=1l
0

1.4. Definicion de Espacio de Sobolev

-

Sea 7 un espacio de Banach y {T'(t)},¢ wn semigrupo fuertemente continuo en 2 con
generador infinitesimal A v dominio D{A). Si A es un operador, tenemos la validez del
siguiente resultado

Teorema 1.6. D{A) es un espacio de Banach con lo norma
L D(A) = [0, +00)
z = |zl +[|Az]

Demostracion.

Claramente [|.l|; define una norma en D{A). Para demostrar que D{A) es un espacio de
Banach con esta norma, tomemos una sucesion de Cauchy {z,} en (D(A),].1[1); Iuego,
tanto {z,} como {Az,} son sucesiones de Cauchy en la norma original de Z y como éste
es un espacio de Banach tenemos que existen zy, 2z € Z tales que 2z, — 21 v Az, — 22,y
como A es un operador cerrado, tenemos que z; € D(A) v A(z1) = 7. No es dificil probar
que [z, — z1]] = 0.

]

Denotemos por Z; al espacio de Banach (D(A), ||.ll1). Luego, si denotamos por T'(#)!
la restriccion T(¢)|,, de T'(t) a Z;, vemos que T'(#)! : Z, — Z; define un semigrupo fuerte-
mente continuo sobre Z; con generador infinitisimal A;. Sabemos que D(Ay) es un espacio
de Banach con la norma [zl = ||zl + |Az]ly v que Zy = D(A)) es invariante bajo la
accion del semigrupo T'(#)'; esto es T'(£)1(Z;) C Z para cada t > 0.
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Definamos
T(t)2 YAy Do

z— T(t) 2

Repitiendo a placer el procedimiento, haciendo Zy = (Z, |[.]), vy T'(#)* = T(¢), partiendo
de Zy y T, podemos hallar sucesiones {z,} v {T(#) ™} 0. {T(5)™ }ino €5 un semi-
grupo fuertemente continno en 7, v se define como ¢l n-ésimo semigrupo de Sobolev
asociado a Z y a T'(t).

SiZ=IPR)1 <p<ooy{T(t)} es el semigrupo de traslaciones, nos podemos dar
cuenta que

Zn=A{f:R—=R:f [, .. f(n)eF(R")}
T
con la norma || fi| = Z i F@ I, donde como es usual fO denota la funcién sin derivar. El
espacio Z, se llama el ]Espacio de Sobolev de orden n en IF(R).
Por analogia definimos en R, k& > 1, los espacios de Sobolev de orden n en la siguiente
forma: para 1 < p < o0,

H™P(Q) = {f - Q= R fo f o, fO € LP(Q)}

con la norma

[Ra[ R PG B
=]

eorema 1.7. o)H™P(Q) es denso en LP(1
Teorema 1.7, o) H™ /)
b)H™P(Q) es un espacio de Bunach con la norma |||, -

Notacion: en el caso en que p = 2, escribimos H”(2) en lngar de H™%. Hj(£2) denota
la clausura en H(2) de

C*¥={f:2—= R: [ tiene soporte compacto y f & C™}



CAPITULO 2

FORMULACION ABSTRACTA DEL PROBLEMA

A continuacion escogeremos el espacio de Hilbert, adecunado, donde el sistema dado por (0.1)
puede ser escrito como nna ecuacion diferencial ordinaria abstracta.
Sea Z = L ) = L2(Q,R) y consideremos el operador lineal no acotado
A D(A) C Z — Z definida por Ag = —A¢, donde
D(A) = HY (L, R) N HQ(Q, R). (2.1)
El operador A tiene lag siguientes propiedades muy bién conocidas:

1.- El espectro de A consiste de los antovalores 0 < Ay < Ay < ... < A, — oo cada
una con multiplicidad finita ~, ignal a la dimension del correspondiente autoespacio.

2.- Existe un conjunto ortonormal completo {¢, x} de autovectores de A.

3.- Para todo ¢ € D(A) tenemos

o 13

Ap = ZA;;’ > < bibin > i (2.2)

g=1 =

donde < -, - > es el producto interno en 7 v

i
Eip=>" < .bjx > b (2.3)

23
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[a'e)
Por tanto, {F;} es una familia de proyecciones ortogonales completaen Zy ¢ = S 1.
j=1
para cada ¢ € 7.
4.- —A genera un semigrupo analitico e~ dado por
o
o A L — >
e Az = E Ry 5 (2.4)
n=|
5.~ El espacio de potencia fraccionario Z7 dado por
. . = Gy - 0t "
77 = D(A™) = { €Z: } AT Ez |IP< oo}, >0,
=l
con la norma ‘
o3 1/2
o | T E"Zr: L 12 o 7T
g z Hyf;| Az E ----- { ,\” ‘i ].J”/.z jI } ., T E Z
n=1
}/’
o0
ATz = E A Bz (2.5)

n=1

También, para r > 0 definimos Z, = 2’

la norma dada por

"% Z, el cual es un espacio de Hilbert dotado con

2
U L !2 ] Ny 9
” v } P = [l + 0]

Por lo tanto, la ecuacion (0.1) puede escribirse como un sistema abstracto de ecuaciones
diferenciales ordinarias en el espacio de Hilbert Z; = Z! x Z como sigue:

ll,, =Y (2 (,)
v o= =A% - 2B8Av + 1,u "

Finalmente, el sistema (0.1) puede reescribirse cormo una ecuacion de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden en el espacio de Hilbert Z; = Z' x Z como sigue:

d=Az+ Bou, z€Z; t>0, (2.7)
donde w & L2([0,7};U), U = L*($2),

0 [z

= oA 24 | 28)
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es un operador lineal no acotado con dominio

yB:U— Zy, B, = { )
1.

} es un operador lineal acotado.

Proposicion 2.1. Los adjuntos de los operadores Bq y B, estin dados por

/30'—[0 »]Z]., B/vs‘::{() 1(”,]'

@

A continuacion se probara que el operador lineal no acotado A, dado por la ecuacion
lineal de la viga (2.8), genera un sernigrupo fuertemente continuo, el cual decae exponen-
cialmente a cero. De hecho, usando el Lema 1.1 de [11] podemos demostrar el signiente
teorerna.

Teorema 2.1. El operador A, dado en (2.8), es el generador infinitesimal del semigrupo
fuertemente continuo {T(t)},., representado por

o<
T(t)z=>» eM'Pz zeZi, t=0 (2.9)
i=1
donde {P;}._ . es una familia completa de proyecciones ortogonales en el espacio de Hilbert
y 115>0
Zy dado por »
Jtzj:[lff 0 } R (2.10)
2 S )
Y
) B 0 1 . ey
Aj = BiPj, Bj= [ A2 98 ] Szl (2.11)

Ademds, los autovalores o1(j), o2(4), de lo matriz B;

5 son simples y vienen dados por:

o1(J) = =X, 02(0) = —=A;p2,

pm=B=B =1y pp=pF+5 1
y este semigrupo decoe exponencialmente o cero, es decir,
WP < Me ™™, >0, (2.12)

donde
o= Apr
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Demostracion. Vamos a calcular Az:
[0 1 T
Az = | —A® —2p84 } [ v J
T v
| ~ A%y — 28 Av
_ I 2 By
L "“Z\ /\ ]/Jll 2/‘3 E;o‘l /\J]’I/U
[a] !
. Z 1.1/_,1"(]
""" - { = A2 Eju — 28X v }
“‘Z{(‘) 1 ny oHu
part =23 —2p) 0 £ ||w
(o)
= ZA]'I‘:)]'Z.
=1
Es claro que A;P; = P;A;. Ahora, necesitamos verificar la condicion (a) del Lema 1.1.

Para este fin, obsu ve que los autovalores o1(j), o2(7), de la matriz By son simples y estan

dados por:
(7}(7) = '“/\ [JI 02( ) fonand —-./\ pZ

Como los antovalores de B; s0n simples, existe una farnilia completa de proyecciones com-

plementarias {g;(j)}2., en IR * tales que

B;  =o{j)a(g) +or(ia(j)
ebit = e“")‘.'l/)"t(l,l (7) + 6’“/\”'/)2['(!'2(."1')?

donde ¢;(j), = 1,2, estan dados por:
n(i) = — [ N

o (Pr=p2) | =i p2— 2/5’

}

-\ 1 Pi
@) = !
2) [ =X P

31-

yi,_,.

23

!

(p2 — p1)

Por lo tanto,
A; =0y ()P +oi(d )sz
edit = g Jplf.{)" 1+e” 7/’21/[)]»2’
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Az = Z{”*U iz + oa(j) Praz}

PES|

Donde, Pj; == ¢;(j)F; es un familia completa de proyecciones ortogonales en Zy.

Para probar que e*P, © Z; — 7, satisface la condicion (a) del Lema 1.1, es suficiente
con demostrar, por ejemplo, quc e P2t (n) Py, m = 1,2,3,. .. satisface la condicion (a).

De hecho, consideremos z = (21,20, )7 € Z; tal que ||z|| = 1. Entonces,

o0
DBzl <1
j=1

F <1, Bzl <1, j=1,2,.... Laego,

1‘2

2 < 2ol =
Eiall” <1, |2l =

Por lo tanto, A;{|FE;z;

=2Anpii AT 1 g . 2
o= Nnpit e ~ palinzy + v Bz
" o (“(”) n/u“/’ ————— ———-—'—-——————\—2- 5 An . .
(/)] = pP2)° “"\n[’/nzl + (/)‘2 - 2!-5)]377 22 7

it

—2Anpt X
s S (i + 5 o)

(/)1 ~ pa)?

2xppit 5O
" <p;““‘*—pzzZih/< At + (02 = 26) Enza) P
e ~2Xnp1t
el e G i
e”"?/\nplt

Im zl?

"““""""“5‘2“ = Az + (/)‘2 - .2,’/7))/;/722”2

Como MllE;jz || <1y |

Eizll <1, j=1,2,..., tenemos que

donde M = M(3) > 1 dependiendo de 5. Entonces tenemos,
le Pt () Pallz, < M(B)e™™ P, t>0 n=1,2,....
De la misma manera obtenemos gue

e P2t qy(n)Pollz, < M(B)e 7t >0 n=1,2,....
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Por lo tanto,

letp il < M(Be ™, t20 n=1,2,...,

donde
= Apr.

Asi, aplicando el Lema 1.1 obtenemos que A genera un semigrupo fuertemente continuo
dado por (2.9), lo cual implica que este semigrupo es compacto.
A continuacion, probamos que este semigrupo decae exponencialmente a cero. De hecho,

(e 9]
= D lletp

i=1
o0
< D HeMHRP
j=1
o0
< MA@y P

j=1

b

= M*(B)e %]

Por lo tanto,
T < M(Be ™™, t>0.

i
i

o
La siguiente condicion juega nn papel importante en miestro trabajo

A 09 .

1l P2 (2.14)
)\J‘ 21
Proposicion 2.2. Bl operador Py Z, — Z,, j > 0, definido por

- E; 0 ) :
P = { 8’ M N - (2.15)
=i '

es una proyeceion ortogonal continua y acotada en el espocio de Hilbert Z,.
Demostracion. En primer Iugar, mostramos que P;(Z,) C Z;, lo cnal es equivalente a
demostrar que E;(Z") € Z". En efecto, sea z en Z" y consideremos F;z. Entonces

o

SO

n=}

EnEjz|? = AT |[Ez|* < .
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Por lo tanto, F;z € 27, Vz € Z".
Ahora, probaremos que esta proyeccion es acotada. Del hecho que la inclision 27 C Z es
continua, existe una constante & > 0 tal que

Izl < kllzll,, Vze 27

Lnego, para todo z € Z7 tenemos la signiente estimacion

XD
1Bzl = Y ATIEEs=l* = AT ||z
nz=l

< AP < AR 2R

En consecuencia, ||[Ejz]| < ANtkllzl;, lo cual implica la continuidad de £ @ Z7 — Z7. Asi,
P; es una proyeccion continua en Z,.

0



CAPITULO 3

E_____.CONTROLABILIDAD INTERIOR DEL PROBLEMA

En este capitulo, probaremos el resultado principal de este trabajo sobre la controlabi-
lidad del sistema lineal (2.7), pero antes recordaremos la definicién de controlabilidad apro-
ximada para este sistema. Para este fin, notamos que para todo zg € 2, v u € L2(0,7;U)
el problema de valor inicial

{ i(;i{ + Boult),z € Zy, (3.1)

admite una fnica solucién moderada dada por
4
z(t) = T(t)zp + / T(t - s)Bou(s)ds, t€0,7]. (3.2)
Ja

Definicion 3.1. {(Controlabilidad Aproximeda) El sistema (2.7) se dice que es apro-
zimadamente (;t()ntmla,ble sobre [0,7) si para cada zo, z1 € Zy, € > 0 existe u € 1;2((), 7 0)
tal que lo solucion z(t) de (3.2) correspondiente o u verifica:

z0)=zy y lz(1) — zll <e.

Counsideremos el siguiente operador lineal y acotado:
T
G LA0,7:2) = Z1, Gu= / T(r — s)Byu(s)ds, (3.3)
Jo
cuyo operador adjunto G* : Z; — L2(0,7; Z) esta dado por

(G'z)(s) =BT (7 —s)z, VYsel0,7], VzeZ. (3.4)

30
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Lema 3.1. (Ver [7] y [17]) La ecuncion (2.7) es aprozimadamente controlable sobre [0, 7]
si, y s6lo si, cuslquiera de lo siguientes condiciones se cumple:

b) Ker(G*) = {0}.

¢) (GG*z,z) >0, z# 0 en Z;.

d) Hmg_ g+ elcd + GG*) 71z = 0.

e) BIT'(t)z =0, Vie|Or], =z=0.

1) Para todo z € Zy se tiene Gug = z — alal + GGy 'z, donde

u, = G (al + GGz, ae(0,1].

Proposicion 3.1. 857 Rang(G) = 74, entonces
sup ol + GG <1

>0

Para la prueba del teorema principal de este trabajo nsaremos la signiente version del
lema 3.14 de [3] v Lema 4.4 de |2].

Lema 3.2. Seon {ay(7)} o1, {B1j}io1, {a2(d)}is1, {825 }>1 sucesiones de nimeros reales
tales que oy > o,V 2 1y

as(f+1) < ag(f), a(j+1)<aj) (3.5)

pora s = 1,2;7 = 1,2,3,.... Entonces, para cualguier v > 0 tenemos

(o]
ST (0B 4 e gy = 0,91 € (0,8 (3.6)
j=1

sty sdlo si

By = Bo; = 0,V) = 1. (3.7)

Ahora, enunciamos y probamos el teorema principal de este trabajo.
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Teorema 3.1. (Resultado Principal) Bajo la condicion (2.14), pare todo subcongunto abier-
to no vecio w de Q y v > 0 el sistema (2.7) es aprovimadamente controlable sobre [0,71].
Ademds, una sucesion de controles que transfieren el sistema (2.7) de un estado iniciol zg
o una e-vencidad del estado final 2y en el tiempo T > 0 estd dado por

ua(t) = BT (r — t)(al + GG ) Mz ~ T(7)z), « € (0,1],
y el error de esta aprozimacion E, estd dado por
Ey = afad + GG Mz — T(T)z), o €(0,1].

Demostracién. Aplicamos la condicidén e) del Lema 3.1 para probar la controlabilidad
del sistema (2.7). Para esto, observe que

AAAAA ZpAﬂPu zeZ, t>0,

v, como los autovalores de la matriz A; son simples, existe nna familia completa de pro-
yecciones complementarias {qy(7), g2(; /)} sobre IR ? tal que
»4 ‘::(’nl(f)t(] (7)]) _}_poo(])f «(‘)IJ?«‘(:'

Por lo tanto,

Bujn ZB* AL L}) ~:ZZP =(J)fjj /.)* .

g=1 s=1

donde Py j = q.(7) Py = Piqs(j).

Ahora, supongamos que BT*(t)z = 0, Vt € [0,7]. Entonces,

o o 2
BTtz = ZB‘ e3Pz = LZ(’W“B Pz =0.
=1 =1 s=1
oo 2
e ZZ(’” DB Py ;2) () =0, Vze
j=1 s=1
La suposicién (2.14) implica que la sucesion {a,(j) = —Ajps s = 1,2, = 1,2,...}

satisface las condiciones del Lema 3.2. En efecto, trivialmente se tiene que a2(j) < aq(j)
y de {2.14) obtenemos —A;41p1 < —Ajp2. Por lo tanto,

a(j+1) < oag(d), ca(F+1) < a(y).
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Luego, del Lema 3.2 obtenemos para todo x € £ que
(BLPjz)(x) =0, Vee, s=1,2; j=123,....

Como

iy ij

. a 22 . . . p

a ()= "I} "2],»:1,2; §=1,2,3,4,....
@21 ‘izzj

Tenemos Ve € 2, 1=1,2; j=1,2,3,4,... que

Fsto dice que,
(BLPis2)@) = | i Byzi(o) + ah Byma(a) | =0, Voew.
Ahora, tomamos f() = a5 Fjzi () + ag Ejza(x), Va € (2. Obtenemos

{ (A XIf=0, en 0,

flz) =0,Vz € w. (3.8)

Luego, del Principio Clasico de Continunacién Unica para Ecnaciones Elipticas (ver
[21]), se signe que f(x) =0 Ve € Q. Asi, tenemos para 1 = 1,2; j=1,2,3,4,... que

(BLPL2) () = | 6 Byaa(o) + @b Byma(e) | =0, Vwe

Por lo tanto,

o
BLT! ()7 = Z Bhei' Pz = ZZ e UNBLP 2 =0, Ve l0,7]
r. j==l g=

El sistema (0.2)(ver [8]) es aproximadamente controlable, entonces de la condicion e) del
Lema 3.1 se obtiene que z =

Asi, tomando z =z, — T'(r \7(, usando (3.2) y parte f) del Lema 3.1, Obtenemos nuestro
resultado

z = lim {T(7 /,U+/ T(1 — s)Byua(s)ds}.
0

a0+

Prueba del Lema 3.2. Por la extensiéon analitica tenemos

oG
Z (e UG, 4 22N 3y)) =0, Vi € [0, 00).

i=1
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Ahora, dividiendo esta expresiéon por e” VDE obtenemos

B+ Z et (G)—a (J'”t/alj + - ('1((” (.i)‘v-txl(l))iﬁzj =0, Vte '{U> 3@)
j=2 gl

Como a1 (j) —ay(1)) <Oparaj>1y a2(j) —ai(l) <0 para j > 1, entonces pasando
al limite cuando 7 -+ oo tenemos que 517 = 0
Luego, obtenemos que

D e @iy 43" e @lEy; Vit e [0,00).

=2 =1

e N ., " .
Nuevamente, dividiendo esta expresion por e®*D se tiene

o0 X
Ba1 + Z c((’""(-ﬂ"""“z(lmﬁ-l,j - Z(;’.(""Q(j)”“f(]))"ﬁzj =0, Vtel0 o).
=2 =2

De (3.5) tenemos que aq(j) — aa(l)) < 0y a(f) —as(l) < 0 para j > 2. Pasando al limite
cuando t — 0o se obtiene que Fo1 = 0
Luego, se tiene que

X (e ¥]
Ze“‘m”/ﬁ]j + Zc“’?(mﬁgj =0, Vtel0,00).
=2 =2

Repitiendo el procedimiento, podemos obtener que Fi2 = Fuz = (. y contimuando este
camino se llega a que f1; = fy; = 0,V) > 1.

0



CONCLUSIONES

La técnica utilizada en este trabajo es reciente, simple y clara, v se puede utilizar para

estudiar la controlabilidad de muchas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que
modelan procesos difusivos como la ecuacion de Benjamin-Bona-Mohany, las ecuaciones de
ondas fuertemente amortiguadas, entre otras; eso por un lado, por otra parte esta técnica
es tan simple que permite introducir rapidamente a los estudiantes en el fascinante mundo
de la Teorfa de Control con un minimo esfuerzo.
Ejemplo 3.1. La ecuacién de Benjamin-Bona-Mohany representa un proceso difusivo,
modela la propagacién de las ondas largas. La existencia y unicidad de soluciones, la
controlabilidad con el control actuando en la frontera de esta ecuacién y ecuaciones rela-
cionadas se han estudiado por diversos antores. Este proceso difusivo esta representado a
través de la signiente ecuacion

.
<o
=)

=

7 — oz — bAz = 1 u(t,z), te(0,7), T €€,
z(t,2) =0, t2=0, x € 0%,

A N ~ . N . .
donde « > 0y b > 0 son constantes, 2 es un dominio en JR ", w es un subconjunto abierto
no vacio de 2, 1, denota la funcion caracteristica del conjunto w, el control distribuido
u € L¥0,7; L2(Q)).

Ejemplo 3.2. Creemos que esta téenica se puede aplicar para demostrar la controlabilidad
interior de la ecuaciéon de onda fuertemente amortignada con las condiciones de frontera

de Dirichlet.

wy 4+ 9(—A) 2wy 4 A(=A)w = 1,ult,z), en (0,7) x Q,
w =0, en (0,7) x N,
w(0,2) = wo(x), wi(0,x) = w(x), en £,

un subconjunto abierto no vacio de , 1, denota la funcién caracteristica del conjunto w,
el control distribuido u € L2(0,7; L2(Q)) v %, v son niuneros positivos.
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Lista de Simbolos

(-,-) producto interno
o
11

A*  es el operador adjunto de A

z || lanorma de z

AT la aplicacion de controlabilidad sobre {0, 7]

C(l0, 7], Z) la clase de la funciones continuas de [0, 7] en Z
D(A) el dominio del operador A

H? el egpacio de Sobolev

f[(}]) el espacio de Sobolev con soporte compacto

L(X) los operadores lienales continuos de X en si mismo
L7(0,7,7) funciones medibles de Lebesgne f: (0,7} — Z; fo WAy P dt < o0
R el conjunto de los mimeros reales

Ran{A) rango del operador A

R{\, K) el operador resolvente del operador K

Z espacio de Hilbert

p(A) el resolvente de A

o(A) el espectro de A

A A= -(—)%'i; operador Laplaciano

1, funcion caracteristica del conjunto w

I frontera del conjunto Q

Co—semigrupo  semigrupo fuertemente continuo

Re(z) parte real del nimero complejo z

RanK(A) RanK(A) = dim[Ran(A)]
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