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Notacion

(-, (u,v) el producto interno de u y v
IF- |l llz]| la norma de z
2, U espacios de espacios de Hilbert
z*, U* espacios duales
S espacio topoldgico de Hausdorff compacto
o(f,t) = 6-t define un flujo Vi e RyVvo € ©
LU, 2) espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados de U a Z
B* el operador adjunto de B € L(U, Z)
G operador de controlabilidad
G* el operador adjunto de G
Ker(G*) el kernel del operador G*
Rang(G) el rango del operador G
Rang(G) la clausura del rango del operador G
We = GpGy operador Grammiano
o(6,1) matriz fundamental de 2/ = A(0 - t)z
A(B - t) 0 -t dentro del argumento del operador A sélo denota notacién
R el conjunto de los nimeros reales
c([o,7],2) la clase de las funciones continuas de [0,7] en Z
Lr(0,1,2) funciones medibles de Lebesgue f : [0,7] — Z; [ || f()|[Pdt < co,p > 1
C> () el espacio de las funciones vectoriales de clase C* infinito en 2
D(A(#)) =D el dominio del operador A
HFP el espacio de Sobolev
HE el espacio de Sobolev con soporte compacto
R* el intervalo [0, +o0)
QCRN dominio acotado
wCN subconjunto no vacio y abierto
Sp{C} el espacio vectorial generado por el conjunto C
Sp{C} la clausura del conjunto Sp{C}
2
A = 5.2 operador Laplaciano
1, funcién caracteristica del conjunto w
o0 frontera del conjunto



Resumen

En este trabajo se estudia, en primer lugar, la teoria de Producto Cruzado de
Flujos , que es la traduccion al espafiol de Skew Product Flows, los cuales son Ope-
radores de Evolucion que aparecen de manera natural cuando se estudian sistemas de
ecuaciones diferenciales no auténomos, y es una forma de asociarles un sistema dindmico
a estas ecuaciones. Se estudia la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada de
ecnaciones de evolucién en espacios de Banach; en particular, en espacios de Hilbert, cuya
dindmica viene dada a través de un producto cruzado de flujos. Los resultados obtenidos
en esta investacion se aplicardn a sisternas lineales y sistemas semi lineales no auténomos
gobernados por ecuaciones en derivadas parciales.
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Introduccion

En este trabajo se estudia la controlabilidad de sistemas de control gobernados por
ecuaciones de evolucién no auténomas, a las cuales se le puede asociar un sistema dindmico
usando las técnicas de Producto Cruzado de Semiflujos (Skew Product Semiflows).

Los sistemas de control gobernados por ecuaciones no auténomas cuya dindmicas
puede ser determinada mediante un producto cruzado de semiflujos, fueron considerado
por R. Johnson y M. Nerurkar en [19], un estudio de controlabilidad de sistemas no
auténomo de dimensién finita. Esta técnica ha sido estudiada ampliamente por Sacker-
Sell [30, 31], en el caso de espacios de Banach de dimensién finita, por Chow-Leiva {7, 8] y
Magalhaes [24], en el caso de dimensién infinita, para estudiar la dicotomia exponencial
de ecuaciones de evolucién.

Recientemente, Barcenas-Chow-Leiva-Tineo en [6], aplican esta técnica para siste-
mas de control no auténomos lineal. Leiva-Merente-Sdnchez en [21] dan condiciones para,
estudiar la controlabilidad aproximada de sistemas semilineales. Usaremos la técnica de
producto cruzado de semiflujos para estudiar la controlabilidad exacta y la controlabilidad
aproximada de ecuaciones de evolucién en espacios de Banach, en particular en espacios
de Hilbert, cuya dindmica viene dada a través de un producto cruzado de semiflujos y
son aplicadas a sistemas lineales no auténomos gobernados por ecuaciones en derivadas
parciales.

Algunos resultados bésicos de la teoria de integracién a valores vectoriales y controlabi-
lidad en espacios de Banach reflexivos que usaremos en el estudio de la teoria de producto
cruzado de semiflujos se puede encontrar en el libro de Diestel-Uhl [14], y Diestel-Bércenas
[5]. En cuanto a la teoria semigrupo de operadores y la teorfa de Operador de Evolucién
nos referimos al libro de Pazy [26].

Consideremos el siguiente sistema de control gobernado por la ecuacién de evolucién
lineal en los espacios de Banach Reflexivos Z y U
Z=Az+Bu, t>0, z(t)eZ, u(t)eUl, (0.1)

donde la funcién control u pertenece al espacio LP(0,7;U),p > 1, A: D(A) C Z :—> Z
es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo {S(t)};>o sobre Z y
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BeL(UZ).
Para estudiar la controlabilidad de este sistema, usualmente, se considera. el operador de
controlabilidad dado por

G:LP0,7;U) — Z, Gu= /(;T S(r — r)Bu(r)dr. (0.2)

La controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada del sistema (0.1) es equiva-
lente, respectivamente, a las siguientes condiciones:

1. Rang(G) =2 siysblosi ||G*2*|| = vl|lz*||, 2z* € Z*, paraalgin ~ > 0.

2. Rang(G) =27 siysélosi Ker(G*) = {0}.

Para expresar las condiciones anteriores en términos de A, S(t) y B nosotros necesi-
tamos calcular el operador adjunto G* of G, el cual puede ser posible sélo si los espacios
Z y U son espacios de Banach reflexivos, ya que bajo las condiciones del Teorema 2.19
de (9], se asegura que el adjunto del semigrupo también es fuertemente continuo, es decir,
la funcién ¢ — S*(t)z es continua para todo z € Z. En efecto, nosotros tenemos que el
operador adjunto de G viene dado por:

1
-
p

G*:. 2% — LI0,7,U"), Gz =B*S*(1 —-)z* € LY0,7;U™"), = 1.

|

Por lo tanto, las dos condiciones dada anteriormente, para la controlabilidad exacta y
aproximada del sistema. (0.1), puede se expresada como sigue:

YNB*S*(r = )z"||L, > |I2¥], 2F ez (0.3)

B*S*(r—s5)z*=0, 0<s<717 =2"=0. (0.4)

Ahora, para sistemas de control lineal gobernado por una ecuacién de evolucién no
auténoma de la forma

7 =A(t)z+ B(t)u, t>0, 2z(t)€ Z, (0.5)

el problema es mas complicado ya que el adjunto U*(¢,s) de un operador de evolucién
U(t, s), generado por la familia A(t), no necesariamente es fuertemente continuo, ain en
espacio de Banach reflexivo, lo cual no permite calcular el adjunto del correspondiente
operador de controlabilidad

Gu = /0 U(r —r,r)B(r)u(r)dr.
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Sin embargo, para la clase de sistemas no auténomos que generan productos cruzado de
semiflujos, podemos demostrar que el operador adjunto ®*(6,t), del operador evolucién
®(0,t) es fuertemente continua (ver Teorema 2.4 y Corolario 2.5), el cual nos permite
calcular explicitamente el adjunto del operador de controlabilidad para tales sistemas.

Para justificar el uso de producto cruzado de flujos en la teoria de control, comen-
zaremos estudiando la controlabilidad de la siguiente clase de ecuaciones evolucién no
auténomas

= A@0-t)2(t) + Bl -thu(t), t>0, 6cO, z(t)eZ, (0.6)

donde la funcién de control u(t) perteneciente a L2(0,7;U), y Z, U son espacios de Banach.
El conjunto © es un espacio topolégico de Hausdorff compacto, el cual es invariante
bajo el fluyjo o(8,t) = 6 -t, para todo § € ©, t € R, A(f) es el generador de un
operador de evolucién fuertemente continuo y compacto ¢(6,¢) en Z, con dominio comin
D(A(9)) = D, B(#) € L(U, Z) y la funcién ¢ — B(6)z es continua en @ para todo z fijo.
L(U, Z) es el espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados de U a Z, en
particular L(Z) = L(Z,Z). Asumiremos que la ecuacién

Z=A0-t)z, 2€Z 00, t>0, (0.7)

genera un producto cruzado de semiflujos m = ($,0) sobre £ = Z x © de acuerdo a la
Definicién 1.1, dado por

w(z,0,t) = (2(z,0,¢),6 -t), t>0, (0.8)

donde ®(0,t) es un operador de evolucién asociado con (0.7), tal que @©(6,0) =1 esel
operador identidad en Z.

Para todo control u € L?(0,7;U), la ecuacién (0.6) tiene unainica solucién moderada
dada por

z(t) = 2(t, 20,0, u) = ®(6,t)z0 + /Ot D0 -s,t—s)B(#-s)u(s)ds, 0<t<r.  (0.9)

Consideremos, para cada 6 € ©, los siguientes operadores
Gy : L*0,7U) —Z vy  Gy:Z— L*0,7;U)
definidos como siguen:
T
Go(u) = / OG- -s,7—35)B(l-s)u(s)ds vy  (Ghz)(s) =B*(# s)P*(0-s,7 —s)z,
0

lo cual implica que G}z € L?(0,7;U).

Asi,

GoGpz = / OO s, 7—8)B(0-s)B*(0-s)P*(0 s, 7 — s)ds,
0
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y haciendo Wy = GyG7, obtenemos el operador Wy, llamado Grammiano en la literatura.

Existen pocas referencias, hasta donde hemos estudiado, sobre sistema de control infi-
nito dimensional gobernado por ecuaciones de evolucién no auténomos, algunos resultados
en esta direccién se puede encontrar en [17] y [20].

La nocién de producto cruzado de semiflujos nos permitird dar las condiciones nece-
sarias y suficientes para la controlabilidad exacta y aproximada del sistema no auténomo
(0.5).

Consideremos el siguiente sistema evolucionario semilineal no auténomo
2= A0 t)yz+ B(0 - t)u(t) + F(0 - t, 2(t),u(t)), te]0,7] (0.10)

donde la funcién control u(t) pertenece a L?(0,7;U), y Z = U es un espacio de Hilbert.
El conjunto © es un espacio topolégico de Hausdorff compacto, el cual es invariante bajo
el flujo o(0,t) = 6 -t, para todo 6 € ©, t € [0,7], A(f) es el generador de un
operador de evolucién fuertemente continuo y compacto ®(6,t) en Z, con dominio comiin
D(A(#)) = D, B(#) € L(U,Z) y la funcién ¢ — B(#)z es continua en @ para todo z
fijo. L(U, Z) es el espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados de U a
Z, en particular L(Z) = L(Z, Z).

La funcién no lineal F : © x Z x U — Z es suficientemente suave y existen constantes
a,beR,R>0y%§,@<ltalque

NE(0, 2, u)llz < allull® +b, Yu,z€ Z,6 €O,|ul > R. (0.11)
Ademds, supongamos que el sistema lineal
2= A0 - t)z(t) + B(0 - t)u(t), (0.12)
es aproximadamente controlable.
Observacion 0.1. La condicion (0.11) puede ser reemplazada por la siguiente condicidn

mds general:
FEzisten constantes a,b,c € R, R >0y % < B <1 tdd que

EO,z,u) —czllz < al|lullP +b, Vu,ze Z,0c0O,lul |z >R, (0.13)
lo cual implica que
WEO, z,u)|lz < al]u]lﬁ +cllzl| + b6, Yu,z€ Z,0 € O,|ul, |zl > R.

Bajo las condiciones (0.11) ¢ (0.13) impuestas al término no lineal F(6,z,u) de la
ecuacién (0.10) y la controlabilidad aproximada del sistema lineal (0.6), en este trabajo



probaremos la controlabilidad aproximada del sistema no lineal (0.10) usando el Teorema
1.10 del punto fijo de Rothe.

La controlabilidad aproximada de la ecuaciones de evolucién semilineal auténoma ha
sido estudiada por varios autores, pero el término no lineal F(z) depende sélo de la variable
espacial z y su acotacién o sublinealidad al infinito. Para mencionar algunos autores, donde
pueden ser analizados tenemos, [11, 12, 28, 29, 25, 34] y [35],etc.

La controlabilidad aproximada de la ecuacién del calor bajo la perturbacién no lineal f(z)
independientes de las variables ¢ y u

z = Az + lyu(t,z) + f(z) en (0,7] x Q,
z =0, sobre (0,7) x 99, (0.14)
z(0,z) = 2zo(x), z €Q,

ha sido estudiada por varios autores, en particular [13, 15] y [16], dependiendo sobre las
condiciones impuestas al término no lineal f(z). Por ejemplo, en [15] y [16] la controlabi-
lidad aproximada del sistema (0.14) se prueba si f(z) es sublineal al infinito, es decir,

lf(2) < dlzl +e, |2| >R (0.15)

También, en las referencias anteriores, los autores expresan que, cuando la funcién f es
superlineal al infinito, la controlabilidad aproximada del sistema (0.14) falla.

Sin embargo, para nuestro conocimiento, la controlabilidad aproximada de ecuaciones de
evolucion no auténomas en espacios de Hilbert ha sido poco estudiada, podemos mencionar
los siguientes articulos [6, 32] y [33], donde se emplea la técnica de producto cruzado de
semiflujos a sistemas de control no auténomos. Se estudia la estabilidad y controlabilidad
para sistema de ecuaciones en diferencias y la controlabilidad exacta de sistemas discretos
variacional.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién caracterizamos los operadores sobreyectivo y operadores con rango
denso, damos algunas notaciones, definiciones y resultados sobre producto cruzado de
semiflujos en espacios de Banach; ademds, presentamos el Teorema del punto fijo de Rothe.

1.1. Producto Cruzado de Semiflujos.

1.1.1. Motivacion y Definicion

Supongamos que f: R™ — R" es una funcién suficientemente suave, y consideremos
© un subconjunto compacto de R™, el cual es invariante bajo el flujo o sistema dindmico,
generado por la ecuacién diferencial

Z = f(2), z€R™ (1.1)
Entonces, para todo 6 € © se tiene que la solucién del problema de valor inicial

{ Z(t) = f(z(1)),

00 (1.2)

dada por la funcién z(t) = z(¢,60), es tnica y estd definida para todo ¢ € R. Esta solucién
la podemos denotar también como sigue

At0)=(0)=0-t, teR, 0 O. (1.3)

Asi, la familia {ay(+) : t € R} es un sistema dindmico, es decir:



1. ag(()) =0
2. apps(0) = (g 0 as)(0) = a(s(8))
3. tli%1+at(9) =0

4. Hm o (0) = ay(6o).
9——)90

Ahora, deseamos estudiar el comportamiento de las soluciones de la ecuacién (1.1)
alrededor o cerca del conjunto ©, es decir, queremos comparar soluciones z(t) con solu-

ciones a¢(6) de (1.1) con datos iniciales en ©, para lo cual hacemos el siguiente cambio de
variable

2(t) = x(t) — 0 - t, de O, (1.4)

donde z(+) es una solucién cualquiera de la ecuacién (1.1).

Por lo tanto,

2(t)

I

(1)~ S6-6) = fat) - £(0 1)
F) +0 1)~ 7101
F'O-z+flz+0-1)— f(O-)— f (8- 1)

Por otra parte,

If(z+6-1) = £(6- 1)~ F(6-1)z]| _

flz]]—0 ll 21|

0.

Luego, haciendo
9(z,0) = f(z+0) - f(0) - f'(9)2
obtenemos que
9(z,0) = o{jzl}).

En otras palabras, estudiar el comportamiento de las soluciones de (1.1) alrededor de ©,
se reduce a estudiar el comportamiento de la solucién trivial de la ecuacién variacional

Z=A(0-t)z+g(2,0 - t). (1.5)

Dado que g es pequeifio, en un entorno del cero, el comportamiento de la solucién
trivial de (1.5) es equivalente o parecido al comportamiento de la solucién trivial del
sistema linealizado

2= A0 -t)z. (1.6)



Si para cada 6 € ©, denotamos por ®(6,¢) la matriz fundamental de (1.6), es decir, la
matriz solucién del sistema,

Z'(t) = A(0 - 1)Z,
Lo

entonces la familia de aplicaciones
TR xOXR—R"x0

definida por
mi(z,0,t) = (2(0,¢)z,0 - t), (z,6,t) e R" x © x R,

con & satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. ®(0,0)=1
2. O(0,t+s)=2(0-t,5)P(0,¢),
3. lim ®(0,t)z==2

t—0t

4. <I>(«9,t)z — <I>(6’0,t)z si 08— 90,
es un sistema dinamico, es decir:

v mo(2,6) = (2(0,0)z,60-0) = (z,6)
v Tys(2,0) =m0 m(z,0) = m(ms(2,0)).

] l’ 9 = 0
t}gloﬂt(z, )= (z,0)

La aplicacién 7 : R® x © x R — R" x © dada por 7(z,0,t) = ($(0,t)z,0 - t) es un
Producto Cruzado de Flujo lineal, en ¢l fibrado vectorial trivial £ = R™ x ©.

Definicién 1.1. Consideremos € = Z x ©, donde Z e¢s un espacio de Banach fijo (el
espacio estado) y © es un espacio compacto y Hausdorff. Supongamos que o(6,t) =6 -t
es un flujo sobre ©, es decir, la funcidn (6,t) — 0 -t es continua, y ademds cumple que:

0-0=0 y O0-(s+t)=(0-s) t,Vs,teR.

Un producto de semiflujos cruzado lineal = = (®,0) sobre £€ = Z X © es una
funcion w(z,0,t) = (9(0,t)z,0 - t) para t >0, con la siguiente propiedad:



1. ®(6,0) = I, es el operador identidad sobre Z, para todo 8 € ©.

2. lfn3+<b(6,t)z = z es uniformemente en 6. Esto significa que para cade z € Z y
t—

cada € > 0 eziste un § = §(z,€) > 0 tal que ||P(0,t)z — 2| < €, para todo 6 € O y
0<t<d.
3. ®(0,t) es un operador lineal y acotado de Z en Z tal que satisface la identidad de
cocycle:
BO,t-+s) =0 t,5)0(0,1), €O, st>0.
4. Para todo t > 0 la funcién de € en Z dada por
(2,0) — ®(6,1)z

es continua.

Las propiedades (2) y (3) implican que para cada (z,6) € £ el operador solucién
t — ®(0,t)z es continuo a la derecha para ¢ > 0. En efecto:

28, ¢+ h)z — (0, t)zl| = [|[®(6 - £, h) — T]2(0,1)=],

el cual converge a 0 cuando h tiende a 0.

La prueba de la siguiente proposicién puede ser encontrada en [8].

1.2. Propiedades

Proposicién 1.1. Sea # = (®,0) un producto de semiflujos lineal sobre &, entonces
exriste constante M > 1, a >0 tal que

(®(0,1)] < Me*, 6c©, tcRT.

Sean Z y © como antes. Consideremos el siguiente sistema lineal no auténomo depen-
diente del tiempo

2t) =A@ -Dat), ¢ >0, (1.7)
donde A(6-t) = A+ D(6-t), A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente
continuo {S(t)}¢>0; o(0,t) =60-t esunfluyjosobre © y D(f) € L(Z), teR.

Lema 1.2. Si D(:) : © — L(Z) es fuertemente continua, entonces el conjunto {||D ()| :
0 € ©} es acotado.



Prueba: Consideremos los siguiente conjuntos
H={||D(@®)|:0€0}, H(z)=I{D(®):z]:6¢0}

Como 6 — D(6)z es continua y © es compacto, entonces para cada z € Z, tenemos
que el conjunto H(z) acotado. Por tanto, por el teorema de la acotacién uniforme de
Banach-Steinhause obtenemos que el conjunto H es acotado.

Lema 1.3. Si D(-) : © — L(Z) es fuertemente continua y 2(-) : R — Z es una funcidn
continua, entonces para cada 6 € © la funcidn t — D(0 - t)z(t) es continua.

Prueba: Seat € R fijo. Entonces

Il

| D8 (t+ h))z(t+h) — D@ - t)z(t)| D6 - (t+ h)[z(t + h) — 2(t)]
[D@ - (t+h)— DO -t)]z@)]
L||z(t +h) = 2@l + |1 D8 - (t + h))

D(6 - t)]=(t)]]

VAN

donde L = sup{||D(#)||: 0 €O} y 0-t€© para teR.
Por lo tanto,
D@ - (t+h)z(t+h)— D@ -t)z(t)]] — 0 cuando h — 0.

Para precisar en qué sentido la ecuacién (1.7) genera un producto de semiflujos cruzado
lineal, vamos a consider las siguientes familias de ecuaciones integrales:

t
z(t) = S(t)= —+—/ S(t—s)D(0-s)z(s)ds, t>0, 6€0. (1.8)

0
Definicién 1.2. (Solucidn Moderada). La solucion z(t) = z(t,0) de la ecuacion (1.8)

es llamada solucidn moderada de la ecuacidn (1.7).

La prueba del teorema siguiente se puede encontrar en [7].

Teorema 1.4. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
{S(t)}i>0 sobre Z ysea D(-):© — L(Z) un operador fuertemente continuo. Entonces
para cada 0 € © y zp € Z el problema

Z(t) = Al -t)z = (A+ D6 -t))z(t),
(1.9)
Z(O) =20
tiene como unica solucidn moderada la funcion ®p(d,t)zy dada por
¢
Op(0,t)z0 = S(t)20o +/ Tt~ s)D(8 - s)Pp(8,s)zods. (1.10)
0
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S
IS < MYt t>0,

entonces
1858, 1)]] < MeWHME ¢ > (1.11)

donde
L =sup{||D(#)| : 6 € ©}.

Mds aiin, la funcidn mp : € x RT — &€ dada por
mp(z,0,t) = (Pp(0,t)z,0 - t) (1.12)

es producto cruzado de semiflujo sobre € = Z x O.

1.3. Caracterizacion de Operadores con Rango Den-
SO

Teorema 1.5. Sean V y W espacios de Banach y consideremos S € L(V,W) con
Rang(S) = W. Entonces, existen « > 0 tal que para todo Q € L(V,W) con
IS — Q|| < o tenemos que el Rang(Q) = W.

Lema 1.6. (Ver [9]) Sean W y Z espacios de Banach y G € L(W, Z) tal que Rang(G) ¢
Z. Entonces, existe una sucesion {f,}>1 C Z* tal que

Ifall=1 v nﬁr{)oG*fnzo.

Teorema 1.7. (Ver [9]) Sean W y Z espacio de Banach reflezivos y G € L(W, Z).
Entonces

1. Rang(G) = Z siysolo si ||G*2*|| > ~v|z*||, 2 € Z*, para algin ~ > 0.

2. Rang(G) =2 siysdlo si Ker(G*) = {0}.

1.3.1. El Teorema de Rothe y Otros Resultados

Los resultados que en esta seccién enunciamos seran utilizado en la demostracion del
resultado principal del capitulo 3.



Proposicién 1.8. Sea (Z,%, 1) un espacio de medida con p(Z) < ooyl < g <r < oo.
Entonces L™(u) C LY(u) y

Iflly < w(2) T N Fller fE L7 (). (1.13)

Prueba: Consideremos p = g > 1, entonces

Jasipdu= [ israu

de donde tenemos que |f|9 € L? y 1 € L¥ | siendo 1% =1-

Ahora, usando la desigualdad de Holder, resulta que

J (119 1) a

1

(/le-|quu)%(/zldu)z7 _ (/Z|flrdu>%u(Z)?’l7
([ i) (uz) ™

( /Zlfl"du)% <(/ £rdn) u(z)0- P,

Ifllze < Ifllor -2y &8s,

gy, 1 1=q -
Como (1= 1) & ="=1, se sigue que

IN

luego,

Asi, tenemos que

I1Fllze < w(Z)F ||fllLr-

Lema 1.9. (Vea el Lema 8.14 de [9], pg. 62) Sea {a;}j>1 y {Bi; i =1,2,...,m};>1 dos
sucestones de numeros reales tales que : «y > g > ag---. Entonces

[ee)
Ze“]'tﬂi’j =0, Vte[0,7], 1=1,2,---,m

j=1

sty solo st
Bij=0, i=12- m;j=12-- 00.

Teorema 1.10. (Teorema de Rothe, [18], pg. 129) Sea E un espacio vectorial topoldgico de
Hausforff. Sea B C E un subconjunto convezo y cerrado tal que el cero de E esta contenido
en el interior de B. Sea ® : B — E wuna funcidn continua con ®(B) relativamente
compacto en E y ®(0B) C B. Entonces, existe un punto z* € B tal que ®(z*) = z*.



Capitulo 2

Controlabilidad de los Sistemas
Lineales

Ahora, estudiaremos la controlabilidad del sistema no auténomo
2 =A0-t)2(t)+ B -t)u, t>0, 6€86, (2.1)
donde el estado z(t) € Z, la funcién control u € LP(0,7;U), p > 1,y Z, U son
espacios de Banach reflexivos y © un espacio topologico de Hausdorff compacto. También,
asumiremos que la ecuacién
Z=A0t)z, z€Z, 0O, t>0, (2.2)
genera un producto cruzado de semiflujos lineal 7 = ($,0) sobre £ = Z x ©, dado por

7(z,0,t) = (®(0,t)z,6 - t), t>0, (2.3)

donde ®(0,1) es el operador de evolucién asociado con (2.2), tal que @(#,0) = I es el
operador identidad en Z.

Para todo control v € LP(0,7;U), p > 1, el problema de valor inicial

{zmzAW¢p@+Bw¢m@,tzQ beco, 24

2(0) = 2

admite una tdnica solucién moderada dada por

z(t) = 2(t, 29,6, u) = 90, )20 + /t@(ﬁ s, t—8)B(6-s)u(s)ds, 0<t<Tt.  (2.5)
0



2.1. Controlabilidad

A continuacién daremos la definiciones de controlabilidad exacta y aproximada, y
probaremos algunas propiedades.

Definicién 2.1. (Controlabilidad Ezacta) Diremos que el sistema (2.1) es exactamente
controlable en [0,7], 7 > 0, si para todo 0 € © y zy, 21 € Z, existe un control
u € LP(0,7;U) de tal manera que la solucidn z(t) de (2.5) correspondiente a 0 y u,
verifica:

20) =20 y 2(r)=2z. Fig.1

Podemos decir también que z; es accesible desde 2z en un tiempo 7 > 0.
Ahora, vamos a considerar para todo 6 € © el siguiente operador lineal acotado
G,(0) : LPO,7U) — Z,
G-(O)u = / Q@ -s,7— s)B(0 - s)u(s)ds (2.6)
0

Proposicion 2.1. El sistema (2.1) es eractamente controlable en [0,7], siy sdlo si, el
operador G.(8) es sobreyectivo, para todo 6 € ©, es decir

G-(0)LP(0,7;U) = G, (9)LP = Rang(G,(0)LF) = Z.
Definicién 2.2. (Controlabilidad Aprozimada) Diremos que el sistema (2.1) es aproxi-
madamente controlable en [0,7], 7 > 0, sipara todo § € ©,¢ >0 y 20,21 € Z,
existe un control w € LP(0,7;U) tal que la solucion z(t) de (2.5) correspondiente a ¢
y u, verifica:
20)=20 y ||2(7) — 21|l <e. Fig.2

/ 2(7) =1
Z(()) = 2

2(0) = o

Fig.1 Fig.2

Proposicion 2.2. El sistema (2.1) es aprozimadamente controlable en [0,7], siy sdlo
s,

G,(0)L°(0,7;U) =2, Voeo.



Definicion 2.3. Consideremos el siguiente conjunto

Go(0) = | J G-(0)LP(0,73U), VO€O.

>0

Entonces, diremos que el sistema (2.1) es exactamente controlable en un tiempo libre,
para todo 0 € O, si Goo(8) = Z (Aprozimadamente Controlable en un tiempo libre, si
Gu(0)=2 ).

Teorema 2.3. El sistemna (2.1) es ezactamente controlable para algin tiempo fijo T > 0,
para todo § € ©, siy solo si, es exactamente controlable en un tiempo libre.

Prueba: La prueba es andloga a la prueba del Lema 1 en [20].

El siguiente teorema es una extensién del Teorema 2.19 de [9] y desempefiard un papel
importante en la demostracién del Teorema 2.6

Teorema 2.4. Si ®(0,t)z es débilmente continua en t, uniformemente en 8, entonces
para cada 6 € ©, la funcidn ©(8,-) es fuertemente continua en [0, 4+00).

Prueba:

Definamos la siguiente funcién

z(t) = ®(6,t)2, t=0.

Para cada t > 0, la funcién z(t) es débilmente continua en [, 3] C [0, +00), entonces por
la Proposicién 4 de [1], 2(¢) es Bochner integrable.

Consideremos { >0y O <a<n< <& —¢e<é para e > 0. Entonces

2(§) = 90,820 =20, - ({~n)+E&—n)x
= Q0 (€= (=), E-m2(0,§— (€ 1))
= @(8'777'5_77)(1)(6’777)Z0 =‘I’(977:§_77>Z(77)

Como el lado izquierdo es independiente de 7, es integrable en [«, 8], por lo tanto,

B 8
/ 2(£) dn =/ (¢ -1, & —n)z(n) dn.
Entonces,
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B
(6 - a)z(e) = / B8, —n)z(n) dn.

[e4
También,

B
(6 - a)a(€ £ ¢) = / B0, ¢ + e —m)z(n) d.

83

Ahora,

o4

B
(6 - (€ £ ) — 2(6)] = /<I>(a-n,£ie—n>—@(e-n,f—n>lx(n)dn

[
B
- / (B0 -7, & % ¢ — 1) — DO - 1,€ — 1)]B(8, 7)20 din.

Si hacemos s = £ — 7, tenemos
E-B
(B—a)fz({e) —2(8)] = —/ [0 - (€ —s),s €)= (0 (€ — ), s)|P(0, (§ — 5))20ds

=/é [B(0- (€ =5), s+ €) =0 (£~ 9),5)|R(0,(§ ~ )20 ds.

Por lo tanto,

(B-a)llx( =9 - 2] < /;B 126 (€= )55 €)= B0+ (¢ — 9),9)
(8, (€ — s))zoll ds.
De la Proposicion 1.1, existen constantes M > 1, a > 0 tal que
120, 8)]| < Me®, 6e€©, tecR,.
Consecuentemente,
16 - (€ = 5),5 =€) = 2(6 - (§ = 5),5)II|2(6, (€ — 5)) 0]l

es uniformemente acotado en © X [«, 8].

Por lo tanto, aplicando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, la inte-
grar anterior tiende a cero cuando e — 0. Asi, la funcién z(t) es fuertemente continua
para todo t > 0.

11



Corolario 2.5. Sea Z un espacio de Banach Reflexivo, entonces para cada 6 € © fijo, la
funcidn ©*(6,-) es fuertemente continua en [0, +00).

Prueba: Para todo # € @ y 2* € Z* la funcién t — ©*(0,t)z* es debil estrella continua.
En efecto, para todo x € Z tenemos que

Hm (®*(0,t + h)z* — ®*(0,t)2z*,2) = lim{(z*, ®(0,t+ h)z — ©(0,t)z)
h—0 h—0
= (2%, lim[®(0,t+h)z — ©(0,t)z])
h—0
= (2%,0)=0.

Por otro lado, como Z es reflexivo, la topologia debil y la topologia debil estrella coinciden,
se sigue que la funcién ¢t — ®*(0,t)z* es también debilmente continua, y del Teorema
anterior se obtiene la continuidad fuerte de la funcidn.

Teorema 2.6. El sistema (2.1) es ezactamente controlable en un tiempo fijo 7 > 0 para
todo 0 € © si, y sdlo si, existe v =(0) >0, tal que
_.I._

YNB*O - (DO - ()7 = )2 [ze = (|27, =1, Zez" (2.7)

RS
Qe

Prueba: De la Proposicién 2.1 y la parte (1) del Teorema 1.7 obtenemos
Rango(G () =2 = 3730 [ AGHO)] > 2], € 2",
Calculemos GZ%(6). Primero, del Corolario 2.5 tenemos que B*(0 - s)®*(0 - s,7 — §)z* es

una funcién continua en [0, 7]. Por lo tanto, B*(6 - (:))®*(6 - (), 7 — -)z* € LI(0,7;U").
Esto nos permite calcular G%(0).

En efecto,
<25Gr(Qu>zez = < z*,/ (03,7~ $)B(0- s)u(s)ds >zx z
0
= / < B*(@-s)P*(8 - 5,7 — s5)z",u(s) > ds
0

= <BXO- (N0 ()7 =) ul) Swew,

donde W = LP(0,7;U) y W* = L%(0,7,U) y <,>w+w denota la dualidad entre W* y
W. Por lo tanto

Gr(0)z" = B*(0 - (:))®*(0 - (-), 7 —)z* € LY0,; U™).
Por lo tanto,
MGHO)2 e = [I1B*(0 - ()P0 - (), 7 = )" lee 2 7], 2 € 2™

Lo cual concluye la prueba.
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Teorema 2.7. El sistema (2.1) es aprozimadamente controlable en un tiempo fijo 7> 0
si, y sdlo si. para todo 0 € O,

B*(0 - s)®*(0 - s, 7 —8)2* =0, 0<s<7 = 2"=0.

Prueba: De la Proposicién 2.1 y la parte (2) del Teorema 1.7, tendremos que
Gy (6)z* = B*(0- (:)®*(0- ("), 7 — )", z2*€Z%,
luego

Rang(G,(0)) = Z <<= Ker(G;(0)) = {0}
= [G7(0- ()" =B"6- (N0 (), 7— ()" = 2" =0
= [Gr(0)z" =B (0 -5)@*(0 5.7 —s5)z", 0<s<7 = 2"=0

Teorema 2.8. FEl sistema (2.1) es aprozimadamente controlable en un tiempo libre si, y
sélo si, para todo 6 € ©,

B*(0-t)®*(0 s, 71— 8)z*=0, 0<s<71, Vr>0=2"=0.

Prueba: (=) Supongamos que

| G- 6)Le(0,70) = 2,

7>0
B*(0-t)®*(0-s,7—8)z" =0, 0<s<7, V>0
Entonces
<2ZG(O)u>gez = / < B*(0-8)®*(0-s,7 — 8)z",u(s) > ds
0
= <GH0)z",u>pepp=0, V7>0, welLP(0,7;U).

Por lo tanto

PANS [ U G-(0)LP(0,7;U) }l =zt ={0}

>0

donde L denota el anulador de | J G,(0)LP(0,7;U), asi 2*=0.
7>0

La otra parte de la demostracion puede hacerse por el método de reduccién al absurdo
con el fin de llegar a una contradiccién.

Teorema 2.9. EI sistema (2.1) es aprozimadamente controlable en un tiempo 7 > 0 si,
y solo si, para todo 8 € O,

sp{®(@-s,7—s)B(@-s)u:uecl, s€l0,7]} =2

13



Prueba: La prueba se sigue del Teorema de Hahn-Banach y el Teorema 2.7.

Corolario 2.10. El sistema (2.1) es aprozimadamente controlable en un tiempo libre para
todo 8 € © si, y sdlo si,

p{PO-s,7—s)B(@ -sju:uelUsel0,7],r>0}=2Z

Teorema 2.11. El sistema (2.1) es exactamente controlable en un tiempo 7> 0, enton-
ces para todo 6 € © se cumple:

lim B*(0-s)®*(0-s,7—s)f, =0, se€[0,7] = lim f,=0. (2.8)
n-—~o0

n—mm:ox

Prueba: Supongamos que el sistema (2.1) es exactamente controlable en el tiempo 7 > 0,
entonces el operador G,(8) : LP(0,7;U) — Z satisface que Rang(G-(6)) = Z. Asi, del
Teorema 2.6 existe ~ > 0, tal que

1 1
YNB*@ - ()L™ (), 7 — )2 lLe > ||2*]], » + i 1, 2rez
Por lo tanto

din [fl <y dim [BAE ()0 ()~ fal,

_ %EE%O(/OT 1B*(0 - 5)8*(6 5,7~ 5)fa?)

Ahora, usando teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos la condicién
(2.8).

2.2. Otras Caracterizaciones de la Controlabili-
dad Exacta

En estd seccidn se presentan algunos resultados de la controlabilidad exacta del sistema
lineal (2.1) en el espacio L?(0,7;U). El siguiente Teorema de [10] es una caracterizacion
de la controlabilidad exacta del sistema lineal (2.1).

Teorema 2.12. El sistema (2.1) es exactamente controlable en [0, 7] si, y sdlo si, cual-
quiera de las siguientes condiciones se cumplen para cualgquier v > O y para todo z € Z:

i) G-(0)(L?(0,7;U)) = Rang(G(6)) = Z,
i) (G-(0)G5(0)z,2) 2 vll=l%,
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i) IGHO)2E = [ 1GOOI ds > =1,
w) Jo I1B*(0 - s)2*(0 - 5,7 — s)zlfds = v[2l%,
v) Ker(GE(8)) = {0} y Rang(G%(0)) es cerrado.

Ahora, formularemos y probaremos nuevos resultados para la controlabilidad exacta
del sistema lineal (2.1).

Teorema 2.13. El sistema (2.1) es eractamente controlable en [0,7] si, y sdlo si, el
operador G, (0)G%(8) es invertible. Mds aun, el control u € L*(0,7;U) que lleva un estado
inictal zp a un estado final zy en un tiempo 7 > 0 estd dado por la siguiente formula:

u(t) = B*(0 - $)8*(0 - 5,7 — 8)(G-(0)GE(8)) " (21 — B(6,7)z20). (2.9)

Prueba: Supongamos que el sistema (2.1) es exactamente controlable en [0, 7]. Entonces,
del Teorema 2.12 obtenemos que

YIB*O- () ()7 = )zl = |21, 2€ 2.
es decir,

2 / IB*(0 - $)8*(0 - 5,7 — )23 > |23, 2 € Z.
0

lo ¢cnal implica que
’YQ/ < BX(@-5)0*(0-s,7 —5)z, B*(0 - 5)®*(0- 5,7 — s)z >pu> 2%, 2z € Z
0
asi, obtenemos:

72/ <®@-s,7—8)B(O-s)BX0-5)0*(0 5,7 —8)z,z >pu> |25, 2 € Z
0

Por lo tanto,

< GLO)G(0)z,2 > > %uzn%, 2eZ (2.10)

Esto implica que G,(0)G%5(0) es inyectiva. Ahora, probaremos que que G, (8)G%E(6) es
sobreyectiva. Es decir, debemos ver que

R(G-(0)G7(0)) = Rang(G-(0)G7(9)) = Z.

Supongamos que no se cumple la igualdad, y consideremos que R(G,(0)G%(0)) estd estric-
tamente contenida en Z. Usando la desigualdad de Cauchy Schwarz y (2.10), obtenemos
que

. 1
I1G-(0)G7 ()] = ?”Z”Z’ z€Z,
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lo cual implica que R(G-(6)G%x(6)) es cerrado. Entonces, del Teorema de Hanh Banach,
existe 29 € Z con zg # 0 tal que

< G-(0)Gr(0),2 >=0, Vze Z.

En particular, colocando z = zy, obtenemos de (2.10) que
1
0 =< G,(0)G5(0)z0,20 >> ;§”Z0”22

Entonces zp = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, G (6)G%(0) es una biyeccién
y del Teorema de la aplicacién abierta, (G-(6)G%(6))~! es un operador lineal acotado.
Ahora, supongamos que G, (0)G%(9) es invertible. Entonces, dado z € Z, probaremos la
existencia de un control u € L? tal que G, (#)u = 2. Este control u puede ser escogido de
la siguiente manera:

u(t) = B*(0 - 8)B*(0 - 5,7 — 8)(G,(0)GE(0)) 2.

En efecto,

G- (O)u

/T O(b-s,7—5)B(0 - s)u(s)ds

0

= /T (05,7~ s)B(0-s)B*(0-5)0*(0 - 5,7 — 5)(G,(0)G*(0)) ' 2ds
0

= (G OGO GO (@) e = =

De la misma manera podemos demostrar que el control v dado por (2.9) lleva el estado
inicial zy al estado final z; en un tiempo 7.

Corolario 2.14. Si el sistema (2.1) es exactamente controlable, entonces el operador
S:Z — L20,7;U) definido por

SE=GIWTIE o (8€)(s) = B*(0-5)P*(0 - 5,7 — 5)(G-()GE(9)) ¢, (2.11)

tiene una inversa a la derecha de G(0). Es decir, G-(0)o S =1

2.3. Perturbacion de la Controlabilidad Exacta

En esta seccién estudiaremos la controlabilidad del sistema (1.7) como una perturba-
cién del siguiente sistema

Z=Az+ B -tyu, t>0, 6€0O, (2.12)

donde A es el generador infinitesimal del semigrupo fuertemente continuo {S(t)};>0 en
un espacio de Banach reflexivo Z; las funciones D(-) B(-) : © — L(Z) son fuertemente

16



continuas. Probaremos que bajo ciertas condiciones, la controlabilidad del sistema (2.12)
es preservada por el sistema

Z=(A+D@ - t)z+BO thu, t>0, 60O (2.13)
Del Teorema 1.4 obtenemos que la ecuacién
Z=(A+D(@ t)z, t>0, €O (2.14)
genera un producto cruzado de semiflujo 7p : € x R¥ — & dado por
mp(z,0,t) = (®p(6,t)z,0 - t), (2.15)
donde,
B (6, 8)20 = S(t)20 + A "S(t— $)D(0 - $)B(0, 5)0ds, (2.16)

es una solucién moderada de la ecuacién (2.14). Por lo tanto, para todo w € L,(0,7;2)
7 > 0, las soluciones de las ecuaciones (2.12) y (2.13) son dada respectivamente por

z(t) = S(t)z0 + /Ot S(t—s)B(0 - s)u(s)ds, (2.17)

2(t) = ®p(0,t)2 + /ot Dp(6 - s,t—8)B(6 - s)u(s)ds. (2.18)

Lema 2.15. Si el sistema (2.12) es exactamente controlable en un tiempo T > 0 y
sup [|[D(0)]| “es suficientemente pequerio, entonces el sistema (2.13) es controlable en un
0co

tiempo T.

Prueba: Consideremos el siguientes operadores lineales y acotado:

G-(0,D),G(0): L,(0,7,U) — Z

dado por .
Go (0, DYy = / Bp(0- 5,7 — $)B(0- s)uls)ds, (2.19)
0
y T
G-(0)u = /0 S(t — 8)B(6 - s)u(s)ds, (2.20)

Entonces, de la Proposicién 2.1, la controlabilidad exacta de los sistemas (2.13) y (2.12)
es equivalentes respectivamente a:

Rang(G,(¢,D)) =2 y Rang(G,(¢)) =2.
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Del Teorema 1.5 existe « > 0 tal que, para todo todo @ € L(L,(0,7;U),Z) con
IG-(0) — Q| < a tenemos que Rang(Q) = Z. Ahora, podemos escribir G, (¢, D) como
sigue:

GT(Q,D)U — /OT S(T_S)B(Q'S)u(s)ds
+ /OT /ST S(t—B)DO - B)Pp(0 - s, — s)B(O - s)u(s)dfds

= G.(0)u+ H(4,D,Bu.

Por otro lado, usando el Teorema 1.4 obtenemos que

IA

\H©.D.Byu| < M /0 ' / "1D@ - B)lllus)|dBds

M /0 /O 1D(@ - B)lu(s) | dBds.

Si sup||D(@)| es lo suficientemente pequefio, entonces || H (8, D, B)|| < «. Por lo tanto
(4SS

AN

1G+(6) — G+ (6. D) <«
Asi, Rang(G,(0,D)) =Z.

2.4. Aplicaciones.

En esta seccién usamos los resultados preliminares para demostrar la controlabilidad
aproximada interior de la siguiente amplia clase amplia de la ecuacién reaccién-difusién
no auténomos en el espacio de Hilbert Z = L?(Q) dada por

! — .
2 =A(0-t)z+ Byu(t), tel0,7], 0€© (2.21)
Z(O) =20
donde © es un espacio de Hausdorff compacto, A(¢ -t) = —a(¢-t)A con a: © — R, una

funcién continua, el operador B, : Z — Z se define por B, f = 1, f, £ es un dominio en
R™, w es un subconjunto no vacio abierto de 2, 1, denota la funcién caracteristica del
conjunto w, el control v € L?(0,7; L2(Q)), y A: D(A) C Z — Z es un operador lineal no
acotado con la siguiente descomposicién espectral:

(o] i 00
Az=3 N ) (5 ¢mdin =Y NEjz, (2.22)
j=1 k=1 G=1

donde (-, -) denota un producto interno en Z, y

i

Ejz = Z(z, b5,k k-

k=1
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Los valores propios 0 < A; < Adp < -+ < Aj < --- A, — oo de A tienen multiplicidad

finita v; igual a la dimensién del espacio propio correspondiente, y {¢; %} es un conjunto

ortonormal completo de vectores propios de A. Asi, {F;} es una familia completa de
O

proyecciones ortogonales en Z y z = y_ Ejz, z € Z. El operador —A genera un semigrupo
i=1

fuertemente continuo y compacto {S{t)} dado por

o

S(t)z = Z e"\thjz. (2.23)

j=1

Como caso particular, podemos probar la controlabilidad interior de la ecuacién del calor
no auténoma nD | la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck, la ecuacién Laguerre y la ecuacién
de Jacobi (ver [3] y [4]). M&s concretamente, respectivamente tenemos:

ze=a(f -t)Az+ 1,ult,z), en (0,7)x, 6€0O
z=0, en (0,7) x99, (2.24)
Z(O,I) = ZO($)7 en Q',

donde © es un dominio acotado en R™, w es un subconjunto no vacio y abierto de 2, 1,
denota la funcién caracteristica del conjunto w, zo € L2(R2) y el control u € L2(0, 75 L?(2)).

1,'»,, 11a}+1u(tL) t>0, R #eo, (2.25)

z = a6 - t)z

donde w € L2(0,7; L*(RY, ), () = 15 1%, e7'il® da es la medida Gaussian en R¢ y
w es un subconjunto no vacio y abierto de R<.

i

a(f - t)Z[mlaZ+(az+1 mz)gx}—l—lwu(t z), t>0, zERfL 0 €0, (2.26)

donde u € L%(0,7; L*(RY, p1a)), pa(z) = Hz 1 P(a +1)  dz es la medida Gamma en R y
w es un subconjunto abierto de R4.

d

7z = a(6-t) Z{l xz) +H(Bi— i~ (i + Bi +2) z) 6;

i=1

+loult,z), 0€0, (2.27)

donde u € L2(0,7; L2([—1,1)%, fta5)), con pg p(z) = H;i (1= )% (1 + ;)% dz es la
medida de Jacobi en [-1, l]d t>0,z€[-1,1]% y w es un conjunto no vacio y abierto
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de [-1,1]%.

La controlabilidad aproximada interior es muy conocida y fascinate tema importante
para los sistemas auténomos ([36], [37] y [38]). En particular, en [38], el autor demuestra
la controlabilidad aproximada interior del sistema (2.24) con a(6 - t) = 1(caso auténoma)
de dos maneras. En el primero método, el utiliza el teorema de Hahn-Banach, integracion
por partes, la ecuacién adjunto correspondiente y estimaciones de Carleman, que depen-
den del operador Laplaciano A. El segundo método es constructivo y utiliza técnicas de
variacionales.

El enfoque dado aqui, para demostrar la controlabilidad interior del sistema no auténo-
mo (2.21), es muy corto y puede ser aplicado a las ecuaciones que no envuelvan el operador
Laplaciano, como la ecuacién Ornstein-Uhlenbeck, la ecuacién Laguerre y la ecuacién de
Jacobi ([3],[4]). Es basado en el Teorema 2.8 y los siguientes resultados:

Ahora, probaremos la controlabilidad interior del sistema no auténomo (2.21).

Teorema 2.16. Si para un subconjunto no vacio y abierto w C ) las restricciones ¢;)k =
®jklw aw son funciones linealmente independientes en w, entonces para 7 > 0 el sistema
(2.21) es aprozimadamente controlable en [0, 7).

Prueba: Aplicaremos el Teorema 2.8 para probar la controlabilidad aproximada del
sistema (2.21). Para esto, observamos que B, = B, y asociamos la ecuacion lineal con el
sistema (2.21)

Z=A0 t)z, tel0,7], 6€0© (2.28)

genera un producto cruzado de semiflujo lineal 7:0 x Z x R, — © x Z dada por

7(0,z,t) = (2(0,t)z,0 - t), t>0, (2.29)

O(0,t)z = S(Ty(t))z, (2.30)
donde {S(t) }+>0 esta dada por (2.23) y

T(t) = /Ota(() - s)ds

Supongamos que BA®*(6,t)z =0, Vt € [0,7]. Entonces,

[e) 0 i
Bio*(0,t)z = Ze_)‘jre(t)B:,Ejz = Ee_’\jp"(t) Z(;, G k) Lwdjk = 0.
j=1 j=1 k=1
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Ya que I'yp(t) es continua, positiva y I'p(0) = 0, obtenemos que Rang(I'y) = [0,7p] con
Ty > 0. Entonces, haciendo que el cambio de variable r = T'y(t), ¢ € [0, 7], resulta que

o’s} Y3

By (0,6)z = Y e ™M"Y (2,456 lubin =0, r€0,Ty].
7j=1 k=1

Por lo tanto, del Lema, 1.9, obtenemos

Vi

>z din)oin(@) =0, Vrew, j=1,2,3,....
k=1

Ya que ¢;x son linealmente independientes en w, obtenemos que
(z,bjk) =0, j=1,2,3,....

Po lo tanto, E;z =0, j=1,2,3,...,lo cual implica que z = 0. Asi, el sistema (2.21) es
aproximadamente controlable en [0, 7.
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Capitulo 3

Controlabilidad de los Sistemas
No Lineales

3.1. Controlabilidad de los Sistemas No Lineales

Consideremos el siguiente sistema evolucionario semilineal no auténomo
7 =A(0 t)z+ B(O - t)u(t) + F(8-t,2(t),ult)), tel0,7] (3.1

donde la funcién control u(t) pertenece a L2(0,7;U), y Z = U es un espacio de Hilbert.
El conjunto © es un espacio topolégico de Hausdorff y compacto el cual es invariante
bajo ¢l flujo o(0,t) = 6 -¢t, paratodo ¢ € ©, t c|0,7], A(#) es el generador de un
operador de evolucién fuertemente continuo y compacto $(6,¢) en Z, con dominio comun
D(A(0)) = D, B(9) € L(U,Z) y la funcién ¢ — B(6)z es continua en 6 para todo z
fijo. L(U, Z) es el espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados de U a
Z, en particular L(Z) = L(Z, Z).

Las siguientes hipédtesis serdn usadas:
La funcién no lineal F' : © x Z x U — Z es suficientemente suave y existen constantes
a,beR, R>0y 4 < <1tal que
|E0, z,uw)lz < allull® +b, Yu,z€ Z,0 €6,|ul| > R. (3.2)
Ademds, supondremos que el sistema lineal
2= A0 -t)2(t) + B0 - t)u(t), (3.3)

es aproximadamente controlable.
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Observacion 3.1. La condicién (3.2) puede ser reemplazada por la siguiente ecuacion
mds general:
Ezxisten constantes a,b,c € R, R>0y % < B <1 tal que

IF(©0, 2, u) — czllz < allull® +b, Vu,z€ Z,0 €0, |ull,|2] > R (3.4)
Esto implica que

1F0, z,u)||z < allull’ +cllzl| +b, Yu,z€ Z,6€0,l|ul,|z] > R.

Ahora, vamos a describir la estrategia utilizada para abordar este problema
de esta seccion:
En primer lugar, observamos que la controlabilidad aproximada del sistema lineal (3.3)
es equivalente a que el operador de controlabilidad tenga rango denso, lo que nos permite
encontrar una inversa aproximada por derecha de dicho operador.

Después, vernos que la controlabilidad aproximada del sistema semilineal (3.1) es equi-
valente a que el rango del operador de controlabilidad del sistema semilineal sea denso.
Por dltimo, la controlabilidad aproximada del sistema (3.1) se sigue de la controlabilidad
aproximada de (3.3), la compacidad del operador de evolucién ®(#,¢) generado por el ope-
rador A(#), la acotacién uniforme (3.4) del término no lineal F y aplicando el Teorema
del punto fijo de Rothe.

3.2. Sistemas Lineales

En esta seccién se caracterizamos la controlabilidad aproximada del sistema lineal
(3.3). Para esto, notamos que para todo 2¢ € Z arbitrario y u € L0, 7; U) el problema
de valor inicial

Z=A0 t)z+ B0 t)u(t),0 €O, z€ Z,t € [0,7],
(3.5)
Z(O) == 20,
admite como unica solucién moderada la ecuacién dada por
¢
) = 20,050+ | 05,6 )BE- su(s)ds, t e [0.7] (3.6)
0

A partir de ahora vamos a utilizar el pardametro 6 € © solamente cuando sea necesario.

Definicién 3.1. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (3.3) se dice que es apro-
zimadamente controlable en [0,7] si para todo 8§ € © y 29, 21 € Z, € > 0 existe u €
L2(0,7;U) tal que la solucidn z(t) de (3.6) correspondiente a w verifica:

2(7) = 21l <.
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Definicién 3.2. Para el sistema (8.8) precisamos las siguientes definiciones: La funcidn
de controlabilidad (para 7 >0) G = G(0): L*(0,7;U) — Z estd dada por

Gu = /0 OO -s,7—s)B(8 - s)u(s)ds. (3.7)

cuyo operador adjunto G* : Z — L2(0,7;2Z) es
(G*2)(s) = B*(0 - s)®"(0 - s,t — 8)z, Vsel0,7], VzeLZ, (3.8)
como consecuencia del Corolario 2.5.

Lema 3.1. Si el operador de evolucidn ©(6,t) generado por la ecuacidn (0.7) es compacto
para todo 6 € ©, t > 0, entonces para todo operador C € Loo(0,7; L(U,Z)), el operador
K : L*(0,7;U) — Z, dado por

K(u) = /OT Q6 - 5,7 — s)C(s)u(s)ds
es compacto.
Prueba:
En efecto, para 0 < § < 7, el operador K puede ser escrito como sigue:
K(u) = /OT_a@(e 57 — 5)C(s)uls)ds + /75@(9 5.7 —8)C(s)u(s)ds.
Poniendo

T—§ T
Ks(u) = /0 Q@ -s,7—85)C(s)u(s)ds y Ss(u)= /_5 Q03,7 — $)C(s)u(s)ds.

obtenemos que:
K = Kj -+ S5,

Afirmacion 1. El operador K es compacto. En efecto,
T—0 T—0
Ks(u) = / OO 5,7 — s)C(s)u(s)ds = / Q@ s5,7—0—s+9)C(s)u(s)ds
0 0
T—0
= / Ol s-(1—0—9),0)2(0-s,7— 3 —s)C(s)u(s)ds
0
T—0
= / QO -(1—5—5+5),0)2(0 3,7 — 0 —s)C(s)u(s)ds
0
T—0
= / QO (1—10),0)P(0-s,7— 0 —5)C(s)u(s)ds
0

T3
= ®(0- (7—6),5)/0 Q- s,7— 35— s)C(s)u(s)ds
= OO (r—6),8)Hs(u).
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donde s
Hs(u) = / ®(0-s, 7~ 35— s)C(s)u(s)ds
0

Ya que ®(0- (7~ §),d) es compacto y el operador Hy es acotado, entonces K es compacto.

Afirmacién 2. Para € > 0, existe 6 > 0 tal que ||Ss|| < €. En efecto, aplicando la
inecuacién de Holder resulta que

é T
Il = 1 [ #(0-sr = Culs)dsl < [ (05— I Fuls)lds

T

IA

MICle [ lua)lds < MICT w0l

Al tomar .

M [|Cllco l[ull 2

&
N

obtenemos que
K = Ks, || = [155] <e.

Asf, podemos construir una sucesién {d,},>1 de tal manera que converja a ceroy
1
|K — K5, || < IS5, < — on= 1,2,

Por lo tanto, la sucesién de operadores compacto {Kj, } converge uniformemente a K.
Asi, podemos aplicar los resultados de la teoria de operadores lineales para obtener que
K es compacto.

Corolario 3.2. El operador G(0) es compacto.

El siguiente lema en general se cumple para operadores lineales y acotados G: W — Z
entre espacios de Hilbert Wy Z.

Lema 3.3. (ver [9], [10], [2] y [23]) La ecuacidn (3.3) es aprozimadamente controlable
en [0,7] si y sdlo si una de las siguientes afirmaciones se cumple:

a) Rang(G) = Z.

b) Ker(G*) = {0}.

c) (GG*z,2z) >0, z# 0 in Z.

d) lim,_,o+ a(al + GG*)™1z =0.

e) BX(8-5)0*(0-s,t—8)z2=0,Y¥0e€ O, Vte[0,7], ==z

It
e
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f) Para todo z € Z tenemos que Guq = z — a(al + GG*) ™1z, donde
Ue = G*(al + GG*) 'z, a€(0,1].
Ast, limg_,0 Gug = 2z y el error Eoz de esta aproximacion, estd dada por la férmula
Eoz =a(al + GG*) 7z, a € (0,1).

Observacién 3.2. El Lema 8.8 implica que la familia de operadores lineales Ty, « Z —
L%(0,7;U), definido para 0 < o < 1 por

Loz =B*-5)*(0-5,7 — 5)(al + GG*) 'z = G*(al + GG*) 'z,
es una inversa aproximada por la derecha del operador G, en el sentido que
Cltl’_r&) Gl'y =1,
en la topologia fuerte.

Proposicién 3.4. Si el Rang(G) = Z, entonces

sup [la(al + GG*)7Y| < 1. (3.9)
a>0

3.3. Controlabilidad de los Sistemas No Lineales

En esta seccidn probaremos el resultado principal de nuestra investigacion, la contro-
labilidad aproximada del sistema semilineal de variacién del tiempo (3.1). Es decir, para
todo 29 € Z y u € L?(0,7;U) el problema de valor inicial

{ Z=A(0 t)z+ B0 - t)u(t) + F(0 - t, z,u(t)), (3.10)

Z(O) = 20

donde t € [0,7] and z € Z, admite como tnica solucién moderada la ecuacién dada por

zu(t) = (6 s,t— 8)z+ /t ®(0-s5,t— $)B(0 - s)u(s)ds
0
+ /t PO s,t—8)F(0-8,z,(8),u(s))ds, t €[0,7]. (3.11)
0

Definicién 3.3. (Controlabilidad Aproximada) El sistema (8.1) se dice que apro-
zimadamente controlable en [0,7] si para cada 6 € © y 2y, 21 € Z, € > 0 existe u €
L%(0,7,U) tal que la solucidn z(t) de (3.11) correspondiente a u verifica:

[2(7) = 2l <e.
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Definicién 3.4. Para el sistema (8.1) definimos el siguiente concepto: La funcidn de
controlabilidad no lineal (para 7> 0) Gp = Gp(0): L2(0,7;U) — Z estd dada por

Gru = /OT OB - s,t—s)B(0 - s)u(s)ds (3.12)

+ /T (O s,t—s)F(0-5,24(s),u(s))ds
0
= G(u)+ H(u),

donde H = H(0) : L*(0,7;U) — Z es el operador no lineal dado por

H(u) = /OT OO s,t— s)F(0-5,24,(5),u(s))ds, ue L*0,7;U) (3.13)

El siguiente Lema es inmediato del Lema 3.3.
Observacion 3.3. Sin perder generalidad, supondremos que zg estd fijo.

Lema 3.5. La ecuacidn (3.1) es aprozimadamente controlable en [0,7] st y sdlo si
Rang(Gr) = Z.

Definicién 3.5. La siguiente ecuacidn se llama la ecuacidn de controlabilidad asociadas
a la ecuacion no lineal (8.:1)

Ug = Talz ~ H(ug)) = G*(al + GG*)71(z — H(ua)), (0<a<1). (3.14)

Teorema 3.6. El sistema (3.1) es aproximadamente controlable en [0,7]. Mds ain, wna
sucesion de controles que lleva el sistema (3.1) del dato inicial 2y a una € vecindad del
dato final z1 en un tiempo T > 0 estd dada por

ua(t) = B*(0-8)0*(0-s,7 — s)(ad + GG*) " (z — ©(0,7)20 — H(uy)),
y el error de esta aproximacidn Ey, estd dada por
Ey = alal + GG*) Yz — ®(0,7)20 — H(ua))-
Prueba: Para cada 6 € © y z € Z fijo, consideremos la siguiente familia de operadores
no lineales K, : L2(0,7;U) — L?(0,7;U) dados por
Ko(u) = To(z — H(u) = G*(al + GG*) Yz - H(uw)), (0<a<1). (3.15)

Primero, probaremos que para todo « € (0,1] el operador K, tiene un punto fijo uq. En
efecto, como F' es suave y satisface (3.4) y el operador evolucién ®(6,t) dado por (2.2)
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es compacto, entonces usando la idea de la prueba de la Lema 3.1 y la inecuacién (3.4),
probamos que el operador H es compacto. Més atn,

£ (u)]| 2

T (3.16)

Ly, 5 00

En efecto, de la definicién del operador H(u), Proposicién 1.1 y 1.8 tenemos que, para
u € L?(0,7;U), la siguiente estimacién

IH@W)]| < / T M (s, zu(s),uls)) s,

</ M2~ s>d5> (/ 1P (s, 2 (6 u(s)] d5>
) </ 1 (8, 20{e), wte ))|l2ds>
N(/o (allu(s)1? +0)° ds>;

1

N ([ el + s )
9Na (/ Il |2ﬂ) + 2T
Na { (/OT ||u<s)||2ﬁ) ﬁ }ﬁ obT

= 2aN|[ull?,, +2by/7.

IN

IA

IA

(A

IA

Ahora, como = < B<1l&1<28 <2, aplicando la Proposicién 1.8 obtenemos que :

I (u)] < 2N ||ul, + 2b/7.

Por lo tanto,

1A ()22
hrn”u”LQ-—}mW = O
Consecuentemente,
- | 5o (W] _
gl oo Ty, — O

Entonces, de la condicién (3.16) obtenemos que, para p fijo, 0 < p < 1, existe R, tal que

[Ka(W)lir2 < pllullze, [lullr2 = Ra-

Por lo tanto, si denotamos por B(0, R,) la bola de centro cero y radio R, > 0, resulta que
K,(0B(0,Ry)) € B(0,R,). Como K, es compacto y manda la esfera of dB(0, R,,) en el
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interior de la bola B(0, R, ), podemos aplicar el Teorema de punto fijo de Rothe (Teorema
1.10) to ensure the existence of a control u, € Lo(0,7;U) tal que

Ug = Katig = Doz — H(ug)) = G*(al + GG*) Nz — H(uy)), (0<a<l1).

Afirmacién. La familia de puntos fijos {uq }o<a<1 €s acotada.
En efecto, con el proposito de llegar a una contradiccién, supongamos lo contrario. En-
tonces, existe una subsucesion {uq, tn>1 C {Ua to<a<1 tal que

1 [, 12 = oo.

Por otro lado, tenemos que u,, = Kyuq,, - Asi,

”Ka(uan)”L2

=1.
e [ 22

ltanllzz = 1Ko, |12 <=

Por lo tanto,
| Ko (van )l 2
||U’an ”L2

que es evidentemente una contradiccidon. Entonces, la afirmacién es verdadera y existe
v > 0 tal que

=1,

hrn"“ﬂn lL2—00

[tanllz <7, (0<a<1).

Por lo tanto, sin perder generalidad, podemos suponer que la sucesién H(uq) converge a
y € Z. Asli, si
o= Ta(z —H(uw) = G*(al +GG*)™ (2 ~ H(ug))-

Fntonces,
Gug = GTo(z— H(u)) =GG*(al +GG*) 1z~ H(uy))

= (al + GG* — al)(al + GG*) 7Y (z — H(ua))
= z— H(ua) — a(el + GG*) ™' (z — H(u,))

Por lo tanto,
Gug + H(ug) = z — afal + GG) ™Yz — H(uy)).

Para finalizar la prueba de este teorema, es suficiente demostrar que
lm{—a(al + GG*)™ (2 — H(uy))} = 0.
a—0
Del Lema 3.3.d) obtenemos que
lim {—a(al + GG*) Yz - H(uy))} = —lim{-a(al +GG*) " "H(uy)}
a=0 a—0
1 _ —~1 _ , = —1 _
= al(lirb alal + GG*) ™y il-% alal + GG*) ™ (H(ug) — y)
= lim —a(al + GG*) N (H(ug) — y)-

a—0
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Por otro lado, de la Proposicién 3.4, tenemos que
laal + GG*) ™ (H (ua) — )| < I1(H (ua) = »)]I-
Por lo tanto, ya que H(u,) converge a y, se sigue que
lim {~a(al +GG*) ™ (H(u) — y)} =0.

Consecuentemente,

il_%{—a(af + GG Nz — H(ug))} =0

Asi, poniendo z = 21 — ®(6,7)20 y usando (3.11),0btenemos el resultado deseado:

z1 = lim {®(0,7)2 + /OT Q05,7 —5)B(0 - s)ua(s)ds

a—0+

+ /O<I>(t9-s,7--S)F(9~s,zua(s),ua(s))ds}.

3.4. Aplicaciones.

En esta seccién usamos los resultados para demostrar la controlabilidad aproximada
interior de la siguiente amplia clase de la ecuacién de reaccién-difusiéon no auténomos en
el espacio de Hilbert Z= L?(2) dada por

{ 2 =A0-t)z+ B -t)u(t)+ F(0-t,z,u(t)), tel0,7], 6€© (3.17)
2(0) = 2o '

donde el control u € L%(0,7;L%(R)), con U = Z, © es un espacio de Hausdorff y
compacto, A(f -t) = —a(f -t)A con a : © — RT una funcién continua, el operador
B :Z — Z es lineal y acotada, y A : D(A) C Z — Z es un operador lineal no acotado
con la siguiente descomposicién espectral:

0 Vi 0o
Az= Z Aj Z@G Gjk) Pk = Z)\jEjZ7 (3.18)
i=1 k=1 j=1

donde (-, -) denota el producto interno en Z, y

i

E;z = Z(z, G k) Dj k-

k=1

Los valores propios 0 < A\; < Ag < --- < Aj < --- A, = oo de A tiene multiplicidad
finita 7; igual a la dimensién del espacio propio correspondiente, y {¢;x} es un conjunto
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ortonormal completo de vectores propios de A. Asi, {E;} es una familia completa de

o0
proyectores ortogonales en Z y z = . E;z, z € Z.

j=1
La funcién no lineal F: © x Z x U — Z es suficientemente pequeila 'y existen constantes
a,bGR,R>0y%§ﬁ<1talque

IF0,z,4)|z < alul)® +b, Yu,ze Z,0 €O,]|u] > R. (3.19)
El operador —A(6 - t) genera un operador de evolucién compacto ®(¢,¢) dado por
o0
o(0,t)z =T(go(t)z = Y e M9 E;z, (3.20)
7=1

donde gy(t foa(9 s)ds > 0,t # 0.

Teorema 3.7. Si los vectores B*(0-t)d; ;. son linealmente independientes en Z, el sistema
(8.17) es aproximadamente controlable en [0,7]. Mds ain. una sucesidn de controles que
llevan al sistema (3.17) del estado inicial 29 a una € vecindad del estado final z; en un
tiempo T > 0 dado por

Ug(t) = BX(0 - )®*(0 - t,7 — t)(od + GG*) " (21 — B0, 7) 20 — H(ua)),
y el error de la aproximacion E,, estd dado por
Eq = alal +GG*) (a1 — ©(6,7)20 — H(ua)),
donde
H(u) = / (5,7 — s)F(8 - 5, 2,(s),u(s))ds, w e L*0,7;U).

Prueba: Es suficiente probar que la parte lineal del sistema (3.17)

{z’zA(e-t)z+B(9-t)u(t), telo,7r], €0
2(0)

(3.21)

es aproximadamente controlable en [0, 7]. Es decir, aplicando el Lema 3.3.¢); observamos
que

[ee]
H0,1)z = T*(gp(t))z = »_ e M9V 2,

7=1
donde gy (¢ fo a(6 - s)ds # 0. Entonces,
o0
BX0-1)8*(0,t)z = BY(0-1)) e %O p;,
7=1
= Y e Me0BHg Bz =0, Yte[0,7].
i=1
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Por lo tanto, del Lema 1.9 obtenemos que
Vi
B*0-t)Ejz=)  <az¢k> B0 djs=0, j=12,....
k=1
Como por hipétesis, el conjunto de todos los vectores B*(6 - t)¢; x son linealmente inde-
pendientes, obtenemos que

<Z7(/)j,[c>:0 j:1,2,...‘ and k:1’277‘]'

Asi, Ejz =0, j=1,2,...,lo cual implica que z = 0.
Por lo tanto, el sistema (3.21) es aproximadamente controlable en [0, 7].

Ejemplo 3.1. Controlabilidad Interior de la Ecuacién del Calor n-Dimensional
en Variacién del Tiempo.

En este caso, como un ejemplo, probaremos la controlabilidad aproximada interior de la
ecuacion del calor semilineal de variacion del tiempo.

z(t,z) = e(0 - t)Az(t, z) + Lyult, ) + f(t, 2z, u(t, ) en (0,7] x £,
z =0, en (0,7) x 0Q, (3.22)
2(0,z) = zp(z), e,

donde Q es un dominio acotado en RV (N > 1), 29 € L*(Q), w es un subconjunto no vacio
y abierto de Q, 1, denota la funcidn caracteristica del conjunto w, la funcion control
distribucidn u pertenece a L%([0,7]; L?(;)), con e : ©® — RT y la funcidn no lineal
f:]0,7] x R x R — R suficientemente suave y existen constantes a,b € R/R > 0 y
% < B <1 tal que

|f(0,2,4)| <alul® +b, Yu,2€R,8€0,|ul>R, (3.23)

en este caso, B(6-t)f = 1,f.

Describiremos el espacio en el cual el problema serd formulado como una ecuacién
diferencial ordinaria abstracta. Consideremos el espacio Z = L%(Q) y el operador lineal
no acotado A : D(A) C Z — Z definido por A(# - t)¢ = —a(¢ - t)A¢, donde

D(A) = H} () N H3(Q). (3.24)
El operador A tiene las siguientes propiedades bien conocidas: el espectro de A consiste

de solo valores propios
D<A <A< <Ay = 00,

cada uno con multiplicidad ; igual a la dimensién del espacio propio correspondiente.
a) Existe un conjunto ortonormal completo {¢; } de vectores propios de A.

b) Para todo z € D(A) tenemos que

i 0

[o 0]
—Az = Z Aj Z <20jk > ik = Z AjEjz, (3.25)
J

j=1 k=l i=1

32



donde < -,- > es el producto interno en Z y

v
Boz =Y <z¢jk> bjk (3.26)
k=1

Asi, {E;} es una familia de proyectores ortogonales completo en Z y

=) Ejz, z€Z (3.27)
7=1

¢) —a(f)A genera un operador de evolucién compacto ®(6 - t) dado por

[e'e]
(0 1)z =T(go(t))z = Y e 9Bz,
j=1
donde gy(t) = fg a(f - s)ds # 0.
El sistema, (3.22) puede escribirse como una ecuacién abstracta en el espacio Z = L?(£2)

{ Z=—A0 -t)z+ B0 - t)u(t) + F(t, z,u),z € Z,

20) = 20 (3.28)

donde la funcién control u pertenece a L2(0,7;2) y F : [0,7] x Z x U = Z, estd definida
por F(t, z,u)(x) = f(¢, 2(2),u(x)), Vre .

Proposicién 3.8. Los vectores B*(0 - t)¢; . = 1,¢; son linealmente independientes en
Z.

Prueba:

Consideremos cualquier combinacién lineal de la forma:

i R
> B O t)pik(2) =Y ajrludjn(z) =0, VzeQ.
k=1 k=1

Por lo tanto,
% ¥
Zaj,klw(/)j,k(z) = Zaj,k¢j,k(z) =0, Vzew.
k=1 k=1

Ahora, haciendo f(z) = ZZJ: 145k95k(2), Vz € Q, obtenemos que

(A+XNIf=0 en Q,
{f(z)zO Vz € w.
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Entonces, del principio de continuacién tinica para ecuaciones Eliptica (ver [27]), se sigue

que f(2) =0, VzeQ. Asi,
Vi
Zaj,k¢j,k(z) =0, Vzeq.
k=1

Por otro lado, {¢;x} es un conjunto ortonormal completo en Z = L?(2), lo cual implica
que a;r = 0.

Proposicién 3.9. Bajo la condiciones (3.23) la funcidn F : [0,7] x Z x U — Z definida
por F(t,z,u)(z) = f(t,2(z),u(x)), Vv € Q, satisface que Yu,z € Z = L*(Q),0 € ©:

1-8
1F(0, 2,07 < 2ap(Q) 7 ([ull} + 26/0(@), |lullz > RVR(Q),  (3.29)
Prueba:

(8, z,u)l|z

([ 1560, x)”%)l

< ( a]u Iﬁ—}-b) a’a:)z
< < (40| u(z) 125+4b2)dx>
<

L B8
% { ([ rutanes)” } + 20/
= 2a1|u||§w(m+2b\/,u(§2).

Ahora, como % <B<1l&1<28 <2, aplicando la Proposicién 1.8, obtenemos que:

1—-8
IF(0,2,u)]| z < 2au(Q) 77 ||ully +203/u(), |lullz > RV1(9).

Usando la compacidad del operador de evolucién ®(8-t)z = T'(gg(t))z = 3_;2, e et E

generado por —a(6)A, donde gg(t) = jo a(f - s)ds > 0, y de las dos Proposiciones ante—
riores, podemos probar que la ecuacién del calor semilineal (3.22) es aproximadamente
controlable en [0, 7]:

Teorema 3.10. El sistema (3.22) es aprozimadamente controlable en [0,7]. Mds ain.
una sucesidn de controles que llevan al sistema (8.22) de un estado inicial 29 a una €
vecindad del estado final z1 en un tiempo 7 > 0 es dada por

ua(t) = 1,T(go(r — ))(al +GG*)™ (21 = T(go(t))20 — H(ua)),
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y el error de esta aproximacion E, esta dada por
E, = alal + GG*) Yz — T(go(7)) 20 — H(ug)),

donde
H(u) = /0 T(go(T — ))F (O - 5, 24(s),u(s))ds, ue L*0,7;0)
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Conclusiones

El objetivo central de este trabajo es estudiar la teoria de Producto Cruzado de
Flujos, los cuales son Operadores de Evolucién que aparecen de manera natural
cuando se estudian sistemas de ecuaciones diferenciales no auténomo, y es una forma de
asociarles un sistema dindmico a estas ecuaciones.

Resolvimos la controlabilidad de sistemas de control gobernados por ecuaciones de
evolucién no auténomos, a los cuales se le puede asociar un sistema dindmico, usando las
técnicas de Producto Cruzado de Semiflujos en espacio de dimensién infinita.

Con esta técnica, estudiamos la controlabilidad exacta y la controlabilidad aproximada
de ecuaciones de evolucion en espacios de Banach, en particular en espacios de Hilbert,
cuya dinamica viene dada a través de un producto cruzado de semiflujos y son aplicada a
sistemas lineales no auténomo gobernado por ecuaciones en derivadas parciales.

Estudiamos la controlabilidad de la siguiente clase de ecuaciones evolucién no auténo-
mas

2 =A0-t)z(t) + B0 -t)ut), t>0, 0€0O, z(t) € Z,

lo cual se hace gracias al Teorema 2.4 y Corolario 2.5, que nos permite obtener la conti-
nuidad fuerte del operador adjunto ®(¢,6) y asi poder calcular explicitamente el adjunto
del correspondiente operador de controlabilidad Gy y as{ Wy, lamado Grammian, que nos
permite dar condiciones necesarias y suficientes para la controlabilidad exacta y aproxi-
mada del sistema no auténomo (0.5). Estos resultados son probados en esta investigacién

y publicado en [6].

Por ltimo estudiamos la controlabilidad aproximada del siguiente sistema evolucio-
nario semilineal no auténomo

2 =A0-t)z+ B0 -t)u(t) + F(0-t,2(t),u(t)), te[0,7]
donde lo hacemos acotando la funcién no lineal F' de la siguiente forma

|F(0, 2wz < alull® +b, Yu,z€ Z,0€0,|ul >R,
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v usando la controlabilidad aproximada del sistema lineal

2 = A(0 - t)z(t) + B(0 - t)u(t).

Si la funcién no lineal F, tiene una acotacién de la siguiente manera
1F(9,2,u)|z < allzl + bllul® + <,

el sistema semilineal no es aproximadamente controlable, quedando como problema abier-
to.

Estos resultado son aplicado a la ecuacién reaccién-difusién no auténomos en el espacio
de Hilbert Z = L?(£2).
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