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RESUMEN

Existen una gran variedad de problemas fisicos cuya formulacion desde, un
punto de vista matematico, es una ecuacion diferencial en derivadas parciales.
Tal es el caso de la transmision del calor, del electromanegtismo, de la mecani-
ca de fluido o de anélisis estructural, entre otros. En general, estos problemas
resultan de gran complejidad y se tiene que recurrir a técnicas numéricas para
encontrar soluciones aproximadas. Dentro de estas técnicas se encuentra el mé-
todo de los elementos finitos (MEF), que actualmente se considera un método
general aplicable a la mayoria de los problemas matemaéticos y de ingenieria.

Por consiguiente, surge el interés de controlar la calidad de la solucién apro-
ximada. El mejor control sera aquél que proporcione la solucién mas exacta con
el menor nimero de incégnitas. Una forma de conseguir esto, es utilizar un pro-
ceso adaptativo de la malla para aproximar eficientemente la solucion numérica
del problema, para ello se introducen dos estimas de error residual explicito a
posteriori para problemas elipticos orientadas a cantidades de interés, propues-
to por Rosales y Diez, (ver referencia [3]). La representacion del error a partir
de cantidades de interés involucra la solucién de elementos finitos del problema
original (primal) y la de un problema adjunto o dual. En este trabajo, la re-
presentaciéon del error se completa al usar una familia de funciones para definir
el error. Estas funciones son conocidas como funciones burbujas. Para este fin,
es necesario definir y analizar criterios de remallado para el proceso adaptativo
orientado al control del error en cantidades de interés. Recientemente, Calde-
rén y Diez [31], siguiendo las ideas introducidas por Li y Bettess [32], definen y
analizan criterios de remallado para cantidades de interés, probando ademaés la
optimalidad de uno de los criterios propuestos. Adicionalmente, en esta tesis, se
implementa una familia distinta de funciones burbujas las cuales resultan maéas
Optimas para la estimacion del error.
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Introduccién

Existen una gran variedad de problemas fisicos cuya formulacion desde, un
punto de vista matematico, es una ecuacion diferencial en derivadas parciales.
Tal es el caso de la transmision del calor, del electromanegtismo, de la mecani-
ca de fluido o de anélisis estructural, entre otros. En general, estos problemas
resultan de gran complejidad y se tiene que recurrir a técnicas numéricas para
encontrar soluciones aproximadas. Dentro de estas técnicas se encuentra el mé-
todo de los elementos finitos (MEF)!, que actualmente se considera un método
general aplicable a la mayoria de los problemas matematicos y de ingenieria.

Independientemente del método de mallado utilizado, en la fase de discretiza-
cion del MEF surge el interés de controlar la calidad de la solucién aproximada.
El mejor control serd aquél que proporcione la solucién mas exacta con el me-
nor numero de incoégnitas. Una forma de conseguir esto, es utilizar un proceso
adaptativo de la malla para aproximar eficientemente la solucion numeérica del
problema. Esta manera de resolucion requiere, ademas de las herramientas del
MEF clasico, el desarrollo de una representacion espacial del error y de un esti-
mador del mismo, que sea capaz de detectar las regiones criticas del problema.
En la literatura se puede encontrar una variedad de estimadores de error pa-
ra el MEF; entre muchas, se citan las que pueden cubrir los antecedentes del
problema a desarrollar en este trabajo: ver desde [1] a [30], especialmente, [2]
y |4], donde se hace una recopilacién general de los estimadores de error en el

1Se advierte al lector que el MEF no se estudia en este trabajo, por el contrario, se supone
que se tienen los conocimientos basicos del método. '



2 Introduccién

MEF. También se necesita el diseno de estrategias para refinar esas regiones.
Fundamentalmente existen tres tipos de refinamiento en los que se aumenta el
namero de incoégnitas del problema:

» Tipo h: se modifica el tamaifio de los elementos de la malla, es decir, se
crean nuevos elementos alli donde el error es mayor.

= Tipo p: se modifica el orden del polinomio de la funcién de interpolacién
de los elementos.

s Tipo hp: es un enfoque hibrido que combina las estrategias h y p.

Generacion de la Malla Inicial

. 3
Resolucion MEF Enriquecimiento

de elementos

Refinamiento

Estimacion del Error I de la malla
Seleccion de

elementos

Condicién de
finalizacion

Fin

Figura 1: Diagrama de flujo del MEF adaptativo

El proceso adaptativo del MEF consiste en generar una malla inicial con
pocos elementos y resolver el problema con esa discretizacién, se estima? el error
cometido en el célculo de la solucién y se anaden grados de libertad al problema

2Se utilizaran las palabras estimacion y estima en el mismo sentido a lo largo de este
trabajo, sin importar el significado de la real academia.
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en aquellas zonas donde esté presente una discretizacién mas pobre, es decir,
donde el error cometido es mayor. Este proceso se repite hasta que tiene lugar
la condicién de finalizacion. Esta condicién puede consistir, por ejemplo, en la
obtencion de una precision preestablecida o en alcanzar un nimero de grados
de libertad maximo. En la Figura 1 se muestra el diagrama de flujo del MEF
adaptativo, donde se pueden distinguir tres puntos fundamentales de un método
adaptativo: la estimacion del error en cada elemento, la eleccién de los elementos
que deben ser refinados, y el enriquecimiento o aumento de grados de libertad
en los elementos seleccionados.

Cualquiera que sea el tipo de adaptacién escogido, el MEF adaptativo pre-
senta dos ventajas fundamentales frente a la version clasica del método:

e Mejora en eficiencia al optimizar la distribucién de las incognitas en la
malla, de modo que el nimero de elementos final del problema sea el mi-
nimo requerido para obtener la exactitud deseada. Esta disminucion en el
namero de incognitas del sistema supone un coste computacional menor.

= Comodidad en la introduccién de datos. En la version adaptativa del MEF
solo es necesaria la generacion de una malla inicial con pocos elementos.
El algoritmo de adaptacion se encarga de generar la malla 6ptima.

Los estimadores de error existentes en la literatura se clasifican de dos ma-
neras:

e Fstimadores a priori: son usados principalmente para predecir la conver-
gencia de la solucion numeérica al enriquecer la discretizacion, es decir, al
refinar la malla o aumentar el grado de interpolacion.

s FEstimadores a posteriori: calculan el error (global y local) una vez que la
solucién numérica ha sido hallada.

Entre los estimadores del error a posteriori globales se distinguen dos grandes
familias: residuales y de suavizado (recovery). Los primeros resuelven de mane-
ra aproximada la ecuacién residual del error (ver, entre otros, [9, 22, 23, 25]),
mientras los segundos obtienen una solucién mejorada mediante un método de
postproceso (ver, [18, 19, 20]).

Dentro de los residuales se distinguen los explicitos que solo requieren calcular
integrales ponderadas de los residuos (ver [3]) y los implicitos que requieren
resolver un problema local en el que el residuo juega un papel de término fuente
(ver [8]). Entre los primeros se clasifican también los estimadores basados en la
técnica de Dual Weighted Residual (DWR) para los que se requiere contar con
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una aproximacion mejorada de la solucién de un problema adjunto (ver, |7, 6]).
Entre los implicitos se encuentran los que toman a los elementos como soporte
de los problemas locales del error (element residual methods, [8]) y aquellos
que utilizan otros subdominios, generalmente patches de elementos (subdomain
residual methods, |2, 9, 25]).

No obstante, dentro de estos estimadores, existen hoy en dia dos grandes
vertientes: los estimadores en norma de energia y los estimadores en cantidades
de interés. Los primeros toman en cuenta el error cometido en todo el dominio
(error global), mientras los segundos lo hacen a través de cantidades de interés
que define el usuario segtn el problema a resolver. Vale senalar, que en el pasado
se utilizaba generalmente una medida energética para definir el error, mientras
en el presente, se prefiere que la medida del error sea en base a cantidades de
interés que determina el usuario ([6, 7, 3, 2]).

Las cantidades de interés suelen ser de utilidad en el campo de la ingenieria,
y en general, son necesarias para la decision sobre el diseno y control de modelos
matematicos. Desde un punto de vista matematico, se restringe la atencién a
cantidades de interés que estén caracterizadas por un funcional lineal, J(u),
J :V — R, donde u representa la solucién del problema, y V' es el espacio
de funciones admisible para el problema en cuestion. Ejemplo de tal cantidad
podria estar dado por el flujo que fluye a lo largo de una porcion I' de la frontera
del dominio,

J(u) = /F n- q(u) ds,

donde g(u) = —a Vu es el vector de flujo y n es el vector normal unitario exterior.
Otra alternativa, resulta al desear estimar el valor de una solucién en un punto
particular xg, es decir,

J(u) = u(zxp).

En este caso, los valores puntuales reales de la solucion y su gradiente predicha
por un modelo en particular puede ser “infinito” en regiones criticas del dominio,
tales como esquinas reentrantes. Obviamente, no tiene sentido tratar de estimar
el valor en tales casos. En cambio, se puede estar conforme de trabajar con el
valor promedio de la cantidad en una vecindad pequeia w,(zo) del punto critico,
y definir la cantidad de interés
1
J(u) = —— uds.
we(z0)| we(zo)
A menudo, la cantidad de interés sera un valor vectorial, o incluso tensor multi-
valuada, la funcién, tal como el valor medio de las tensiones en una parte critica
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IUII /w o(u)ds,

donde u es el desplazamiento de la estructura (elastico lineal) y o es el campo
de tensiones asociado.

w de una estructura

La cantidad de interés en cada uno de los ejemplos anteriores se puede re-
presentar en forma de un funcional lineal J. Sin embargo, como se sefialaba
anteriormente, para determinadas cantidades de interés, tales como los valores
puntuales, el funcional no esta acotado y no tiene sentido tratar de estimar la
cantidad. No obstante, es posible tratar estos casos como acotados mediante el
uso de un funcional lineal acotado estrechamente relacionado, tal como un pro-
medio local, como se sugiri6 anteriormente, o por el uso de formulas de extraccion
apropiada.

La forma mas sencilla para estimar la cantidad de interés J en la solucion u
exacta teniendo en cuenta la aproximacién de elementos finitos uy, es simple-
mente tomar J(u) &= J(ug). |Es posible determinar la precision de ésta aproxi-
macion? La linealidad del funcional J significa que el error en la aproximacion
puede ser escrito de la forma

J(u) = J(un) =J(e),

donde e = u — uy es el error en la aproximacién de elementos finitos.

Esto constituira el punto de partida en la investigacién en este trabajo, en
el cual se introducen dos estimas de error residual explicito a posteriori para
problemas elipticos orientados a cantidades de interés, propuestos por Rosales y
Diez [3]. La representacion del error a partir de cantidades de interés involucra la
solucion de elementos finitos del problema original (primal) y la de un problema
adjunto o dual. La representacion del error se completa al usar una familia de
funciones para definir el error. Estas funciones son conocidas como funciones
burbujas.

Con todo lo dicho, dado un problema de contorno (ecuacion diferencial par-
cial eliptica), el objetivo central de este trabajo consiste en crear un proceso
adaptativo tipo h para el control del error usando como medida una cantidad de
interés. Para este fin, es necesario definir y analizar criterios de remallado para
el proceso adaptativo orientado al control del error en cantidades de interés.
Recientemente, Calderon y Diez [31], siguiendo las ideas introducidas por Li y
Bettess [32], definen y analizan criterios de remallado para cantidades de interés,
probando ademaés la optimalidad de uno de los criterios propuestos.
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El resto de la tesis queda estructurada de la siguiente manera. En el siguiente
capitulo se introducen el problema modelo a trabajar a lo largo del trabajo, las
representaciones del error y las estimaciones del mismo para controlar el error
en una cantidad de interés. El proceso adaptativo a partir de estos estimadores
es definido en el Capitulo 2, ademas de un criterio de remallado utilizado para la
definicion de la malla. El tercer capitulo muestra los resultados alcanzados me-
diante la experimentacion numeérica y las conclusiones. Por altimo se presentan
las referencias del trabajo.



Estimador de error residual explicito a
posteriori para problemas eliptico

En este capitulo se introducen dos estimas de error residual explicito a poste-
riori para problemas elipticos orientadas a cantidades de interés, propuesto por
Rosales y Diez, (ver referencia [3]). La representacion del error a partir de canti-
dades de interés involucra la solucién de elementos finitos del problema original
(primal) y la de un problema adjunto o dual. En este trabajo, la representacion
del error se completa al usar una familia de funciones para definir el error. Estas
funciones son conocidas como funciones burbujas.

1.1. Planteamiento del problema

En la presente seccion se introduce el problema de contorno modelo (proble-
ma primal), la cantidad de interés, el problema dual y las representaciones del
error.

1.1.1. Problema modelo y residuo primal

Sea 0 C R?, un dominio abierto, acotado y con frontera suave a trozos
90 =TnUTp, con TyNTp = 0. T'x es la parte de la frontera donde se imponen
condiciones del tipo Neumann y I'p la parte donde se imponen condiciones del
tipo Dirichlet. Se quiere encontrar la solucion u del problema de valor de frontera
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eliptico dado por la ecuacién de equilibrio y condiciones de contorno:

—Au = [ en Q,

0
au = wuy sobre Iy, (1.1)
w = u sobre I'p,

donde A es el operador Laplaciano espacial, u representa la temperatura, f es
el término fuente, uy es el flujo prescrito sobre la porcion de contorno I'y con
normal unitaria exterior n y u la temperatura prescrita sobre I'p.

Para calcular una solucién aproximada del problema (1.1) usando el método
de los elementos finitos se establece su formulacién variacional, que consiste en
encontrar u € V tal que

B(u,v) = L(v), para todo v € Vj, (1.2)

donde, la forma bilineal B(-,-) y el funcional lineal L(-) quedan definidos por:

B(u,v) = /Vu-Vde,
Q

L{v) = /f'de+/ unvds.
JQ I'n

El espacio de funciones V', donde se encuentra la solucion (1.1), se define como
Vi={uecH () :u=uenTp},
y el espacio de variaciones, V,, se define como

Vor={ueH () :u=0enTp}.

La solucién de elementos finitos uy de (1.2) pertenece al espacio funcional
discreto Vy C V| inducido por la discretizaciéon del dominio €2 en elementos €y,
con k=1,2,... ng, tales que

Tel

Q= Ufl—k, y Ny =0 para k # 7,
k=1

y verificando :
B(ug,v) = L(v), para todo v € Vi, C V, (1.3)

con Vg, la contraparte discreta del espacio V4.
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El error numérico asociado a uy se denota por e := u — uy, en general
e ¢ V, sin embargo |le|| es suficientemente pequefia para asumir que e € Vg,
ademaés satisface la ecuacién del error

B(e,’U) = B('U,——’U,H7U) = B('U,,'U)“‘B(’U{H,'U),
L(v) — B(upy,v),
=: RP(v), para todo v € Vj, (1.4)

donde RF(-) define el residuo débil o residuo primal asociado a la solucién ugy
del problema primal. Observe que RF(-) es una aplicacién lineal.

1.1.2. Cantidad de interés y problema dual

El objetivo que se desea alcanzar se centra en controlar la exactitud numérica
de la solucién ugy, donde la aproximacion es obtenida por el método de los
elementos finitos al ser aplicado en el problema modelo (1.1). Este control se
medirad mediante una cierta cantidad de interés representada por un funcional
lineal J(-), es decir, se pretende controlar el error en la evaluaciéon de J(u); la
precisién de J(ug) se puede estimar en términos del error J(e) = J(u) — J(ug).
A primera vista, para evaluar J(e) se deberia calcular e usando (1.4), es decir,
encontrar e € Vg tal que

B(e,v) = RF(v), para todo v € Vj, (1.5)

y luego obtener J(e). En principio se podria buscar una aproximacién a la fun-
cién error e con la precision con que se desee. Sin embargo, es claro que este
procedimiento seria equivalente a resolver el problema primal en un espacio méas
rico que Vy, es decir, en un espacio Vj, D V. De esta manera el costo asociado
con el computador es mayor, la aproximacion del error para evaluar la cantidad
de interés, J(e), seria demasiado costoso. En consecuencia, en la biusqueda de
una estimacion del error a posteriori a menudo se sobreentiende que se debe
excluir cualquier procedimiento que implique un esfuerzo computacional mayor
que el de resolver el problema original.

Otra alternativa, consiste en relacionar J(e) con el residuo primal sin tener
que computar el error e. Es decir, obtener z € V, tal que J(e) = RF(2). De esta
forma, se introduce el problema dual o adjunto, como un problema auxiliar para
estimar el error en la cantidad de interés, J(e), que consiste en hallar un z € Vj
tal que

B(v, z) = J(v), para todo v € Vj. (1.6)
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Observe que al reemplazar v por z en (1.4) se obtiene que
B(e,z) = RF(2)

y al sustituir v por e en (1.6) se deduce que
B(e, z) = J(e),

por consiguiente, J(e) = RF(z).

Por otra parte, el problema dual (1.6) presenta la misma dificultad de re-
solucién que el problema primal (1.2). Por lo tanto, es necesario introducir la
solucion de elementos finitos zg € Vg, que satisface:

B(v, zg) = J(v), para todo v € Vg,. (1.7)

El error numérico asociado a zy se denota por € := z — 2y y pertenece al espacio
Vi, ademas satisface la ecuacién del error

B(v,e) = B(v,z—2zy) = B(v,z)— B(v,zg),
= J(’U) __—B(’UJZH):
RP(v), para todo v € Vg, (1.8)

donde RP(-) define el residuo débil o residuo dual asociado a la solucién apro-
ximada zy del problema dual. Observe que RP(-) es una aplicacién lineal.

Por otro lado, del Teorema de Representacion de Riesz se tiene que dado un
funcional lineal J(-) se puede escribir como

J(u) = (4,w),

donde (-, -) representa el producto interno usual en Ly(€) y la funcién j es Gnica
y pertenece al espacio Ly(f2). Luego, de (1.6) se sigue que

/Vz~Vde=/jde, para todo v € Vj,
Q Q

con z € Vy. Puesto que 09 = Ty UTp se tiene que

0z / 0z 0z
—vds = —~—-vds+/ — . v ds. 1.9
o On ry On r, On (19)

Noétese que
0
/ —i.vdsz(), para todo v € Vj. (1.10)
I'p
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Ademas, supongamos que
0z 0 T
an ] en N>
entonces 9
/ 2 vds= 0, para todo v € V. (1.11)
T'n 811
Utilizando (1.10) y (1.11) en (1.9) se obtiene
0z
— -vds =0, para todo v € V.
a0 6[1

Por consiguiente,

/Vz~V'udQ—/ £()—Z—-wjds:/jvalﬂ, para todo v € Vj,
Q a0 On Q

por la formula de Green, se sigue que

/——Az-vdSZ:/jde, para todo v € Vj.
Q 0

Esto implica que la forma fuerte del problema dual (1.6) es, encontrar z €

tal que
—-Az = j en Q,
g—nz— = 0 sobre Iy,
z = 0 sobre I'p.

Cantidades de interés

(1.12)

Una de las cantidades de interés utilizadas en esta tesis, es el valor de la
solucién en un punto xy, dado. En este caso se tiene que j = §(x — xg) que

denota una d—distribucién en el punto xy con la propiedad

/ d(x — xg0) u(x) dQ = u(xy),
Q

debido a que
J(u) = (j,u) = /Qé(x — Xp) u(x) dQ

se tiene que J(u) = u(xp). Pero el funcional lineal J definido asi, produce sin-

gularidades en el problema dual. Para sortear esta dificultad se utiliza

J(x) = We(x — xo),
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donde las funciones W, forman una familia de funciones infinitas veces diferen-
ciables, caracterizadas por el parametro €, y se obtiene el funcional

J(u) = (j,u) = /QWE(X — Xo) u(x) dS2.

La cantidad J(u) = u(xg) es el promedio de u sobre una pequena vecindad de
Xg. Las funciones W,, son escogidas como

Ce /=D g |Ix|I? <,

W.(x) == { (1.13)

0, si |x|I* > e,

con xg € Qy e > 0 dados, y la constante C es tal que
/ W.(x — x0) dQ = 1.
Q

1.1.3. Representaciéon del error

Se ha dicho que para estimar el error en la cantidad de interés, J(e), se tiene
que resolver un problema, dual que consiste en hallar z € Vj tales que

B(v, z) = J(v), para todo v € V,

y por lo tanto J(e) = R¥(z). Esto implica que se debe encontrar una aproxima-
cion a la funcion z con la mayor precisién posible, con el proposito de evaluar el
residual R (z) y obtener una estimacion del error en la cantidad de interés, J(e).
Otras alternativas para representar el error son dadas en el siguiente teorema.
Dejando, ademas, claro que la representaciéon para el error no es tnica.

Teorema 1 Sean, uy € Vg y zy € Vu,, las aproximaciones del problemas
primal (1.3) y del problema dual (1.7), respectivamente. Entonces, el error en
la cantidad de interés asociado a estas soluciones, J(e), se puede representar de
las siguientes formas:

J(e) RF (e), (1.14)
= RP(e), (1.15)

donde RF y RP representan los residuos del problema primal vy dual dados por
(1.4) y (1.8).
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Prueba: Sea u € V la solucién exacta del problema continuo (1.2), de la
ortogonalidad del error para problemas elipticos de Galerkin, se deduce que

B(u ~ ug,v) =0 para todo v € Vy,,
Puesto que zy € Vg, resulta que
B(e, zg) = 0. (1.16)
Por otra parte, v puede ser reemplazada por e en (1.6), pues e € Vp, asi
J(e) = Ble, 2). (1.17)
Combinando (1.16) y (1.17), se obtiene que

J(e) = B(e,z)— Ble, zy),
= Ble,z— zg).

Dado que z es la solucion exacta del problema continuo (1.6), se sigue que
J(e) = B(e,¢), (1.18)
Aplicando (1.4) en (1.18), pues € € Vy, se obtiene
J(e) = R (¢),

lo cual prueba (1.14).

Por otro lado, v puede ser reemplazada por e en (1.8), pues e € V;, asi
RP(e) = B(e, €). (1.19)
De (1.18) y (1.19) se sigue que
J(e) =R (e)

esto prueba (1.15). ‘ 2

En la prueba, la ecuacion (1.18) también puede ser usada para representar el
error. Sin embargo, en esta representacion una doble estimacion debe hacerse.
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1.2. Estima con funcién burbuja

En esta seccion se introducen dos estimadores para el error en la evaluaciéon
de la cantidad de interés, J(e), utilizando la solucién de elementos finitos de
un problema primal y uno adjunto. Para ello, se buscara una aproximacion del
error en el problema dual, valida desde el punto de vista energético, a través de
la suma del error interior, £, y del error sobre aristas, 7!, es decir

£ m g gomist (1.20)

donde ™ %%t ¢ V4. O bien, se procede a buscar una aproximacién del error
en el problema primal, valida desde el punto de vista energético, a través de la
suma del error interior, e y del error sobre aristas, e”**, es decir

e~ e'mt T ea'rist’ (121)

donde ™ st ¢ V.

Luego, teniendo en cuenta la representacion del error en la cantidad de inte-
rés, J(e), (1.14) y (1.15), y la linealidad del residuo primal y del residuo dual,
se sigue que

Je) = RF(e) =~ RP(E™ 4 st

~ RP(giné) + RP(Earist)’ (1'22)
y
J(e) — RD(e) ~ RD (eint + earist)’
~ RP(e™) + RP (e, (1.23)

Por consiguiente, (1.22) y (1.23) representan dos estimadores para el error en la
cantidad de interés, J(e), que se expondran explicitamente a continuacion.

1.2.1. Residuo interior

Para estimar el residuo primal del error cometido en el problema dual sobre
el interior de los elementos ), se construye una familia de funciones burbujas
interior {t1,%2,..., %y, } del modo siguiente: para cada k € {1,2,...,nq} se
define una funcién burbuja interior (&£, 7n) sobre la clausura del clemento de
referencia

Q= (=1,1) x (=1,1),
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tales que 1 es positiva en {2 y se anula en 9, luego se construye la funcion
burbuja interior ¢, sobre la clausura del elemento fisico € usando una aplicacion
desde el elemento de referencia 2 hacia el elemento fisico %, como es tipico en
el calculo con el método de los elementos finitos. Luego se procede a extender
el dominio de 1, sobre § de la siguiente manera: si (z,y) € Q\ Q) entonces

Ur(z,y) = 0.

Teniendo en cuenta lo mencionado, el error interior cometido en el proble-
ma dual se aproximara por medio de una combinacion lineal de las funciones
burbujas 1, es decir,

Tlel

Eint = ch ’l,[)k, (124)

k=1
para ciertas constantes cy.

Supongamos que se elige ¥, con una suavidad apropiada, tal que ¥ € V,
para todo k, esto implica que €™ € V;. Utilizando la expresién anterior y la
linealidad del residuo primal RY, resulta que

RE(E™) = RF (i: Ck T/’k) ,
k=1

Teel

= ch RP(Q/J]C) (125)

Para determinar las constantes ¢, se utiliza la expresion (1.24) y la bilinealidad
de B(-,-), para obtener

B(l(pkvgint) = B (wkazcj ’%) )
=1

= D¢ By). (1.26)

j=1
Proposiciéon 1 B(yy, ;) = 0 para todo j € {1,2,...,na} \ {k}.

Prueba: Sea j € {1,2,...,nq} \ {k} y observe que
Blo ) = [ Vi Va0
Q

= / Vi - V’([)J dD + V. - va d€d,
D S
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donde D = Q\ Q. Debido a que ) se anula en D, se sigue que Vi = 0, por
consiguiente Vi, - Vi; = 0, asi

/ Vi, - Vi dD = 0.
D

Esto implica que

By, ) = /ﬂ Vi, - Vb dS.

Como j # k por hipétesis, se deduce que §2; Ny = 0, en consecuencia € C
2\ ;. Ahora, puesto que 1); se anula en Q \ §);, se infiere que 1; también se
anula en (), de donde se tiene que V; = 0, por consiguiente Vi, - Vip; = 0,
asi

Vi - Vap; dQ; = 0,

Q2
por lo tanto, B(yx,1;) = 0. i
De (1.26) y la Proposicion 1, se sigue que

By, €™) = ¢ By, 1)

Ahora, debido a que v es positiva, resulta que B(t¢x,¥x) # 0, para todo k €
{1,2,...,nq}, en consecuencia

B B(wk’gim)
Bk, x)
Puesto que, £™ es desconocido para calcular ¢, la forma de hallarlo, es

asumir que B(vy, ™) = B(iy,€), pues € = ™ y como ¢ € V de (1.8) se
sigue que

CL, (127)

B(tpi, ™) = RP(¢). (1.28)
De (1.27) y (1.28) se tiene que
_ RP(¥x)
Cp = B(l/)k,@/)k). (1.29)

Por lo tanto, de (1.24) y (1.29) se obtiene la siguiente expresiéon para el error
interior del problema dual,

it _ N~ _RP ()
< By, tr)
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De (1.25) y (1.29) se tiene

RP (¢x)

RP (67 = ZCkRP(il)k), donde ¢, = m

k=1

(1.30)

Por otro lado, al igual que lo hecho anteriormente, para estimar el residuo
dual del error en el problema primal sobre el interior de los elementos €2, con
k=12 ....ng, se procede a estimar el error interior del problema primal por
medio de una combinacion lineal de las funciones burbujas 1, es decir,

Tl

m' Z Ck Il)k, (1.31)

para ciertas constantes c.

Puesto que 9, € V, para todo k, se deduce que e € V,. Utilizando la
expresién anterior y la linealidad del residuo dual RP, resulta que

el
RP (™) = RP (Z 5191/)1:),
k=1
Tel

Z xR (). (1.32)
k=1

Para determinar las constantes &, se utiliza la expresion (1.31) y la bilinealidad
de B(-,-), para obtener

B(wlm eint) = B (@bk, Z 5]"1[)]) )
j=1

Nel

-~ ZCJ wkﬂﬂj

como B(yx, ;) = 0, para k # j, por la Proposicién 1, resulta

Bk, €™) = &B(Yk, ¥i),

y debido a que ¥, es positiva se tiene que B(vy, %) # 0, para todo k €
{1,2,...,na}, en consecuencia

~ B(wkvemt>

B, ¥) (1.33)



18 1. Estimador de error residual explicito a posteriori para problemas eliptico

Puesto que, €™ es desconocido para calcular ¢, la forma de hallarlo, es
asumir que B(vx, ™) = B(¥,e), pues e &~ €™,y como 1, € Vj de (1.4) se
sigue que

B(yy, €™) = R” (y). (1.34)
De (1.33) y (1.34) se tiene que
__ RP(¥)
* 7 Bk ve) (1.35)

Luego de (1.31) y (1.35) se obtiene la siguiente expresién para el error interior

del problema primal.
; o RF ()
e =) — 2y 1.36
s B(¢k>¢k)¢k (1:36)

De (1.32) y (1.35) se tiene

Nel P
RD(eint> = g—; EkRD(wk), donde (~2k = % (137)

1.2.2. Residuo sobre arista

Para estimar el residuo primal del error cometido en el problema dual sobre
cada arista v, = QN de la malla de elementos finitos, donde [ es un elemento
del conjunto {1,2,... 14}, k # k', Q4 y § son los elementos que comparten
la arista -y, como se puede observar en la Figura 1.1, entonces para la arista v,
se define una funciéon burbuja sobre la arista y;, en el subconjunto A; C QU
Luego se procede a extender el dominio de x; sobre ) de la siguiente manera: si
(z,y) € Q\ A, entonces x;(z,y) = 0.

Teniendo en cuenta esto, el error sobre aristas del problema dual serd apro-
ximado a través de una combinacién lineal de las funciones burbujas x;, es decir

Tart

et = "di xi, (1.38)
=1

para ciertas constantes d.

Se supone que se elige y; con una suavidad apropiada, tal que x; € V; para
todo [, esto implica que %t € V},. Utilizando la expresion anterior y la linealidad



1.2. Estima con funcién burbuja 19

Figura 1.1: Soporte de funciones burbuja sobre arista

del residuo primal RF, resulta que

Nart
RP(gm'ist) —_ RP (Z dl Yl) ,
=1

= N TdRE (). (1.39)
l=1

Para determinar las constantes dj, se utiliza la expresion (1.38) y la bilinealidad
de B(-,-), para obtener

Nart
B(xi,e"™") = B (Xz,zdj Xj)»
j=1
Nart

= Zd] B(Xl,Xj)- (140)

La siguiente proposicion resulta necesaria.
Proposicion 2 B(x;, x;) = 0 para todo j € {1,2,...,n.qa} \ {{}.
Prueba: Sea j € {1,2,...,ne} \ {{} y observe que

Bl y;) = /Q Vi Vi d9,

= /Vxl~ijdD+ Vxi - Vx;dA,
D Ay
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donde D = Q\ A;. Debido a que x; se anula en D, se sigue que Vx; = 0, por
consiguiente Vx; - Vx; = 0, asi

/ Vxi-Vx;dD =0,
D

esto implica que

B(xi, x;5) =/ Vxi - Vx;dAy,
Ay

como j # I por hipétesis, se deduce que A;NA; = 0, en consecuencia A; C Q\A;.
Puesto que x; se anula en Q\ A;, se infiere que x; también se anula en A;, de
donde se tiene que Vy; = 0, por consiguiente Vy; - Vx; = 0, asf

Vxi - Vyx;dA =0,
Ay

por lo tanto, B(x;, x;) = 0. [ |
De (1.40) y la Proposicion 2 se sigue que

B(xt, €)= dy B(x1, x1)-

debido a que x; es positiva resulta que B(x;, x1) # 0, paratodo! € {1,2,... ,num},
en consecuencia .
B(Xl , 6arzst)

B(XlaXl)

Puesto que, €% es desconocido para calcular d;, la forma de hallarlo, es asu-
mir que B(x;, ) = B(x;, & — ™), pues € &= £™ + ¢! por (1.20). De la
bilinealidad de B(-,-) se sigue que

dy = (1.41)

B(xi, ™) = B(xi,¢) — B(xi,e™),
y de (1.8) se deduce que B(xi,¢) = RP(x1), asi

B(x,e"™") = R (x1) — B(xi,€™). (1.42)
De (1.41) y (1.42) resulta que

_ RP00) — Blx, &™)

d
l B(Xla Xl)

(1.43)
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Utilizando (1.24) y la bilinealidad de B(-,-) se sigue que

Nel
B(x,e™) = B (Xhzcj w,-),
j=1

el

= > ¢ B, ), (1.44)
j=1
donde,
.= RPW)
T BW,¢y)
por (1.29).

Proposicion 3 Si ), y Qs son los elementos que comparten la arista -y, como
se puede observar en la Figura 1.1, entonces B(x;,v;) = 0 para todo j que
pertenece a {1,2,... ,ng} \ {k, k'}.

Prueba: Sea j € {1,2,...,ng} \ {k,k'} y observe que

Q

B(Xl7 2/)1) > / VXl . V’KPJ dQ? = / le - V'(pj dﬁ’
Q

- /le-w,»dm Vi - Vi d@\ D),
D o\D

donde D = QU Debido a que x; se anula en Q\ Dy A, C D, se infiere que
x; también se anula en €2\ D, por consiguiente Vy; = 0, de donde se sigue que
Vxi - Vi =0, ast

[ Vxi- Vy;d(Q\ D),

o\D
esto implica que

B(xi, ¥5) = /DVXL - Vp; dD.

Puesto que, j # k y j # k' por hipétesis, se tiene que Q,;NYy =0y QN = 0,
es decir 2 C Q\ Q; vy Qe C 2\ €. Debido a que ; se anula en Q \ (;, se

infiere que 9; también se anula en 2 y {2y, en consecuencia Vi); = 0. De donde
se sigue que Vy; - Vi); = 0, asi

/ VXl . V'l/)J d(Zk =0 y / VX[ : V’(p] dﬂk’ = 0.
Q Qk.’
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Esto es equivalente a

[vavndi=o v [ Y -vydde-o
O o

se sigue entonces que
/ Vxi-Vi;dD =0,
D
y por lo tanto, B(x;,¥;) = 0. B
De (1.44) y la Proposicién 3 se sigue que

B(xi, ™) = cx B(xt, ¥&) + e B(xi, ¥, (1.45)
ademas, de (1.43) y (1.45) resulta que

_ RP(x1) — ex Bxi, ¥x) — ex B(xa, )
B(Xl: Xl) .

Al sustituir (1.46) en (1.39), se tiene que

d (1.46)

RP arist - RP 147
(e“7%) ; Bxu, x1) 't '

donde
o= RP () A RE (1)
* 7 Bk, ) Y Bl )

Por otra parte, el error sobre aristas del problema primal serd aproximado a
través de una combinacion lineal de las funciones burbujas x;, es decir

Nart

earist = Z d~l X1, (148)
=1
para ciertas constantes d;.

Puesto que x; € V, para todo [, se deduce que e**** € Vj. Utilizando la
expresion anterior y la linealidad del residuo dual RP, resulta que

RD(earist) — RD (% Jl Xl) ,
= Y dRP(x). (1.49)
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Para, determinar las constantes d;, se utiliza la expresion (1.48) y la bilinealidad
de B(-,-), para obtener

Nart
B(Xla eamst) = B <X£7 Z d] XJ) 3
J=1
Nart

De (1.50) y la Proposicion 2 se sigue que

B(xt, e™™*) = d; B(x1, x1)-

Debido a que x; es positiva resulta que B(x;, xi) # 0, paratodo! € {1,2,... ng},

€n consecuencia B arist
d; = _(Xl’e—). (1.51)
B(Xl; Xl)

Ahora, puesto que, e**! es desconocido para calcular d;, la forma de hallarlo,
es asumir que B(y;, e?t) = B(x;, e — ™), pues e =~ €™ + 7! por (1.21), y
de la bilinealidad de B(-,-) se sigue que

B(xi, ") = B(xi, €) — B(xi, ™),
de (1.4) se deduce que B(xi,e) = RF (xu), asi

B(xi, ") = R (xa) = B(xi, €™). (1.52)
Asi, de (1.51) y (1.52) resulta que
R (x) = BOxw, &™)

d; = 1.53
l B, x1) (153)
Utilizando (1.31) y la bilinealidad de B(-,-) se sigue que
Nel
B(xi,e™) = B (Xuzéj ¢j) ;
=1
Tel
= Y & B(xu ), (1.54)
j=1
donde »
. R7(¥y)

97 By )’
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por (1.35).
De (1.54) y la Proposicion 3, se sigue que
B(xi, ™) = & B(xi, vx) + & B, ¥w), (1.55)
de (1.53) y (1.55) resulta que
d = RF(x1) = & Blxu, &) =~ & By, Yw)
B(xu; x1) '
Al sustituir (1.56) en (1.49), se tiene que

(1.56)

Dy aristy __ oA RP(Xl) - 6’6 B(Xla 1pk) - &k" B(Xl) wk') D
RP (emist) = ; BOi) RP(x),  (1.57)
donde ’RP(w ) RP(zp )
Gp = Gy = s
Bk, vx) B, Ywr)

1.2.3. Estimadores introducidos

De (1:22) se sigue que el error en la cantidad de interés J(e) representada
a través de RY(e) se puede aproximar como la suma de los residuos interior y
sobre aristas, es decir

J(E) — RP(E) ~ RP(Eint) + RP(Earist) = El

Sustituyendo (1.30) y (1.47) en la expresién anterior se obtiene la siguiente
estima del error:

Tel Nart

Ei=) R () + ) diR (x), (1.58)
k=1 =1
donde
Cp = RD(wk) d — RD(X!) — Cg B(Xl7 ¢k) — Cy/ B(le 'wk’)
© B(tk %) l B(x1, x1) '

En consecuencia, (1.58) representa el primer estimador del error en la canti-
dad de interés J(e). Reemplazando las constantes indicadas y reordenando las
expresiones, la estima se puede escribir como:

o~ RP(W) R () | 2 RP () R™(xa)

E —
' — B(tw, ) — B(x1, x1)
[RD i) BOx, ¥6) R (0a) | RP(yw) B0, ¥w) R (x1)
B4, ¥) B(x1, x1) B(w, vow ) B(xu, x1)

l=1
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Al mismo tiempo, de (1.23) se sigue que el error en la cantidad de interés
J(e) representada a través de RY(e) se puede aproximar como la suma de los
residuos interior y sobre aristas, es decir

J(e) = RD(G) = RD(eint) + RD(earist) = E,

Sustituyendo (1.37) y (1.57) en la expresion anterior, se obtiene la siguiente

estima del error:
Nel Nart

E2 = Zék RD(T,[)k) -+ Z(Zl RD(XI), (159)
k=1 1=1
donde
& — RE () y 4= RY (xi) — & B(x1, ¥&) — & B(x1, ¥i)
B(4x, ¥r) : Blxi, x1) ‘

Asi, (1.59) representa el segundo estimador del error en la cantidad de interés
J(e). Reemplazando las constantes indicadas y reordenando las expresiones, el
estima se puede escribir como:

i R () RP (vr) ( nf:t RE () R (x1)

By

~  B(r,x) “~  B(xixi)
RS [Rp(wk)B(Xlawk)RD(Xl) N RP(%')B(X!,%')RD(XO]
B4k, Y1) B(x1, x1) B, ¥w) B(xa: x1) '

=1

Se debe observar que la primera sumatoria de las estimas F; y Es son iguales,
también se tiene que la contribucién del error interior en el elemento €2 esta
dada por la siguiente expresiéon

RP (i) RP ()
B(g, k)

La segunda y tercera sumatoria de las estimas E; y Fs, son las contribuciones
del error sobre cada arista que no pertenezca a la frontera de 2. Puesto que, el
objetivo de este trabajo es disefiar un proceso adaptativo a partir de la cantidad
de interés, esto requiere que las estimas del error estén dadas de modo que se
conozca el error en cada uno de los elementos ), esto conduce a la siguiente
pregunta, jcual es la contribucién del error sobre las aristas en el elemento
que no pertenezca a la frontera de €27

Para responder a esta pregunta, consideremos la arista v, y supongamos que
(% v 2 son los elementos que comparten la arista ;, como se puede observar
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en la Figura 1.1, por consiguiente, el soporte de la funcién burbuja x; es A;.
Entonces la contribucién en la arista -, para la estima F; esta dada por

RP0a) R (x1) [RD(%)B(XM/%) R (x1) RD(wk')B(Xz,%')RP(Xl)]
B(xu; x1) B(vx, ¥x) B(xt, x1) B(w, Yr) B(xi, x1)

En consecuencia, el aporte de la contribucion en la arista 7; en el elemento 2
se considera mediante la siguiente expresiéon

IRP(x) RT (i) RP(yr) B, ) RY (xa)
2 BOax) Bk, ) B(xi, x1)

y el aporte de la contribucién en la arista -y, en el elemento (2 se considera por

1RP(x) RP(xi)  RP(yw) B, ) R (x1)
2 Blu,xi) B(Yw, v )Blxi, xi)

Procediendo de esta manera con cada arista que no sea de frontera de (2, se
obtiene la contribucion del error sobre las aristas en cada uno de los elementos
de la discretizacion de €, para la estima FE;.

Por otro lado, la contribuciéon en la arista -, para la estima E,, esta dada
por

R” (x)) R (x1) _ [Rp(wk)B(Xz,¢k) RP (x1) RP(T/)k')B(XMﬁk')RD(Xl)}
B(x:, x1) Bk, i) B(x1, x1) B, e ) B(xu, x1)

en consecuencia, el aporte de la contribucién en la arista <y, en el elemento
se considera mediante la siguiente expresién

1R"(x) R (xi) — RF(4w) Bxi, ) R (1)
2 B(a,x) B, ¥i) B(xt, x1)

y el aporte de la contribucién en la arista 7, en el elemento s se considera por

lRP(xl) RP(x1) 3 RE (vw) Blxa, ¥ ) RP(x1)
2 B(u,xi) By, ) B(xi, xa)

procediendo de esta manera con cada arista que no sea de frontera de (), se
obtiene la contribucién del error sobre las aristas en cada uno de los elementos
de la discretizacion de 2, para la estima Fs.
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1.3. Funcién burbuja

Las funciones no negativas comdinmente se conocen como funciones burbujas.
Los dos tipos de funciones burbujas son: las funciones burbujas interior, sopor-
tadas en un solo elemento y las funciones burbujas sobre aristas, soportadas en
uno o en un par de elementos, dependiendo si la arista es de frontera o interior.

Como se ha dicho, resulta conveniente definir cada funcién de la familia de
las funciones burbujas, que se utilizan en las estimas presentadas en la seccion
anterior, sobre un elemento de referencia y luego se construye la funcién bur-
buja sobre el elemento fisico usando una transformacion desde el elemento de
referencia hacia el elemento fisico, como es tipico en el calculo con el método de
los elementos finitos. En la experimentacion numérica se utilizara una funcién
burbuja interior y dos familias de funciones burbujas sobre arista.

La funcién burbuja interior es definida sobre el elemento de referencia cua-
drildtero y es elegido como

K:={¢mn):-1<£6<1, -1<n< 1}

La funcién burbuja interior ¢ : K — R es definido por

P(E,m) = (1-)(1—n).

Figura 1.2: Funcién burbuja interior en el elemento de referencia
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La primera y segunda familia de funciones burbujas sobre arista, es definido
sobre los elementos de referencia triangular y son elegidos como

Kl — {(5777)”1<§<1,*1<77<0777<5777<*‘§}a
Ky = {(§m):0<E<L, ~1<n<Ln<E n2 ¢},
K3 == {(5777)—1<§<1,0<77<1,77>§,77>“f},
K4 = {(5,77)“1 <£<0, “1<77<1777>§a77<—§},
ver Figura 1.3.
r“"l“ _____ al I‘""‘“’l ______
g E g 1 ~1 :: 1
3 T
Elemento de referencia triangular Ky Elemento de referencia triangular Ko
1 1 .
T 1 T §
L..___:._1 ______ J ,._;i ______ -
Elemento de referencia triangular K3 Elemento de referencia triangular Ky

Figura 1.3: Elemento de referencia triangular

La primera familia de funciones burbujas sobre arista es introducida por
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Rosales y Diez [3]:

xi6m) = 5~ m)E ~ (- 2?), paratodo (€,1) € Ky
xal€n) = (€ (€ +2) ~7P), paratodo (€1) € Ko
xs(€m) = (€~ m)E ~ (n+2)?), para todo (£n) € Ky
xal6m) = 5 —m)(E~2) ~7P), para todo (&m) € Ky

ver Figura 1.4.

Figura 1.4: Funciones burbujas sobre arista en el elemento de referencia dadas
por Rosales y Diez [3].

La segunda familia de funciones burbujas sobre arista, propuestas en este
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trabajo, vienen dadas por

xi(&n) = (€ —7")? paratodo (1) € K,
x2(&m) = (€ —n*)?, paratodo (£,7) € K»
xs(&m) = (€ —n*)? paratodo (1) € Ky
xa(€,m) = (€ —n)?, para todo (€,7) € K4

ver Figura 1.5.

X8

Figura 1.5: Funciones burbujas sobre arista en el elemento de referencia

Una familia adicional de funciones burbujas sobre arista y definidas sobre el
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elemento de referencia cuadrilatero K es la introducida por Oden [2]:
1

xiEn = $1-e) )
xa&m) = 3+E1-7),
xsem = (- €)1+,
xa(6,m) = -;—(1—5)(1—772),

para todo (§,n) € K (cuadrilatero), ver Figura 1.6.

Figura 1.6: Funciones burbuja sobre arista en el elemento de referencia dadas
por Oden [2].

Observe que esta familia de funciones burbuja no satisface la Proposicion 2,
por consiguiente no se puede estimar el error F; y Fs utilizando esta familia. No
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se realizard ninguna experimentacién numérica con ellas, estas son dadas solo
de forma informativa.

1.4. Integracién numeérica necesaria en la imple-
mentacion de las estimas

Teniendo en cuenta la solucién aproximada del problema primal y dual obte-
nida por el MEF, inducida por la discretizacion del dominio €2 en los elementos
Qp con k=1,2,... ngy, tal que

ﬁzUﬁk, y U NQ; =0 parak #j,

el siguiente paso en la implementacion del proceso adaptativo, es hallar un estima
para el residuo interior elemento a elemento, donde se utiliza una transformacién
desde el elemento de referencia

~

Q = (0,1)x (0, 1),

hacia el elemento fisico €, como es tipico en el cdlculo con el método de los
elementos finitos.

| ® ®
A oL
Tlt
A
e O—A—©
Q; ey @~" ®

Figura 1.7

Por otra parte, al mismo tiempo, se debe obtener un estima para el residuo
sobre arista para cada una de las aristas que no sea de frontera. Para esto,
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supongamos que se estd estimando el aporte de la arista I que comparten los
elementos (1 y 2 sobre la region A;, como se puede observar en la Figura 1.7
(izquierda). Dependiendo de la topologia de la malla, la arista [ perteneciente al
elemento % puede estar en cualquier lado 7, donde 7 € {1,2,3,4}, esto permite
definir cuatro transformaciones desde el elemento de referencia triangular K;
hacia el elemento fisico A;N ), estos elementos de referencia se pueden observar
en la Figura 1.3. Por ejemplo, si los nodos que conforma los elementos Q y 4
estan enumerados como se muestra en la Figura 1.7 (derecha), y considera que
la topologia del elemento £ es [5 6 3 4] y la del elemento 2 es [1 2 6 5], esto
indica que la arista [ se encuentra en el lado 1 del elemento Q y del lado 3 en
Q. Por consiguiente, se procede a utilizar dos transformaciones

TliKl—)AlﬂQk y T22K3——)Alﬂﬂkl

para calcular

RP(x), RP(x), Bla,xi) v Bl )
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Proceso adaptativo a partir de cantidades de
interés

2.1. Introduccion

Existe una gran variedad de problemas fisicos cuya formulacién desde un
punto de vista matematico es una ecuacion diferencial en derivadas parciales.
En general, estos problemas resultan de gran complejidad y se tiene que recurrir
a técnicas numéricas para encontrar soluciones aproximadas. Dentro de estas téc-
nicas se encuentra el MEF. No obstante, la resolucién numérica de un problema
de contorno requiere controlar la calidad de la solucién aproximada. Este con-
trol puede lograrse mediante un proceso adaptativo de la malla para aproximar
eficientemente la solucion numeérica del problema. Como ya se dijo previamente,
se usard un proceso adaptativo tipo h, es decir, se modifica el tamano de los
elementos de la malla.

Este enfoque de resolucién requiere, ademas de las herramientas del MEF
clasico, desarrollo de estimadores de error que detecten las regiones criticas del
problema. Si bien, en el pasado, se utilizaba generalmente una medida energética
para definir el error; en el presente, se prefiere que la medida del error sea en
base a cantidades de interés que determina el usuario. Estas cantidades suelen ser
de utilidad en el campo de la ingenieria y representan regularmente: tensiones,
desplazamientos o gradientes térmicos, entre otras. Desde un punto de vista
matematico, se restringe la atencién a cantidades que estén caracterizadas por
un funcional lineal J(u) de la solucién u del problema.

Como se ha comentado, la representacién del error a partir de cantidades de
interés involucra las soluciones del problema original ugy y la de un problema
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adjunto o dual zg. Dichas soluciones se pueden combinar de diferentes maneras;
en otras palabras la representacidon de error no es tnica. En este trabajo se
utiliza las estimas F; y E, dada en (1.58) y (1.59) respectivamente, para la
representacion del error de la cantidad de interés, J(e).

Una vez que se ha estimado el error y evaluado la representacion del error
elegida en cada elemento €, del dominio, se debe usar estos valores para definir
un nuevo tamaiio de elemento (criterio de remallado) que nos conduzca a la
malla apropiada para la resolucién numeérica del problema (malla 6ptima). En
otras palabras, un componente fundamental dentro de un proceso adaptativo
estd dado por el criterio de remallado.

La estrategia méas simple para controlar el error de aproximacién consiste
en un proceso iterativo cuyos pasos son descritos en el Algoritmo 2.1. Esta
estrategia es muy general, ya que no requiere ninguna informacién sobre el tipo
de problema.

Algoritmo 2.1 Control adaptativo del error a partir de cantidades de interés

1: Se define la malla inicial (se utilizara el mallador ez4u).
2: Se calculan las soluciones: uy y zy con el MEF.

3: Se utiliza e] estimador residual Fy (o bien Fj) para estimar el error de la
cantidad de interés J(e).

4: Mientras Fy, < J(u)Tol hacer los pasos 5 hasta 7. p(k=1ok=2)
con Tol la tolerancia dada para el error.

5: Segun el criterio de remallado, generar una nueva malla con el mallador.
6: Se calculan las soluciones: uy y zy con la nueva malla.

7. Calcular Ej.

El MEF adaptativo presenta dos ventajas fundamentales frente a la version
clasica del método:

= Mejora en eficiencia al optimizar la distribucion de las incognitas en la
malla, de modo que el niimero de elementos final del problema sea el mi-
nimo requerido para obtener la exactitud deseada. Esta disminucion en el
nimero de incognitas del sistema supone un coste computacional menor.

e Comodidad en la introduccién de datos. En la version adaptativa del MEF
s6lo es necesaria la generaciéon de una malla inicial con pocos elementos.
El algoritmo de adaptacién se encarga de generar la malla éptima.
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2.2. Marco general para los criterios de remallado

En este trabajo se siguen las ideas dadas por Calder6on y Diez [31], donde
definen y analizan criterios de remallado para cantidades de interés, probando
ademas la optimalidad de uno de los criterios propuestos.

2.2.1. Notacién y objetivos

Una vez se ha estimado el error, un ingrediente importante en el proceso
adaptativo es el criterio de remallado. El criterio de remallado toma como input
la distribucién de las medidas elementales del error y produce la informacion
requerida para construir una nueva malla. Si el criterio de remallado es derivado
apropiadamente, la nueva malla debe proporcionar una solucién aproximada que
satisface los requisitos de exactitud a un costo computacional minimo. Desde un
punto de vista practico, el criterio de remallado es una expresiéon que traduce
los valores locales del error en los tamafios del elemento deseados en cada parte
del dominio.

Sea F el error funcional que se desea controlar. En un proceso de adapta-
tividad normal, FE es la norma de energia del error (al cuadrado), B(e,e), en
adaptatividad orientada al resultado E es precisamente J(e).

La cantidad E se puede descomponer en contribuciones elementales E}!, para
k= 1,...,71,61,

E=) E (2.1)

k=1

Cada elemento de la malla es denotado con 2, (es habitual ademas usar la
misma notaciéon para definir el area o volumen del elemento) y la medida de este
elemento es denotada por Hy. Si los elementos en la malla son lo suficientemente
regulares (no demasiado distorsionados), el tamano de cada elemento se toma
como

Hy = 0/° (2.2)

Todas las cantidades que hacen referencia a la nueva malla se denotan con un
acento circunflejo (). Asi, el nimero de elementos y tamario de elemento caracte-
ristico son denotados por i, y H, respectivamente. El tamafio de cada elemento
local en la nueva malla deberia ser denotado con H & para k=12 .. 7, Sin

1Se advierte al lector no confundir la notacion con las estimas E; y Es.
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embargo, el criterio de remallado proporciona el mismo tamano de elemento en
la nueva malla para todos los elementos que se forman a partir del elemento
Q. Asi, resulta méas conveniente usar la notaciéon H r para denotar el tamano de
elemento en la nueva malla asociado al elemento (). Por supuesto, cada valor
de H puede estar asociado a varios elementos, Q,;, de la nueva malla, o lo que
es lo mismo, varios valores de H i

La meta es entonces derivar una expresion para H como funcion de Fy y
Hy, tal que la nueva malla cumpla los requisitos de precisiéon exigidos a un costo
computacional minimo (malla 6ptima).

Criterio de aceptabilidad: se dice que una solucién aproximada por elementos
finitos es aceptable si el error asociado es inferior a un cierto valor de tolerancia
dado. Habitualmente, el usuario especifica un error relativo maximo, TOL, y
la solucion @y (solucién en la nueva malla) se considera aceptable si el error
asociado, é := u — Uy, verifica

19(8)] < TOLLJ ()] (2.3)

Sin embargo, un criterio de aceptabilidad global como éste no asegura que
se obtenga una cierta precision en todos los puntos del dominio. Asi, es posible
también prescribir criterios de aceptabilidad local, de manera que la soluciéon
obtenida tenga una precision uniforme en todo el dominio (ver Diez [8]; Diez y
Huerta [33]).

Criterio de optimalidad: Los criterios de optimalidad han de describir qué
se entiende por una malla 6ptima. Estos criterios, en general, se han definido a
partir de algin criterio de uniformidad de la distribucién espacial del error: se
dice que la malla es 6ptima si el error asociado a la solucién que proporciona es
uniforme.

2.2.2. Hipétesis requeridas: orden de convergencia local,
distribuciéon 6ptima del error

Derivar un criterio de remallado requiere establecer algunas hipotesis, tanto
en la convergencia local de las soluciones como en la distribucién del error en la
malla 6ptima.

Primero, una estima a priori es necesaria para las contribuciones locales del
error. Normalmente,

by = C(Hk)a, para k= 1,2,... ;» Nel, (2.4)
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donde C es una constante independiente del tamarfio de la malla y o es el orden
de convergencia local de dicha contribucién local. El valor de « se deriva de
las estimas a priori del error, usualmente en norma de energia debido a que las
contribuciones locales del error, Ey, son definidas a partir de una representacion
del error que implica productos de energia de las cantidades de error, segin lo
descrito en la ecuacion (1.10). Este orden de convergencia se asume ademas para
la nueva malla, esto es

E; = C(H)* parak=1,2,... 7, (2.5)

En segundo lugar, una hipotesis se debe hacer para la distribucién del error en
la malla 6ptima. Esto resulta, usualmente, en establecer una cierta uniformidad
en la distribucion del error.

Por ejemplo, la nueva malla se busca tal que todas las contribuciones ele-
mentales del error sean iguales. Es decir, todos los Ek, para k=1,2,..., fiu

De hecho éste es el criterio de remallado propuesto por Li y Bettess [34],
[32] para adaptatividad en norma de energia. Este criterio se ha desarrollado
para crear las mallas con el minimo niimero de elementos posible y la obtencion
de los valores prescritos del error en norma de energia. En la signiente seccion
se prueba que este criterio es también 6ptimo para el caso de adaptatividad
orientada al resultado.

El error prescrito para la nueva malla, F es un dato conocido. Asi, este
criterio de remallado requiere que

A

. E ,\
Ei=—, parak=1,... 7, (2.6)

el

Obsérvese que el namero de elementos, 7., de la nueva malla no es conocido a
priori; pero, sin embargo, éste serd predicho usando una hipétesis adicional.

2.2.3. Derivacion del criterio de remallado

Con los ingredientes enumerados en la seccién anterior la expresion para el
criterio de remallado se deriva facilmente. La constante C que corresponde al
elemento €, se deduce a partir de la ecuacion (2.4), esto es

Ey,
(Hy)>

C =
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Reemplazando C en la ecuacion (2.5), usando (2.6) y considerando que, para los
nuevos elementos localizados en (Y, H; se denota con Hy, se consigue

E «

— =L (He)

Nel (Hk)a

y, €n consecuencia,
~ 1/
~ E
== - Hy, (2.7)
ETel

donde el nimero de elementos de la nueva malla, 7., es atn desconocido. Al
suponer valida la hipotesis de regularizacién de la malla se puede predecir el
valor de 7. Se asume que el nimero de elementos en la nueva malla que ocupan
la zona del elemento Y de la malla actual sera [H,/H,|%. Notese que éste es un
caso particular de (2.2) y es equivalente a suponer que el promedio del “aspect
ratio” de los elementos en la malla actual y la nueva malla es similar en cada
parte del dominio. Asi, la siguiente expresion para ng es dada

Tlel d

R —~ | Hy

TNl — E [“A—} . (28)
k=1 Hy,

Sustituyendo (2.7) en (2.8) se obtiene

el ~ dfa
R Y L2
el = B |
k=1
)d a Tel

n€l d a
By 25"

donde se obtiene
af{a—d)

Nel

Ed/a Z(E d/a

De esta manera fi,; se puede evaluar una vez se hayan calculado todos los
errores locales Ey en la malla actual, pues el error en la nueva malla, F, es una
cantidad prescrita.

(2.9)

el“‘

En el desarrollo de este apartado ha sido implicitamente supuesto que to-
das las contribuciones locales del error son positivas o, mas generalmente, todas
tienen el mismo signo, véase por ejemplo (2.6). Como se dijo previamente, esto
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supone tomar valores absolutos de las contribuciones locales y resulta una es-
trategia muy conservadora, sobre todo si la distribucién del error es tal que las
contribuciones locales del error tienen signos contrarios y se compensan unas con
otras. No obstante, desde un punto de vista practico, aprovechando que el equi-
librado de las contribuciones del error con signo contrario no es nada realista, es
muy facil definir una representaciéon apropiada para el criterio de remallado.

2.2.4. Optimalidad de la distribucién uniforme del error

En el apartado anterior se dijo que la distribucién uniforme del error dado
por (2.6) es 6ptimo, en el sentido que produce las mallas con el minimo nime-
ro de elementos. Esta afirmacién es demostrada para adaptatividad en norma
energia por Li y Bettess [32] y la misma razon también es valida en contexto de
adaptatividad orientada al resultado.

La idea se sigue al tomar Ej para k = 1, ..., ny como incognitas. Usando las
estimas a priori locales (2.4) y (2.5) se obtiene
H, E 1/
A [-—’“J . (2.10)
Hi Bk

Reemplazando (2.10) en (2.8) se tiene

) Thel E d/a
e =) [75':“] . (2.11)

k=1
Se quiere entonces encontrar Ej para k = 1,...,ng tal que N, sujeto a la
condicién
Rgl
E=>E, (2.12)
k=1

sea minimo.

Ahora, a partir de la hipotesis de regularizacion de la malla, esto es equiva-

lente a
el d
. . [Hy
E = Ey | — )
> 6| 2|

k=1 k
el d/a
. | E
- Yaln
k=1 By
el

= > (B (E)Ye]. (2.13)

k=1
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Asi, usando los multiplicadores de Lagrange apropiados, minimizar (2.11) sujeta

a la restriccion (2.13) es equivalente a encontrar F para k = 1,...,ng y A tal
que
- - A [Ee ] NS B \I—dfor (o \da
F(Ey,...,Eny\) = 1= =X E=D (B (EB)Y"]| (214)
1 LBk k=1
sea estacionaria. Es decir, para todo [ desde 1 hasta n,,
oF A d\ , - d
— =0, est EYyY By (=) (E) P +Aa(1—-=)| =0 (215
o) , esto es (£,)Y*(E) - (£)™ + Py (2.15)
Por lo tanto,
~ d
E=——. 2.16
T xa—d) (2.16)
Obviamente, esto requiere que todos los valores de 1_37,;7 para k = 1,..., 7y sean

iguales y por lo tanto el criterio de optimalidad (2.6) utilizado en el aparta-
do anterior es 6ptimo en el sentido que se espera que la nueva malla tanga el
minimo ntmero de elementos. Este criterio y la correspondiente estrategia de
remallado son denotados en todo lo que sigue por UED (del inglés: Uniform
Error distribution).

Sin embargo, otros criterios del optimalidad pueden abordar otras carac-
teristica deseables para una malla 6ptima y ser utilizados para derivar otras
expresiones para los criterios de remallado.
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En el presente capitulo todos los ejemplos se trabajan sobre el dominio,
= (0,1) x (0,1) C R? y en cada caso se especificara las condiciones de
contorno. Para encontrar una solucién aproximada al problema en estudio, se
utilizaran elementos cuadrilateros en la discretizacion del dominio €2, funciones
de formas bilineales y 9 puntos de Gauss para la integracion.

La representacion de la cantidad de interés estd dada por el funcional J(-) y en
cada ejemplo se indicara como ha sido escogida. Ej, representa la estimacion del
error que puede tomar los valores E) ~ RF(g) o E; ~ RP(e). Como la estima E,
aproxima el error en la cantidad de interés, es decir, By = J(e) = J(u) — J(ugn),
el error relativo de la aproximacion se define por

L
Crel = |53

J(u)

I

cuando la solucién exacta u es conocida, y por

Ey
J(uref)

Y

Erel = '

cuando u no es conocida, siendo u™f una solucién de referencia.

Como medida de efectividad de la estima propuesta, se usara el indice de efec-
tividad, representado por Oy, y definido por

E;

O =Ty
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cuando la solucién es conocida analiticamente, y en caso contrario

Eg
O = Ty
donde J(e™) = J(u"¢f) — J(ug).
Por dltimo, el proceso de remallado (definicién de la nueva malla) sera llevado
a cabo a partir de (2.7) y (2.9).

Ejemplo 1 Considere el problema primal

—Au=f, en Q,
u=0, sobre T'p,,
u=1, sobre I'p,,

ou — —
p 0, sobre 0Q\ (I'p, UTp,),
donde
Ip, = {(z,y) €L:2=0,0<y <1},
I'p, = {(z,y)eQ:z=10<y<1}
y solucién exacta dada por u(z,y) = z%; se infiere que f = —2.

Solucion Primal Solucion Dual
Figura 3.1: Ejemplo 1. Soluciones aproximada por el MEF

El espacio de funciones V', donde se encuentra la solucién se define como

Vi={ueH (V) :u=0enTp,,u=1enTp,},
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y el espacio de variaciones, Vp, se define como
Vor={u€eH(Q):u=0enTp, UTp,}.
La cantidad de interés para el control del error del problema esta dada por

J(u) = ]-{17, /Q w(x) - 5(x) . (3.1)

Entonces, el problema dual viene dado por,

—QAz=73, en §,
2z=0, en I'p, Ul'p,,
QE:O en 00\ (Tp, UTp,)
on ’ ! 20

donde la solucién de este problema pertenece al espacio Vy. Para el ejemplo se
elige 7 = 1. Las soluciones primal y dual quedan dadas, geométricamente, en la
Figura 3.1.

Malla Nel J(e) E1 = Ez Crel @1 = @2
0 100 | —1.667 x 1073 | —1.373 x 1077 | 4.119 x 1073 0.82
1 400 | —4.167 x 107% | —3.526 x 107 [ 1.058 x 10~ 0.85
2 1600 | —1.042 x 107% | —8.934 x 10~ | 2.680 x 10~4 0.86
3 3600 | —4.630 x 10> | —3.988 x 107° | 1.196 x 10~* 0.86
4 6400 | —2.604 x 107° | —2.248 x 107° | 6.745 x 10~ 0.86
5 10000 | —1.667 x 107° | —1.441 x 107> | 4.322 x 10™° 0.86

Cuadro 3.1: Ejemplo 1. Malla, niimeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estimacion del error, error relativo de la estima e indice de efectividad sobre varias mallas
uniforme, utilizando las funciones burbujas sobre aristas propuesta por Rosales y Diez.

En el Cuadro 3.1 se presentan los resultados numéricos obtenidos para 6 ma-
llas uniformes utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas propuesta
por Rosales y Diez. Aqui, n, es el nimero de elementos de la malla; J(e), es
el error exacto en la cantidad de interés; E; y Es, son las estimas presentadas
en (1.58) y (1.59), respectivamente; e, es el error relativo a J(u); O, con
k = 1,2, es el indice de efectividad global de las estimas. Ademés, se utilizé 9
puntos de Gauss para la aproximacion de las estimas, tanto en la integracion
sobre cuadrilatero (estimacion interior) y sobre tridngulo (estimacién sobre aris-
tas). Dado que las estimaciones F; y Es resultan iguales para el ejemplo, las dos
son mostradas en la cuarta columna del Cuadro 3.1.
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Figura 3.2: Ejemplo 1. Izquierda: error relativo de las estimaciones del error en la cantidad de
interés y su valor real usando mallas uniformes (resultados dados en el Cuadro 3.1). Derecha:

indice de efectividad de las estimas.
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Figura 3.3: Ejemplo 1. Izquierda: grifica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e)
y de la estima F, interior y sobre arista (usando Rosales y Diez). Derecha: grafica del valor
absoluto de la cantidad de interés J(e) y de la estima Ey interior y sobre arista.

En la Figura 3.2 de la izquierda se representa la grafica del error relativo de
las estimas E) y Fs, v el valor real del error en la cantidad de interés usando
varias mallas uniformes, los valores numéricos son dados en el Cuadro 3.1. Se
puede observar que las estimas tienen el mismo orden de convergencia que el
valor teérico del error J(e). El indice de efectividad global de las estimas F; y
E, es aproximadamente 86 %, como se puede notar en la representacion gréfica
de la Figura 3.2 de la derecha.

La Figura 3.3 (izquierda) ilustra la representacién grafica del valor absoluto
de la cantidad de interés J(e) y de las contribuciones por separado de la estima
E; interior y sobre arista (usando Rosales y Diez). Se puede observa que el
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aporte de la estimacién interior es aproximadamente la misma que el aporte

sobre arista.

En el Cuadro 3.2 se presentan los resultados numéricos obtenidos sobre 6 ma-
llas uniformes utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas propuesta

en este trabajo.

Malla Tiel J(e) E1 = E2 €Erel @1 = @2
0 100 | —1.667 x 1072 | —1.180 x 1073 | 3.539 x 10~ 0.71
1 400 | —4.167 x 10~* | —3.017 x 10~% | 9.050 x 1074 0.72
2 1600 | —1.042 x 1074 | —7.626 x 1075 | 2.288 x 1072 0.73
3 3600 | —4.630 x 10~° | —3.402 x 10™° | 1.021 x 10~% 0.74
4 6400 | —2.604 x 10™° | —1.917 x 107> | 5.751 x 107 0.74
5 10000 | —1.667 x 10> [ —1.228 x 107 | 3.685 x 107 0.74

Cuadro 3.2: Ejemplo 1. Malla, nameros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad sobre varias mallas uniforme,
utilizando las funciones burbujas propuesta en este trabajo.
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Figura 3.4: Ejemplo 1. Izquierda: error relativo de las estimas y de la solucién analitica
usando mallas uniformes. Derecha: grafica del indice de efectividad de las estimas.

En la Figura 3.4 de la izquierda es la representacién grafica del error relativo
de las estimas E), y E,, y del error exacto en la cantidad de interés usando
mallas uniformes y las funciones burbujas propuestas en este trabajo. Se puede
observar que las estimas tienen el mismo orden de convergencia que el valor
tedrico del error J(e). El indice de efectividad global de las estimas F; y F; es
aproximadamente 74 %, como se puede notar en la representacion grafica de la
Figura 3.4 de la derecha.



48 3. Experimentacién numérica

En la Figura 3.5 de la izquierda es la representacién grafica del valor absoluto
de la cantidad de interés J(e) y de las contribuciones por separado de la estima
E; interior y sobre arista. En este caso, de las funciones burbuja propuestas aca,
el aporte de la estimacién interior es superior que el aporte sobre arista.

SElint ’ P~ E2int
-3~ E1larist ~<« E2arist
-0- Je) -0~ Je)

Figura 3.5: Ejemplo 1. Izquierda: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e) y
de la estima F, interior y arista. Derecha: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés
J(e) y de la estima E» interior y arista.

Ejemplo 2 Considere el siguiente problema primal

—Au=f, en Q,
u =0, sobre I'p,

donde I'p := 00 y f es elegido de modo que la solucién exacta del problema es
w(z,y) = =z(z -y -1y
El espacio de funciones V', donde se encuentra la solucién se define como
Vi={ueH (Q): ueTlp},
y el espacio de variaciones, V;, se define como
Vor={ueH'(Q):u=0enTp}.

Aligual que en el ejemplo anterior, la cantidad de interés esta dada por (3.1)
y 3 = 1. Por lo tanto, el problema dual viene dado por,

—Az =73, en Q,
z=0, sobre I'p,

Las soluciones primal y dual quedan dadas, geométricamente, en la Figura 3.6.



Ejemplo 2 49

Solucién Dual

Solucién Primal

Figura 3.6: Ejemplo 2. Soluciones aproximada por el MEF

Los cuadros 3.3 y 3.4 presentan los resultados numeéricos obtenidos sobre 6
mallas uniformes utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas pro-
puesta por Rosales y Diez y las propuestas en este trabajo, respectivamente.

Malla Tl J(e) E1 = E2 Erel 91 = @2
0 100 [3.220 x 1074 [ 2.399 x 107% | 8.638 x 1073 0.75
1 400 |8.036 x 1075 | 6.167 x 1075 | 2.220 x 1073 0.77
2 1600 | 2.008 x 107> | 1.566 x 10~ | 5.639 x 10~% 0.78
3 3600 | 8.924 x 107° | 7.001 x 10~° | 2.520 x 10~4 0.78
4 6400 | 5.020 x 107° [ 3.949 x 107° | 1.422 x 10~* 0.79
5 10000 | 3.213 x 107° | 2.532 x 10~° | 9.115 x 10~° 0.79

Cuadro 3.3: Ejemplo 2. Malla, nameros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estimaciones, error relativo de la estima e indice de efectividad sobre varias mallas uniforme,
utilizando las funciones burbujas sobre aristas propuesta por Rosales y Diez.

La Figura 3.7 de la izquierda es la representaciéon grafica del error relativo
de las estimaciones F; v Ey, y del error exacto en la cantidad de interés usando
varias mallas uniformes (usando los resultados numéricos presentados en el Cua-
dro 3.3 y las funciones burbujas propuestas por Rosales y Diez). Al igual que el
ejemplo anterior,e se puede observar que las estimas tienen el mismo orden de
convergencia que el valor teérico del error J(e). El indice de efectividad global
de las estimas E; y F, es de aproximadamente el 79 %, como se puede notar en
la grafica de la Figura 3.7 de la derecha.

En la Figura 3.8 de la izquierda es la representacion grafica del valor absoluto
de la cantidad de interés J(e) y de las contribuciones interior y sobre arista de la
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Malla Nel J(e) E1 = E2 Erel (‘)1 = @2
0 100 [3.220x107% ] 22904 x10~% [ 8.258 x 10~3 0.71
1 400 | 8.036 x 107° | 5.860 x 10™° | 2.109 x 103 0.73
2 1600 | 2.008 x 107> | 1.483 x 10~° | 5.340 x 1074 0.74
3 3600 | 8.924 x 107° | 6.623 x 107° [ 2.384 x 10~* 0.74
4 6400 | 5.020 x 107° | 3.734 x 107% | 1.344 x 10~* 0.74
5 10000 | 3.213 x 107% [ 2.393 x 10~% | 8.615 x 10~ 0.75

Cuadro 3.4: Ejemplo 2. Malla, nimeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad sobre varias mallas uniforme,
utilizando las funciones burbujas sobre aristas propuesta en este trabajo.
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Figura 3.7: Ejemplo 2. Izquierda: error relativo de las estimas y error exacto usando mallas
uniformes (resultados dados en el Cuadro 3.3). Derecha: indice de efectividad de las estimas.

107
—>-E1int ~P-E2int
«<3 - E1arist i -<G ~ E2arist
-0-Je) ~0-J(e)

Figura 3.8: Ejemplo 2. Izquierda: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e) y
de la estima FE; interior y sobre arista. Derecha: grafica del valor absoluto de de la cantidad
de interés J(e) y de la estima FE- interior y sobre arista.
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estima F; usando Rosales y Diez. En este caso, se puede observa que el aporte
del estima interior es superior que el aporte sobre arista.
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Figura 3.9: Ejemplo 2. Izquicerda: grafica del error relativo de las estimas y del error exacto
usando mallas uniformes (Cuadro 3.4). Derecha: grafica del indice de efectividad de las estimas.

Figura 3.10: Ejemplo 2. Izquierda: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e)
y de la estima E; interior y sobre arista. Derecha: grafica del valor absoluto de la cantidad de
interés J(e) y de la estima E interior y sobre arista.

La Figura 3.9 de la izquierda representa la grafica del error relativo de las
estimas E; y Fs, y de la solucién analitica usando varias mallas uniformes, de los
resultados numeéricos presentados en el Cuadro 3.4, donde se puede observar que
las estimas tienen el mismo orden de convergencia que el valor teérico del error
J(e). El indice de efectividad global de las estimas F; y E» es aproximadamente
74 %, como se puede notar en la representacion grafica de la Figura 3.9 de la
derecha.

La Figura 3.10 de la izquierda representa la gréfica del valor absoluto de
la cantidad de interés J(e) y de las contribuciones interior y sobre arista de la
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estima F. Se puede observa que el aporte de la estima interior es superior que
el aporte sobre arista.

Ejemplo 3 Considere el problema primal

—Au=f, en Q,
u = u(x,y), sobre I'p,

9
% —0, sobre 80\ I'p,

donde
I'p={(z,y) €N:0<z<1,y=0}

v f es elegido de modo que la solucién exacta del problema es
u(z,y) == 52*(1 — :EQ)(elo‘”2 — D)1 = )Y —1).
El espacio de funciones V', donde se encuentra la solucion se define como
Vi={ueH(Q):u=uz,vy)si(z,y) € T'p},
v el espacio de variaciones, V4, se define como

Vo ={ueH(Q): u=0enTp}.

Solucién Primal Solucién Dual

Figura 3.11: Ejemplo 3. Soluciones aproximada por el MEF

La cantidad de interés esta dada por

J(u) = |T12_I/Qu(x) - We(x — xp) dS2



Ejemplo 3 53

con xy = (0.6,0.4) y ¢ = 0.1. Es decir, j = W.(x — x0), dada en (1.13). Por lo
tanto, el problema dual viene dado por,

—Az :j, en Q,
z=0, en I'p,
0z :
5.1; = 0’ en OS2 \ FDla

Las soluciones primal y dual quedan dadas, geométricamente, en la Figura 3.11.

Se quiere controlar el error cometido en la cantidad de interés J(-) al susti-
tuir la solucién exacta u del problema primal por la solucién aproximada uy,
obtenida por el MEF, tal que el error relativo de la estima tenga una tolerancia
de error de 3.0 x 1072, Este control, se realizara mediante un proceso adaptativo
que definira una malla optima para lograr dicho control. El proceso se inicia con
una malla uniforme de 625 elementos (se utiliza el programa de mallado ez4u
para generar esta malla y las subsiguientes mallas), el criterio de remallado h-
adaptativo presentado en [31], y definido por (2.7) y (2.9), y las estimas E; y E,
con las dos familias de funciones burbujas sobre aristas presentada en el Capi-
tulo 1. No obstante, el proceso adaptativo sera conducido por los resultados que
se obtienen a partir de E, es decir, los errores estimados por Ey; Es es evaluado
en las mallas generadas a partir de Fj.

En los cuadros 3.5 y 3.6 se presentan los resultados numéricos obtenidos en
el proceso adaptativo, utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas
propuesto por Rosales y Diez. El primero para la estima F; y el segundo para
E;.

Malla Nel J (e) E1 Erel @1
0 625 | —8.042 x 10~ | —7.585 x 1071 | 2.792 x 1071 | 0.94
1 1900 | 2.534 x 1072 | —1.926 x 10~2 | 7.097 x 1073 | —0.76
2 2504 | —4.081 x 1072 | —4.106 x 1072 [ 1.513 x 10~2 | 1.01
3 2721 | —4.524 x 1072 | —4.280 x 1072 | 1.577 x 1072 | 0.95
4 2678 | —3.937 x 1072 [ —=3.779 x 1072 | 1.393 x 10~ | 0.96
5 2593 | —4.927 x 1072 | —4.340 x 1072 | 1.599 x 10~2 | 0.88

Cuadro 3.5: Ejemplo 3. Malla, nimeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta por Rosales y Diez.

En la Figura 3.12 de la izquierda se representa el error relativo de las estimas
E, y E, sobre mallas adaptadas, denotadas por Adap E; y Adap Es, de los resul-
tados numeéricos presentados en los cuadros 3.5 y 3.6, y sobre mallas uniformes,
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Malla Nel J(e) Ey €rel O,
0 625 | —8.042 x 1071 | —6.793 x 10~ | 2.500 x 10~' | 0.85
1 1900 | 2.534 x 1072 | —2.068 x 1073 | 7.620 x 10~* | —0.08
2 2504 | —4.081 x 1072 [ —3.703 x 1072 | 1.365 x 1072 | 0.91
3 2721 | —4.524 x 1074 | —4.055 x 107 | 1.494 x 10~% | 0.90
4 2678 | —3.937 x 1072 | —3.599 x 1072 { 1.326 x 102 | 0.91
5 2593 | —4.927 x 1072 | —4.077 x 1072 | 1.502 x 10~% | 0.83

Cuadro 3.6: Ejemplo 3. Malla, nameros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta por Rosales y Diez.

denotadas por Unif E; y Unif E,. Para efectos de comparacion, se lleva al mismo
tiempo la grafica de J(e), dejando claro el buen comportamiento de las estimas.
Se puede observar que se logra acelerar la convergencia del error relativo y que
la tolerancia escogida en el criterio de remallado de TOL = 1073 es alcanzada
en la primera iteracion. El indice de efectividad global de las estimas F, y Es,
tanto en mallas adaptadas como en mallas uniformes, es dado en la grafica de
la derecha de la Figura 3.12.

Resulta apropiado hacer notar, a partir de la Figura 3.12 (izquierda), que
aunque se permita que el proceso adaptativo avance, es decir, se sigan generando
mallas, estas difieren muy poco (generalmente consecuencia del software) en nu-
mero de elementos, y por tanto su error se mantiene estable. Como consecuencia
de lo anterior, el indice de efectividad se mantiene estable.
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107 }ﬁ'
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Figura 3.12: Ejemplo 3. Izquierda: grafica del error relativo de las estimas sobre mallas
adaptadas (Adap) y uniformes (Unif) (ver los cuadros 3.5 y 3.6). Derecha: grafica del indice
de efectividad de las estimas sobre mallas adaptadas (Adap) y uniformes (Unif).
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La Figura 3.13 representa las gréaficas del valor absoluto de la cantidad de
interés J(e) y de las contribuciones interior y sobre arista de la estima E; (iz-
quierda), y estima E, (derecha), utilizando las funciones burbujas propuesta por
Rosales y Diez. De forma analoga, se hace la representacion para las funciones
burbujas propuesta en esta tesis, ver Figura 3.14. En ambos casos se observa
que el aporte sobre la arista es superior que el aporte interior.
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Figura 3.13: Ejemplo 3. Izquierda: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e)
y de la estima E; interior y sobre arista. Derecha: gréfica del valor absoluto de de la cantidad

de interés J(e) y de la estima F> interior y sobre arista. Se utilizan las funciones burbujas
propuesta por Rosales y Diez.
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Figura 3.14: Ejemplo 3. Izquierda: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e)
y de la estima E; interior y sobre arista. Derecha: grifica del valor absoluto de de la cantidad

de interés J(e) y de la estima Es interior y sobre arista. Se utilizan las funciones burbujas
propuesta en esta tesis.

Para generar las mallas uniformes, 625, 1600, 2500, 3600, 4900 y 6400 ele-
mentos, se tomaron tamanos de elementos decrecientes, uniforme sobre todo el
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dominio. Se calcularon las estimas sobre estas mallas, donde se observa que para
alcanzar la tolerancia dada es necesario tomar un ntimero mayor de elementos
(alrededor de 5000) que los usados con las mallas adaptadas que estan en el
orden de los 2000 elementos.

Algunas mallas obtenidas mediante el proceso adadptativo se puede observar
en la Figura 3.15

625 elementos 1900 elementos

2504 elementos 2593 elementos

Figura 3.15: Ejemplo 3. Mallas adaptadas a partir de las funciones burbujas propuestas por
Rosales y Diez

En los cuadros 3.7 y 3.8 se presentan los resultados numeéricos obtenidos en
el proceso adaptativo, utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas
propuesto en este trabajo.

En la Figura 3.16 de la izquierda se representa el error relativo de las estimas
E\ y F; sobre mallas adaptadas, Adap E; y Adap Es, de los resultados numéricos
presentados en los cuadros 3.7 y 3.8, y sobre mallas uniformes, Unif F; y Unif
L5, Nuevamente, se acelera la convergencia del error relativo, y la tolerancia
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Malla | ng J(e) E Crel O,
0 625 | —8.042 x 10~ | —5.993 x 10~ | 2.206 x 10~ | 0.751
1 1547 | 6.049 x 1077 | —2.238 x 1072 | 8.248 x 1073 | —0.37
2 1877 | —4.618 x 1072 | —4.222 x 1072 { 1.556 x 102 | 0.91
3 1998 | —4.759 x 1072 | —3.967 x 1072 | 1.462 x 102 | 0.83
4 1994 | —4.480 x 1072 | —3.808 x 10~2 [ 1.403 x 102 | 0.85
5 1997 | —=5.071 x 107° | —4.144 x 1072 | 1.527 x 10~% | 0.82

Cuadro 3.7: Ejemplo 3. Malla, nimeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando

las funciones burbujas sobre aristas propuesta en este trabajo.

Malla Nel J (6) Ez €Erel @2
0 625 | —8.042 x 1071 | —=5.272 x 101 | 1.940 x 101 | 0.66
1 1547 | 6.049 x 1072 | 5.649 x 107> | 2.082 x 10~ | 0.09
2 1877 | —4.618 x 1077 [ —3.325 x 1072 | 1.226 x 1072 | 0.72
3 1998 | —4.759 x 10~2 [ —3.550 x 10~2 | 1.308 x 1072 | 0.75
4 1994 | —4.480 x 1072 | —3.384 x 1072 | 1.247 x 1072 | 0.76
5 1997 | —5.071 x 10™2 | —3.708 x 10—~ | 1.366 x 107° | 0.73

Cuadro 3.8: Ejemplo 3. Malla, ntmeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta en este trabajo.

12
By o i
. /
p a4 IR RN B SR P PR <
s ;e
0 o8 .0 ~P- Adap E1
g i -« Adap E2
06 e Unif E1
- <4~ UnitE2
0.4
0.2)
107
; o
M -0.2
10° % 1000 2000 3000 4000 5000 ~ 6000 7000

Figura 3.16: Ejemplo 3. Izquierda: grafica del error relativo de las estimas sobre mallas
adaptadas (Adap) y uniformes (Unif) (ver los cuadros 3.7 y 3.8). Derecha: indice de efectividad
de las estimas sobre mallas adaptadas (Adap) y uniformes (Unif).

escogida en el criterio de remallado, TOL = 1073, es alcanzada en la primera
iteracion. A la derecha de la Figura 3.16 se dan los indices de efectividad global
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de las estimas Fy y FEs.

Algunas mallas obtenidas mediante el proceso adadptativo se puede observar
en la Figura 3.17

625 elementos 1547 elementos

1877 elementos 1997 elementos

Figura 3.17: Ejemplo 3. Mallas adaptadas a partir de las funciones burbujas propuestas en
este trabajo.

Al comparar las dos familias de mallas obtenidas: las dadas en la Figura
3.15 para las funciones burbujas propuestas por Rosales y Diez y las dadas en
3.17 para las funciones burbujas propuestas en este trabajo, se puede apreciar
un comportamiento cualitativo similar. Sin embargo, el nimero de elementos

necesarios para alcanzar la tolerancia prescrita resulta menor con la propuesta
dada en este trabajo.

En la Figura 3.18 se muestra las diferencias (error relativo) que producen
las dos familias de funciones burbujas propuestas: Adap R F; para la propuesta
por Rosales y Diez, y Adap J E; para la propuesta en este trabajo. La familia
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de funciones burbujas propuestas acd presentan un mejor rendimiento, pues los
errores se estabilizan con un nimero menor de elementos, hecho ya comentado
anteriormente.

;.A‘ -pAdap RE1 g -1 Adap R E2
A <} Adap J E1 ol - Adap J E2
107"
"::;\ e L‘ipﬁ?
104 ."-;.~ v’ﬁg 4
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107 . :
£ 107 ey
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10° 10°

Figura 3.18: Ejemplo 3. Error relativo de las estimas F; y Fs usando las dos familias de
funciones burbujas.

Ejemplo 4 Considere el problema primal

{ —Au=f, en Q,

u=u(z,y), sobre Tp,
donde I'p := 002 y f es elegido de modo que la solucién exacta del problema es
w(z,y) = (0.6—|— e—-10.5(1——(af:—~0.5)2/0.252—(y-—0.5)2/0.252)2) .
El espacio de funciones V', donde se encuentra la solucién se define como
Vi={ueH Q) :u=u(z,vy)si(z,y) € I'p},
v el espacio de variaciones, Vj, se define como
Vor={ueH(Q):u=0enTp}.

La cantidad de interés se toma igual al ejemplo anterior, con xq = (0.5,0.5)
y € = 0.3. De esta forma, el problema dual viene dado por,

—~Az=7j, en
z=0, en I'p,

donde la solucién de este problema pertenece al espacio Vjy. Las soluciones primal
v dual quedan dadas, geométricamente, en la Figura 3.19.
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Solucién Dual

Solucion Primal

Figura 3.19: Ejemplo 4. Soluciones aproximada por el MEF

Se quiere controlar el error de la cantidad de interés J(-) tal que el error
relativo de la estima tenga una tolerancia de error de 1073, este control se realiza
mediante un proceso adaptativo que se inicia con una malla uniforme de 484
elementos, y las estimas F; y s con las distintas familias de funciones burbujas
sobre aristas presentada en el Capitulo 1.

En los cuadros 3.9 y 3.10 se presentan los resultados numéricos obtenidos en
el proceso adaptativo, utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas
propuesto por Rosales y Diez

Malla | ng J{e) Ey Erel 01
0 484 | —6.766 x 1073 | —2.974 x 103 | 8.051 x 103 | 0.44
1 2776 | —1.058 x 107% | —7.875 x 107° | 2.132 x 10~% | 0.74
2 3734 | —1.005 x 104 | —6.925 x 10~° | 1.875 x 10~% | 0.69
3 3719 | —1.340 x 107% | —=8.195 x 10> [ 2.218 x 1074 | 0.61
4 3451 | —1.154 x 107% | —8.016 x 10~° | 2.170 x 10~* [ 0.70
5 3467 | —1.211 x 107* | —8.145 x 10™° | 2.205 x 10~ | 0.67

Cuadro 3.9: Ejemplo 4. Malla, numeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta por Rosales y Diez.

En la Figura 3.20 de la izquierda se representa el error relativo de las estimas
E) y E, sobre mallas adaptadas, Adap F; y Adap Es, de los resultados numéricos
presentados en los cuadros 3.9 y 3.10, y sobre mallas uniformes, Unif £, y Unif
E,. La tolerancia escogida de TOL = 1073 es alcanzada en la primera iteracion.
Nuevamente, el proceso adaptativo se estabiliza en pocas iteraciones, alrededor
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Malla | ngy J(e) Ey Erel B9
0 484 | —6.766 x 1073 | —2.966 x 1073 | 8.028 x 10~3 | 0.44
1 2776 | —1.058 x 10~* | —8.427 x 107° | 2.281 x 10~% | 0.80
2 3734 | —=1.005 x 10~% | —=7.233 x 107° [ 1.958 x 10~% | 0.72
3 3719 | —1.340 x 107* | —8.983 x 107° [ 2.431 x 10™* | 0.67
4 3451 | —1.154 x 10~% | —8.626 x 10™° [ 2.335 x 10~% | 0.75
5 3467 | —1.211 x 10~% | —8.888 x 107> | 2.406 x 10~* | 0.73

Cuadro 3.10: Ejemplo 4. Malla, nimeros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta por Rosales y Diez.

de los 3500 elementos. Los indices de efectividad se quedan por el orden del 70 %
en ambas estimaciones.

~P~Adap E1 -~ Adap £1
-<3 - Adap E2 ~<§ - Adap E2
g Uniif E1 09} - Unif E1
=<4 - Unif E2 ~<} - Unif £2
<‘;”v
0.8
107 5 07!
0.6
0.5
10—4 0 4 1 1 1 L )
10° 0 1000 2000 3000 4000 5000

Figura 3.20: Ejemplo 4. Izquierda: grafica del error relativo de las estimas sobre mallas
adaptadas (Adap) y uniformes (Unif) (ver los cuadros 3.9 y 3.10). Derecha: grafica del indice
de efectividad de las estimas sobre mallas adaptadas (Adap) y uniformes (Unif).

El hecho que en la primera iteracién se alcance un error muy por debajo
de la tolerancia pedida, es debido a que los errores en las cantidades de interés
suelen ser de signos contrarios (no como en norma de energia donde son todos
positivos). Esta propiedad provoca una sobrevaloracion de la estima, pues en el
proceso de remallado los errores locales son considerados positivos, produciendo
un error por encima del error real. Se debe notar que este fenémeno también fue
observado en el ejemplo anterior.

Algunas mallas obtenidas mediante el proceso adadptativo se puede observar
en la Figura 3.21
En los cuadros 3.11 y 3.12 se presentan los resultados numéricos obtenidos en
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484 elementos

3467 elementos

3734 elementos

Figura 3.21: Ejemplo 4. Mallas adaptadas a partir de las funciones burbujas propuestas por
Rosales y Diez.

el proceso adaptativo, utilizando la familia de funciones burbujas sobre aristas
propuesto en este trabajo.

Malla | ngy J(e) En €rel 0,
0 484 | —6.766 x 107> | —2.672 x 1073 | 7.232 x 103 | 0.40
1 2211 | —1.076 x 10~% | —8.830 x 10~° | 2.390 x 10~% | 0.82
2 3010 | —6.461 x 107° | —5.695 x 107> | 1.541 x 10™* | 0.88
3 3018 | —9.088 x 107° | —6.417 x 10~° | 1.737 x 10~% ] 0.71
4 3063 | —1.145 x 10~% | —7.635 x 107> | 2.067 x 10~ | 0.67
5 2958 | —1.335 x 104 | —9.849 x 10~° | 2.666 x 10~% [ 0.74

Cuadro 3.11: Ejemplo 4. Malla, nameros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta en este trabajo.
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Malla el J (e) Ez Erel 92
0 484 | —6.766 x 1073 | —2.664 x 10~° | 7.210 x 1073 [ 0.39
1 2211 | —1.076 x 10~% | —8.896 x 10~° | 2.408 x 10~% | 0.83
2 3010 | —6.461 x 107> | —5.870 x 107° | 1.589 x 10~* | 0.91
3 3018 | —9.088 x 10~° | —6.472 x 10> | 1.752 x 1072 [ 0.71
4 3063 | —1.145 x 10~% | =7.971 x 10™° | 2.158 x 104 | 0.70
5 2058 | —1.335 x 107% | —1.020 x 10~% | 2.762 x 10~% | 0.77

Cuadro 3.12: Ejemplo 4. Malla, nameros de elementos, error exacto en la cantidad de interés,
estima, error relativo de la estima e indice de efectividad usando mallas adaptadas, utilizando
las funciones burbujas sobre aristas propuesta en este trabajo.

En la Figura 3.22 de la izquierda se representa el error relativo de las estimas
E; y E5 sobre mallas adaptadas, Adap F; y Adap F,, de los resultados numéricos
presentados en los cuadros 3.11 y 3.12, y sobre mallas uniformes, Unif F; y Unif
E,.

P Adap E1 —P~Adap E1

-<% - Adap E2 43~ Adap E2

o Unif E1 0.9 §.- wepze Unif E1
GeUnifE2 - - <~ Unif €2

0.8

0.7r

0.5]

0.4t

4|
10 0.3
10° 0

7000 2000 3000 4000

Figura 3.22: Ejemplo 4. Izquierda: gréafica del error relativo de las estimas sobre mallas adap-
tadas (Adap) y uniformes (Unif) (ver los cuadros 3.11 y 3.12). Derecha: indice de efectividad
de las estimas sobre mallas adaptadas (Adap) y uniformes (Unif).

La Figura 3.23 representa las graficas del valor absoluto de la cantidad de
interés J(e) y de las contribuciones interior y sobre arista de la estima E; (iz-
quierda), y estima E, (derecha), utilizando las funciones burbujas propuesta por
Rosales y Diez. De forma anéloga, se hace la representacion para las funciones
burbujas propuesta en esta. tesis, ver Figura 3.24. Para este ejemplo, y en ambos
casos, se observa que el aporte interior es superior que el aporte sobre arista. A
partir de los resultados obtenidos, no se puede concluir cual estimacion (inter-
na o sobre arista) produce una mayor cantidad de error, pues en el Ejemplo 3
predomina el error en la arista y en Ejemplo 4 ocurre lo contrario.
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107 1072
o.. -Etint o.. ~E2int
~<} E1arist <% - E2arist
N I - Jd(e) -0 -J(e)
10 -
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Figura 3.23: Ejemplo 4. Izquierda: gréfica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e)
y de la estima E) interior y sobre arista. Derecha: grafica del valor absoluto de de la cantidad
de interés J(e) y de la estima E» interior y sobre arista.

107 : 107
o, -~ Etint [« -P-E2int
-} Etarist <<~ E2arist
-0 Je) - 0- Je)
107 1073
1 e
-4
10 '+ 107
-5 ," \;
10 .
R 107}
g ;
107 4
- 107 i
10 10

Figura 3.24: Ejemplo 4. Izquierda: grafica del valor absoluto de la cantidad de interés J(e)
y de la estima F; interior y sobre arista. Derecha: grafica del valor absoluto de de la cantidad
de interés J(e) y de la estima Es interior y sobre arista.

Nuevamente, al igual que el ejemplo anterior, la Figura 3.25 deja ver el mejor
funcionamiento de la familia de funciones burbujas propuestas en este trabajo.

Algunas mallas obtenidas mediante el proceso adaptativo se puede observar
en la Figura 3.26

3.1. Comentarios finales

Se ha presentado un estimador residual explicito para definir un proceso
adaptativo que controla el error, cometido por el MEF, a partir de una cantidad
de interés. El estimador residual fue propuesto por [3], y en este trabajo se
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~p> Adap RE1
~+ Adap J E1

-D> Adap R E2
<t Adap J E2

-3|

10

10

10

Figura 3.25: Ejemplo 4. Error relativo de las estimas E; y F2 usando las dos familias de
funciones burbujas.

484 elementos 2211 elementos

3010 elementos 2958 elementos

Figura 3.26: Ejeruplo 4. Mallas adaptadas a partir de las funciones burbujas propuestas en
este trabajo.
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reproducen los resultados tedricos y numéricos de dicho articulo. Adicionalmente,
en esta tesis, se implementa una familia distinta de funciones burbujas las cuales
resultan mas 6ptimas para la estimacion del error.

De los resultados obtenidos, surge la pregunta: ;se puede definir una familia
de funciones burbujas que resulten Optimas para este tipo de estimador? Al
mismo tiempo, queda el interés de saber que contribucion al error se desprecia
al dejar sin evaluar los nodos de la malla de elementos finitos.

Al ser el estimador residual explicito de bajo costo computacional (ndme-
ro de evaluaciones) puede resultar apropiada su implementacion en problemas
transitorios, por ejemplo para un problema parabdlico. Pues, este tipo de pro-
blemas en adaptatividad orientada al resultado, tiene el inconveniente adicional
que se debe resolver el problema dual desde el tiempo final al tiempo inicial
(integracion hacia el pasado). Desacoplar las contribuciones del error en espacio
y tiempo es esencial para el proceso adaptativo.
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