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RESUME

Cette these est centrée sur 'cptimisation de systémes dynamigues a événements discrets sur un
domaine fint.

Deux approches fondamentales de optimisation sont consicérées : le orincipe du minimum et Is
programmation dynamique. Dans chaque cas une méthode de calcul
Uoptimisation d’une forme polynomiale sur un domaine de Zéfniticn

rmel est développée pour
ini.

Le résultat de P'approche basée sur le principe du minimum est établi sons la forme dun
théoréme dans lequel la condition (nécessaire) d’optimalité est définie en terme d’une inégalité
variationnelle sons une forme séparable par rapport aux dtapes {instants).

Celle-ci est explicitement fonction de la variable de commande 2 [instant courant, (commande
courante), de la forme paramétrée de celle-c et de Pétat du systéme auquel peuvent s’ajouter des
parametres exogenes impliqués dans le medéle d’évolution.

La résolution de cette inégalité variationnelile paramétrique est développée selon une procédure
de type Min-Max avec une minimisation par rappert aux commandes courantes et une
maximisation par rapport aux autres commandes.

L algorithme correspondant est désigné par le symbole SCDC (Symboiic Computation for
Discrete Optimisation).

Lapproche basée sur la programmation dynamique expicite le caractére paramétrique de cette
méthode de décomposition. Lintégration de Palgonithme 3CDO dans les deux phases de ce
processus d’optimisation permet ict encore d’exprimer la séquence de commandes optimales sous

<

une forme explicite de 'état du systéme et des autres parametres exogénes.

Dans ce mémoire, nous considérons également le principe de relaxation pour transformer le
probléeme discret en un probléme continu de résolution classique. Ainsi, pour une famiile
particuliere de processus discrets linéaires par rapport 4 Pétat et de fonction de colt concave,
nous obtenons une condition de type principe du minimum, équivalente pour Poptimum relaxé
et Poptimum de probléme original. Dans le cas de fonctions de cout linéaires, la condition
obtenue est celle du principe du minimum classique.



RESUMEN

El desarrollo de esta tesis se centra en la optimizacidn de Sistemas Dinamicos a Eventos
Discretos sobre dominios fnitos.

Para tal fin, se abordaron los dos principios bdsicos de la optimizacion: “El Principio de
Minimo” vy “la Programacion Dindmica”. Scbre cada uno de ellos, una extensidn basado en
el calculo formal se realizo considerando dominios de definicidn finitos vy pardmetros
exogenos de evolucion.

El resultado del enfoque basado sobre el principio esta dado en la forma de un teorema, en
donde la condicién (necesaria) de optimalidad es definida en términos de una desigualdad
vartacional sobre un forma separable en etapas (instantes).

Esta es una funcion explicita de la varable de control en el instante actual {control actual) e
forma parameétrica de esta y el estado del sistema el cual puede contener pardmetros exdgenos
en el modelo de evolucion

La resolucién de ‘esta desigualdad wvaracional ~paramétrica es desarrollada segln un
procedimiento del tipo Min-Max con una minimizacion en funcidn del control de la etapa
actual y una maximizacion en funcién del conrrol optimo de esa etapa

El algoritmo correspondiente para realizar la minimizacién es designado por el simbolo
SCDO  (Symbolic  Computation for Discrete  Optimization), y obtiene minimos
(parametrizados) de una funcién definida sobre un el hiper-cubo con vértices en {-1,1}.

El enfoque basado sobre la Programacion Dindmica explota el cardcter parametrito de este
método de descomposicién. La integricion dei aigoritmo SCDO en las dos fases de este
proceso de optimizacion permite expresar la secuencia de controles optimos bajo una forma
explicita del estado del sistema v los otros pardmetros exégenos.

En ésta memoria nosotros también consideramos el principio de relajacién para transformar
el problema discreto en un problema continuo de resolucion clasica. Asi para una familia
particular de procesos discretos lineales en el estado y una funcién de coto céncava,
obtenemos una condicién del tipo principio de minimo para la condicién de equivalencia
entre el 6ptimo relajado y el dptimo del problema original. Para el caso donde la funcién de
costo es lineal, la condicién de equivalencia obtenida es una condicién del tipo principio de
minimo cldsico
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INTRODUCCION

El principal interds de csta tesis csta focalizado cn la optimizacion de Sistcmas Dinamicos a Eventcs
Discretos (SDED). Para ello, ¢f desarrollo se centra en extensiones tanto en el principio de minimo
como en la programacién dinamica, las cuales hemos denominado: Principio de Minimo de
Pontryaguin  sobre Dominios Finitos (PMPDF) v Programacién Dinamica Paramétrica {PDPA)
respectivamente. Asi, una ovreve descripcion de lo SDED se dara, luego presentamos un resumen de
los desarrollos realizados en fa tesis v finalizaremos con una descripeién de cada capitulo.

1.1. Sistemas a Eventos Discretos

En los afios recientes tanto en la industria como en el trabajo académico se ha tenido mas v mas
interés en técnicas para modelar, analizar, v controlar sistemas complejcs tales como sistemas de
manufactura tlexible, redes de comumicaciones, sistemas de procesamiento paralelo, sistemas de
control de trafico, entre otros. Esta clase de sistemas son tipicamente ejemplos de sistemas a eventos
discretos, SED, este tema es una disciplina que emerge en teoria de sistemas de control. Los SED son
una clase modelos que contienen sistemas hecho por el hombre, estos consisten en un numero finito de
recursos {esto es: maquinas, canales de comunicaciones, procesadores, ¢1c.) que son compartidos por
varios usuarios (esto es: tipos de preductos, paquetes de informacién, trabajos) los cuales contribuven
al logro de una meta {esto es: ensamblaje de productos, transmision punto-a-punto de un conjunto de
paquetes de informacion, computacion paralela, entre otros).

Una de las caracteristicas de los SED ¢s que sus dinamicas son mancjades por eventos en oposicion a
los manejados por tiempo: “El comportamiento de los SED es gobernado por eventos en vez del tic
del reloj”. Un evento corresponde al comienzo o finalizacién de una actividad. Si nosotros
consideramos sistemas de produccion, eatonces, posibles eventos son: La culminacion de una pieza en
la maquina, la parada de una maquina, el vaciado de un buffer, etc. Los eventos ocurren en instantes
de tiempo discretos. Los intervalos entre eventos no son necesariamente idénticos (SDED
asincronos), ademas ellos pueden ser deterministicos o estocasticos.

En la mavoria de los casos, les sistemas dinamicos a eventos discretos, SDED son caracterizados por
la sincronizacién y la concurrencia. La sincronizacion requiere de la disponibilidad de varios recursos
al mismo tiempo (esto es: antes de que podamos ensamblar un producto en un maquina, la maguina
tiene que estar disponible al 1gual que las piezas; antes de especificar el trabajo que se debe ejecutar en
un sistema de procesamiento en paralelo, el procesador v todes los datos de entrada deben estar
disponibles, etc.). La concurrencia aparece cuando en un cierto tiempo, un usuario tiene que elegir
entre varios recursos (esto es: en un sistema produccién un trabajo puede ser ejecutado en una de las
maquinas que estan disponibles en ese tiempo; en un sistema de procesamiento en paralelo de manejo
de datos es un trabajo que puede ser gjecutado en uno de los procesadores que estén disponibles en el
tiempo o el que mas pronto llegara a estarlo). Los SED tipicamente exhiben comportamientos
asincronicos ‘con mucho paralelismo e interacciones con su ambiente. Ellos usualmente tienen una
estructura compleja y jerarquica. ' ' h ’ B

Cuando nosotros queremos disefiar o redisefiar un control para asegurar que un sistema reina ciertos
requerimientos o cuando queremos venficar u optimizar el comportamiento de un sistema, nosotros
podriamos representar nuestro conocimiento sobre las propiedades v el comportamiento del sistema en
un modelo que nos permita estudiar y predecir ¢l desempeiio del sistema.

Hay muchas técnicas de modelado v analisis de SED, tales como teoria de colas, maquinas de estado,
algebra Max-Plus, lengnajes formales, autématas, logica temporal, procesos semi Markovianos
generalizados, redes de Petri, analisis de perturbaciones, simulacién en computadora, v asi
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sucesivamente. Para mas mformacicn v para articulos tutonales sobre SED v las tecnicas mencicnadas
anteriormente ¢l lector interesado es referido a {FB9Z], [LB9S], [CCe3), [GCo4], [GC85], [GLo4],
YHOZ), [PX93], [MBO3], [TM891, [JP77], [JP81], [P189], [MZO1] v lzs referencias citadas en sstos.
Tedas estas técnicas de modelado v analisis tienen particulares ventajas v desventajas v :sto reaimente
depende del sistema que deseamos medelar v de las metas que queramos alcanzar, par:: iuego sscoger
la metcdologia que mejor sarisfaga nuestras necesidades. Cuando tenemos que elegir nna metodolegia
apropiada. quizas los aspectos primordiales a considerar son ¢l poder del modefado v el peder de
decision: el modelo mas exacto, es lo mencs que nosotros pedemos decir analiticamernie acerca de sus
propiedades del sistema. Por ejempio, si consideramos las Redes de Petri, una de las técnicas mas
poderosas para el modelado matematico de SED, se tiene que una sclucion analitica completa
usualmente no es disponible. Ademas aigunos de los probiemas encoutrados en analisis de redes de
Pstri son indecidibies [TM89], [JP31], esto quiere decir que para estcs probiemas no puede existir un
algoritmo general aplicable que resuelve ei probiema. El enfoque max-algebra permite determinar v
analizar muchas propiedades de los sistemas, pero este enfoque solo puede ser apiicado a la subclase
de SED que pueden ser descritos por modeios invariantes en el iempo max-iineales. podriames decir
que esta subclase corresponde a la subclase de SED invariantes en ¢l tiempo determinista en el cual la
sincrenizacion y la no concurrencia ccurren.,

La técnica mas ampliamente usada para estudiar SED ciertamente ¢s la simulacion por computadora.
Una de las mayores desventajas de la simulacidén por computadora es que computacicnalmente
requiere bastantes recursos, ya que hay un alto grado de detalle en ¢l modelo. Sin embargo, esto
también lleva a un alto grado de correspondencia entre el modelo v el sistema real. Otra desventaja de
la simulacion por computadora es que no se tiene un real entendimiento dei efecto de los cambio de
los parametros sobre las propiedades del sistema tales como robustez, estabilidad, optimalidad del
funcionamiento del sistema, v asi sucesivamente. Por consiguiente frecuentemente preferimos usar
modelos matematicos que estan mas preparados para el analisis matematico. La principal razén de una
descripcion matematica de un sistema dado, queda en la existencia de algoritmos eficientes para
evaluar el desempeiio del sistema. Esta es una significante ventaja sobre el tiempo consumido v los
costos de simulaciones, lo cual es usualmente requerido para obtener la misma informacién, Ademas,
las técnicas analiticas rambién proveen un buen punto de vista en el efecto de cambios de pardmetros
scbre las propiedades del sistema. Sin embargo, como va hemocs mencionado, tenemos que tomar en
cuenta que hay un intercambio entre la precisién de nuestro medelo por un lado v la técnica dispenible
para el analisis por otro lado. Por consiguiente, normalmente se usa una mezcla de métedos analiticos
aproximaciones, heuristica, v simulaciones cuando queremos estudiar las propiedades y el

o

comportamiento de SED ¢ cuando queremos diseiiar un controlador para este.

Hay tres niveles principales para modelado de SED, el nivel légico, ¢l nivel temporal, v ¢l nivel
estocastico. Los madelos logicos (tales como (no medidos en tiempo): redes de Petri, maquinas de
estado finito) son usados para estudiar las propiedades que conciernen solamente al ordenamiento de
eventos. Si estamos interesados en el instante de tiempo en el cual el evento ocurre entonces tenemos
que usar modelos temporales (tales como redes de Petri temporizadas y modelos max-algebraicos).
Los modelos estocasticos (tales como procesos de semi-Markov generalizados) si nosotros queremos
determinar el comportamiento esperado sobre alguna condicion estadistica dada. Los modelos
presentados en esta tesis, por ser modelos formales podrian estar en cualquiera de los niveles
anteriores, pero solo el nivel logico y el temporal seran considerados.

L2 Breve Descripcion del Desarrollo de esta Tesis

Para la extension realizada al Principio de Minimo, PMPDF, no es considerado ningtn criterio de
convexidad, preservando la optimizacién multiobjetivo (con algiin criterio de ordenamiento o
prioridad) y el formalismo Hamiltoniano. El resultado de la condicién de optimalidad, sobre un
espacio de estados y control finito, se traduce en un comjumto de desigualdades variacionales en
términos del control optimo u"(.), el control variado v y el estado como parametro. Asi, en principio,

pemsd
1
N
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las funciones de sintesis en la optimizacion deberian ser dadas por la resolucion, hacia atras en @
tiempo, de la desigualdad variacional, generando una funcién paramétrica en el estado como controi
optimo en cada etapa. El proceso comtinua hasta que la condicion inicial ¢s substituida v a tiempo
directo se obtiene los valores de control éptimo. Es de rzsaltar gue no existe un dnico meétcedo para dar
solucion al conjunto de desigualdades variacionales. Por lo que ¢l mayor esfuerzo en sste tradajo se
centra en dar solucién a este conjunto de desigualdades variacionales. Por ello un procedimiento
denominado Min-Max para resolver las desiguaidades variacicnales es propuesto v desarrcilado. El
procedimiento Min-Max obtiene primero la expresién del control variado v que minimiza la
desigualdad y luego la expresidn del control optimo u'{) que maximiza la desigualdad. Asi, una
funcion es obtenida en cada etapa. La obtencién del minimo y el miximo en el procedimiento Min-
Max, son dados por un procedimiento desarroilado el cual denominamos aigoritmo SCDO. El
algoritmo SCDOQ, permite obtener los minimos de una funcién cuyo dominio de definicidn es el

. N k+1 . I ) .y,
conjunto producto {-1,1} ", por lo que ei uso del algoritmo SCDO pasa por utilizar la representacion

diadica sobre el dominio de definicién de v v u (). Si bien es cierto que ¢n primera instancia ¢l
principio de minimo lleva las condiciones de optimo en lazo abierto, en nuestro caso la solucion de
optimo son obtenida a lazo cerrado, pero en forma simbolica. Debido a la naturaleza simbdlica dei
algoritmo SCDO en el procedimiento Min-Max, es posible incorporar parametros exogenos de
gvolucion tanto en ¢l sistema como en la funcion de costo, permitiendo obtener un control 6ptimo en
funcién del estado y parametros exdgenos de evolucion haciendo atractivo este desarrollo respecto a
los métedos clasicos de optimizacion conocidos. ,

En ¢l caso de la programacion dinamica, la extension es dada por el uso del algoritmo SCDO en cada
una de las etapas en el proceso de optimizacién discreta definida sobre espacio de estado y control
finitos. Asi, de la misma manera como en el PMPDF, SCDO permite obtener la forma explicita de la
control éptimo, inclusive cuando pardmetros exogenos de evolucion, que afectan al sistema o a la
funcidn de costo, son requeridos.

Los alcances de lo desarrollado en esta tesis se presentan en cuatro capitulos y un anexo. Asi, en el
Capituiol: Modelos Formales de SED, la principal meta s la obtencién de modelos formales a partir
de las descripciones clasicas de SDED. Asi sobre dos familiar particulares de SED, lenguajes formales
Yy automatas de estado finito, se muestran procedimientos para obtener estos modelos formales. La
intencion de este capitulo al obtener medelos formales es que las extensiones de los métodos clasicos
de optimizacién, Principio de Minimo y Programacion Dinamica, necesitan estas descripciones. En el
Capitulo 2: Calculo Simbdélico en Optimizacion Discreta, se muestra ¢l desarrollo progresivo de un
método para calcular minimos explicitos paramétricos de una funcién con dominio discreto finito. Este
método desemboca en un algoritmo simbélico ¢l cual denominamos SCDO. SCDO permite obtener
los minimos de una funcién paramétrica en donde las variabies estan definidas sobre el hiper-cubo

{-1,1}* y los parametros estan definidos en un dominio dado. Asi el dominio discreto finito de la

funcion a minimizar es representado en los vértices de un hyper-cubo {~1,1}*, y el algoritmo SCDO
puede ser aplicado. Varias propiedades interesantes de funcicnes Booleanas son descubiertas aqui y
son relacionadas a una particular representacién, sobre los vértices de un hipercubo {-1,1}*. El
algoritmo simbolico propuesto tiene esencialmente la misma complejidad computacional que los
métodos de busqueda clasica, con la ventaja de su posible aplicacion a la optimizacion paramétrica.
En el Capitulo 3: Enfoque Simbdlico del Principio de Minimo, esta dividido en tres partes,
fundamentalmente. En la primera parte, la extension del Principio de minimo para sistemas dimamicos
a eventos discretos, Teorema PMPDF, se presenta. Asi una breve descripcion del Principio de Minimo
en continuo es dada y luego nuestra extension es desarrollada con detalle. El resultado de aplicar
PMPDF es una desigualdad variacional, del control variado v, €l control éptimo u’(.), paramétrizada
en cada etapa por el estado, como condicion necesaria para el optimo. Un algoritmo simbélico para la
implantacién de la técnica es desarrollado y ejemplos son mostrados. La segunda parte se centra en la
resolucion de las desigualdades variacionales. Asi, el algoritmo Min-Max, basado en el algoritmo

)Tn(
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nroaduccion

SCDC, e oropuesto v desarrollado como método para cbtener la sclucion (simbdlica) de la
desigualdad variacicnai. Ejemplos de ello son mestrados. Como un tépico adicional, &s ¢! uso del
métedo de relajacion, en la optimizacién de probiemas .iscretcs va que este tiene una relacicn
estrecha con el principic de minimo. Dos casos considerados v resueitos; con funcicnes de coste
convexo v concavo sobre ¢! estado finai muestran esta relacién. En ¢l Capitulo 4: Programacion
Dindmica Parametrica, se da una extensicn dei método de programacién dinamica cuando 2! uso dei
algoritmo SCDO es isado para resolver en cada stapa !a ecuacion discreta de Beilman. El resultado s
una forma explicii: {simboiica) del control éotimo en funcidn del estado. Asi, el méicdo de
pregramacién dind:mica en continuo v su equivalente en discreto se presentan. Luego dos enfoques
basadas en la opumizacicn sumbélica en un paso se desarroilan v por ultimo ¢i algeritmo para apiicar
la pregramacion dindmica paramétrica ¢s desarrcilado v aplicade a unocs gjemplos. En 2l Anexo A:
Fundamentos sobrz Lenguajes Formales y Realizacion Xinima, xqui presentamos aigunos
fundamentos matematicos requeridos zara obtener ios modelos formales def Capitulo 1. Un conjunto
de definicicnes, v tecremas para leng:ajes formales son mestrades, asi como procedimientcs para
obtener una realizacién minima de mcdelos formales. Y por ultimo en Conclusiones y Probdlemas
Abierzos, una descripcion de los alcances obtenides en el desarroilo de esta tesis, asi como algunas
perspectivas de trabajos futuros v problemas abiertos son expuestos.




Capimlo 1
MODELOS FORMALES DE SDED

Comoe se dijoen a introduc 10n. ¢l principal interes de csta fesis esta focalizado en la optimizacién de
SDED. Para ¢llo, 2l desarrollo se centra en extensiones tanto en el principio de minime como 2n la
programacion dinamica, las cuales hemos denominado: Principio de Minimo para procesos a Eventos
Discretos sobre dominios finitos v Programacién Dinamica Paramétrica respucavamente.

En ambas extensiones, las descripciones formales {entrada-estado-salida) de SDED son requeridas. Es

por ello, que este capitulo lo dedicamos al desarroilo de medelos formales v consxdcremos dos
familias particulares de SDED. Estas thmilias corresponden 1 aqueilas descritas por

o Lenguajes rormales,
@ Automatas de estado finito

En el caso de lenguajes formales, el modelo formal es obtenido a través de sistemas dinamicos
inducidos por concatenacion. Asi una realizacion de estos sistemas es mostrada vy una realizacion
minima del modelo se establece. basada 2n dos construcciones que se desarroilan.

En ¢l caso de modelos descritos por autématas de gstado finito, ¢l medelo formal s¢ obtiene cuando i
dinamica del autdmata {conexion de nodos por arcos) es atrapada en una descripcion via interpolacion,
particuiarmente interpolacién de Lagrange. Asi un sistema dinamico con lado derecho polindmico es
obtenido.

En cada uno de los casos anteriores, un modelo formal {entrada-estado-salida) es obtenido.

A continuacion damos al lector una idea de como representar a esta clase de sistemas a eventos
discretos por modelos formales. Ejemplos ilustrativos son también mostrados. Asi, el medelo de un
sistema dinamico a eventos discretos, en miestro caso, esta definido por la quintupla

G(X,QY), s{av.Xe(.).n(.)).

—  Qes el conjunto no vacio de eventos, esto es el conjuntc de simbolos tales como
alfabeto, numeros, etc.

—~ Y es el conjunto no vacio de valores de salida.

- X es el conjunto no vacié de estados o valores del estado.

- o(.,.)XxU—X, la funcion del proximo estado.

- n{,.xXxU-=Y, es la funcion de 1a proxima salida.

1.1. Modelos Formales en Leguajes Cerrados: Casos Generales de Sistemas Lingiiisticos

Para la obtencion de modelos formales en lenguajes cerrados daremos algunos fundamentos
matematicos que nos permiten mostrar las propiedades de los lenguajes y como éstas pueden ser
usadas para la obtencidon de modelos formales. Asi, la induccién de un sistema dinamico via
concatenacién v la realizacion minima de modelos seran tratadas. Un ejemplo sobre la simplificacién
de una expresion matematica, muestra como una descripcion lingiistica puede conformar un modelo
formal de tal manera de proponer una estrategia dptima para realizar dicha simplificacién.

Los fundamentos matematicos aqui presentados son complementados en el anexo A
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1.1.1. Lenguajes { errades y Realizacién “{inima

{lase de Lenguajes
Sea L < [2* un lengnaje. Sugcrzamoes que ara una paiabro 3 = L. u=uu,..u,, pam cdes ‘o3
i=0,1,.. k-1, entonces podemos uzenerar pauabras que se cncuentren «dentro del lenguaje ror

concatenacion de ‘a siguiente manera: Si U =u,u,..4._, ¥V X, = J, SMONCSS

1

X, = X U,

X, =%u, = uu, =L

Prefijos
ue ', es prefijo de una palabra ve 7, si caraaigin w = Q° v=uw.

3

Asi, x, =u,u,..u,, vies x; =ugu,..u,, son los prerijos de la palabra

i-1 ks &

Lenguaje Cerrado

Se dice que un lenguaje es cerrado <> Vu € L, los prefijos de u también pertenecen al lenguaje. Asi
usi definimos la clausura de L como

f:{v:uveL,para algin VEQ’}, LcoY

Para este tipo de lenguaje se definirdn conceptos similares a los descritos en ¢l anexo A. Considercmos
de nuevo una funcién P como sigue:

p: LY, Lo
uel L ={viuvel}c '
>uw=uzLl=>8cL

Otro caso particular de interés es L{B) =L Enefecto.BucL < ucl.

Propiedades del Lenguaje Cerrados
Distinguibilidad: Si se tienen dos palabras u, v € L, son distinguibies, si :

1. Lu=L@)y 4
2. weL@)=L(v)=p(uw) # p(vw) .

Indistinguibilidad: Si se tienen dos palabras u, v € L, son indistinguibles, si :

1. Lw=L)é

2. dwel(u)=L(v)=puw) =p(vw).
Esto se denota uNv. En los lenguajes cerrados, la indistingnibilidad es una relacion de
equivalencia, para esto es necesario chequear que N es simétrica y transitiva.

Transitiva: Si se tienen dos palabras u, v € L, tenemos que probar que si uNz v zNv = ulNv.
Demostracion
L= L{z} v L{z=L(v) = L{u)=L{v) Yw € Lu)=L{v)

i- 2
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Modelos Formaies de SDED

PIWI=T(ZW) ¥ P(YW)=p(zW) = pUW)=p(VW) =>uNV.

Simetria: 1a prueba es inmediata de la definicion de indistinguibiiidad (ver anexo A).

Clases de equivaiencia: Consideramos :! conjunto de las paiabras de L, que son equivalentes
{indistinguibies) v lo denctamos come {uj, graficamente se muestra ¢n la Figura 1.1.

Figura 1.1: Clases e equivalencia

Como se puede observar la relacién de equivalencia hace una clasificacion de los eiementos.
Sntonces [u} ={v: uNv} < L v por lo tnto debe cumplirse los siguientes casos:

L uj={v]
2, [ul~vi=o

Conjunto X de todas las Clases de Equivalencia

Se define al conjunto X de todas las clases de equivalencia como:
X= f[u] uesl}

Sobre X pedemos establecer algunas definiciones como para cada x € X ¢
LE)=L({{uD=L(w),

quedando bien definmida va que L(x) no depende del representante u de la clase x={u]. Se puede
considerar también uNu’, esto implica que Liw)=L(u") =L(x), Vxe X c Q"

Aplicacion Parcial (Dindmica)
Seafel=x,= [91 $: Xx2" — X. Donde el dominio de ¢ esta dado por:

Domg = Uy, X XL(X)
v {x}xL(x) contiene pares del tipo (x,v) tal que v € L(x).
El dominio de ¢ no es completo lo que indica que es una aplicacion parcialmente definida.
Funcién de Transicion

La funcidn de transicion ¢, estd parcialmente definida como, u € QL ¢, XX,
o, (x) = [uv]donde x=[v].

Funcién de salida v

La funcién de salida esta definida como sigue, 6: X > Y, c(x) = c([u]) = p(u).

De 1a misma forma como se defini6 la relacion entre la caja negra y el conjunto de ecuaciones para el
alfabeto y el sistema dinamico inducido por la concatenacion en el anexo A, se hard para el lengugje
cerrado y la dinamica parcialmente definida.

1-3



Capituio |

Si la igualdad {9, {x,})=p(u; se ;umpie se habra obtenido la reiacion entre eilas. Resseribiendo
. N4 1 , . . . . )
znemos L{x,) = L({eﬂ =u:8,ueli=1L. Asi guiicamente ia relacion entre la caja negra v ol

sisterna lingiiistice s¢ nueswa e fa Figura 1.2,

1 N '( = { = 1} = 4 Nl
I «_”_»‘Du o (‘ 3‘0 = X’ us= 'J:ceXL(J{,f', > v

SN R
i ;

Figura ..2: Relacion entre la <aja aegra v el sistema linglistico

Lo que significa que S(d, (X)) = o(d(x,, 0)) = c;{(i)[e_f, u)= 3([81@ = c([u ) =p(u), la cwaacion
antericr representa la funcion de ontrada saiida per medio de una dinamica con entrada y una funcién
de salida, io que impiica que zila ¢s una realizacién. Asi ¢l sistema lingiiistico (dindamico) y la caja
negra tienen la misma notacidn. respectivamente:

{\X' Xgs ¢u= G) ®

donde -

X Espacio de estado.

%, : Condicion inicial,

9, : Dindmica.

o: Salida

(2.Y.P),

donde:

Q: Alfateto.
Y: Salida.
P: Proceso.

Aceesibilidad dei cero o del estado inicial
Un sistema dindmico (X, xo,tbu,c) es X.,-accesible si para cada x€X existe u=L con
X=9, (x,,). Por lo tanto el ser accesible considera que si X € X, entonces x=[u] = x = (x,),

prebando la igualdad tenemos:

b, (x,) =9, (L w ={Bu]=[u}=x.
En general podemos decir que ux sistema dindmico (f(, Xy, \:,5, 5‘), ¢s una realizacion de la caja negra
p:L—o>Ysi:
6((1)(}20,1.:1')‘) =p(u), x=[u] .
Minimalidad
Aca se haran dos construcciones para establecer el concepto de minimalidad.

Primera construccion
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Si se tiene un sistema original no accesibie {X, Xy, 0, 5} de p:L — Y, cualquiera, que sea
la realizacion. Se construye un sistema accesible que es la realizacién de la misma aplicacién
p, v el cual es mas peguedia, va que s un subconjunto de X .

10§ pasos a seguir para construir ¢ste sistema accesible son:
1. S8ea X, < X un nuevo espacio de estado dado por:
X, = {x %, —accesible } X
(X,%,9.,6.,%)=G,.
Definamos x, = %, € X,, BBBB. $(%,,8)=%,, si se restringe § /X, , como
0/X, X, » X, alque §/X, =Jod con p': X ->X yI:X =X
X — X

‘?’/X‘i« \Ie@‘ »LJ _

Entonces $(x,u) = 0(§(%,, v),w) = d(%,, ) e X,.

Su importancia es que el estado, aplicando la dindmica, no va a salir del sspacic de
estado X, . En resumen queda:

X = 0(%,,u)= 6(x},u) =, (x},u)=>x —accesible .

2. Ahora se redefine la salida ©, del nuevo espacio de estado X,. Tomemos
6, =6/X, : X Y, y'se quicrever si ésta tiene-la misma-aplicacién de entrada-
salida. Asi,

p(u)=6(d~>(f<o}) =6,(¢' (x.0))=0, (é(iou)} =6(<§(¢E0,u}) =p{u),

por lo que tenemos una nueva realizacion de la aplicacién p. En definitiva nuestro
. . ., 1 .,

nuevo espacio de estado tiene la notacion : (Xl, X,, 9,0, ), esta construccion nos

lleva a una nueva realizacion mas pequefia , pero, no es una realizacién minima.

Segunda construccion
Esta segunda construccién se va a desarrollar de forma similar que la primera v ademas se
usaran los resultados obtenidos en la misma.

Dado el sistema dinamico de la primera construccion, (Xl,xl,(b‘, 0") =>X,,X, €X,.

. Los pasos a seguir para construir este sistema accesible son:
1. Se define un nuevo espacio de estado X, como el conjunto de clases sobre el espacio X,

talque X, ={x]:xeX,}, con ‘xz = [x,] , X, € X;, x, € X, . Como ¢s indistinguible se
cumple que L(x,)=L([x,])=L(x,).

Ahora se redefine la dinamica ¢, como ¢, (x,,u) =, ([X, 1. u) = [¢1 (X,,u)] .

Si consideramos ¢,(x*,u) = ¢, ([i‘],u) = [qB, x ,u)] , entonces l(i)l (x', u)]: ld)] (x', u)] y
hay que comprobar que x'NX' = ¢, (ra:l , u}Nti)1 (Z‘Z],u)‘

1-5



Capitulo 1

Como sabemes u e L{x')=L{X")

Sitomamos =L ((b. x' ‘}c: uv £ L(x'), como Léfgb‘; x' ,u)}: L((p, X, u‘,?i‘v Voo
tiene que las salidas son:

1o, L Sl @ w) =500, 0,8 w,vl= 5,6, & vy,
sor lo tanio g_¢1 '\xl . u)J= ‘(D, X, u)j‘.

19

Ajora se redefine la saiida &, como la salida del espacio de estado X.,. Se define

Gz(xz>=cz({:. ! ') cr,(x ) 62{;[?1}}:6,{x1)
v se quiere saber si tiene la misma zmhcacAon entrada-salida.
Entonces tomando sq\mﬂ!\ J,a\})—uﬁl b, {x O)J) c, q)l( Xy, U ) p(u). se cbserva que
es una nueva realizacién con la misma apiicacién p. En definitiva, el auevo espacio de
astado tiene pcr notacion (X S xo ,0,,0, ), éste s un nuevo sistema dinamico definido

del sistema anterior en donde soio existen estados distinguibles.

Recordemos que esta realizacién debe contener como propiedades la accesibilidad v 1a observabilidad,
por lo que ahcra mostramos que esta nueva realizacion pesee estas propiedades.

Accesibilidad : Considere X -accesible. Se toma X~ € X, | arbitrario, tal que

x* = [xl JEu =x' =9, (x;, u). Calculando

bz u)=0x b u)=loy e ull=le J= 0

Por lo tanto es accesibie.

Observabilidad: Si x° # X° = son distinguibles. Entonces hay que probar que 3 u,

tal que:
Lix*)=L{x). si \'2 Ix L‘{ =k x'yx,
son distinguibles. Entonces L(‘{ )¢ L{‘( >4:> L( “)*‘L(*{ )
Existe un u tal que 0:(¢ (‘( u) (¢ (‘( u))
Ya se habia sefialado que L(x ): L(x‘ ) No cbstante se cumple que 3 v €
01(¢1{X1=V})¢61(¢1{§]=V>)

o 0,5 V)=o) V= 0. . {x [ v) =02 o. 6. v)
por otro lado &, {9, (8", v)) = 0, ¢, (%%, v)). Io que implica que
o,lp, (xz , V}) =0, (0, (,?2 , v}) Por lo tanto el sistema es observable.

Asi

Realizacion Minima
Para obtener la realizacién minima de sistema, se mostrara un procedimiento basado en la siguiente
definicion y los dos teoremas. Otro procedimiento es mostrado en el anexo A

Definicion: Sean, (X,,xz,,nb,,cl), (Xz,x(z),%,cz) dos sistemas dindmicos, sobre el mismo L y con el
mismo espacio de salida Y. Si f: X, — X, es una aplicacién que cumple con las siguientes
propiedades:

1 f(xé):xg,
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Capituio 1

1.1.2. Ejempio: Simplificacion Matematica por cilcule formai

Consideremos 2! problema de simplificacién de una expresion matematica. a partir de un ¢lerto
ammero de identidades que seran descritas. £ objetivo es obtener la simpiiiicacion de la expresién en
un numero finito (minimes) de pascs, usando las identidades mencionadas.

Consideremos Ia expresién

v las identidades siguientes:

o

I’
i
[
N2/

Una secuencia positie para obtener ia simplificacién esta dada por:

=y X=pEEy) e (-9
(x+y)’ (x+y)  xEE+Y) x+y)
F-y)_ -y EnEEy -y
(x+7)°  @ENE+Y GEEEY x4y

Como vemos, las identidades actian sobre ciertas partes de la expresion.

Con esta descripcidn del problema, podemos plasmar un sistema dinamico a eventos discretos definido
sobre un lenguaje formal como sigue.

Un Modelo de Sistemas a Eventos Discreios

Consideremes 2l hecho gque un ambiente de cilculo contiene las idenidades anteriores con el fin de
efectuar la simplificacion de una expresién analoga a la descrita antericrmente.

Sea m,, i=I, ..j, el comjunto de las j selecciones posibies para utilizar las identidades scbre la
expresién matematica. Seam,, la condicion inicial. Sean w,, I=1,... j, el conjunto de las j identidades
y mj, la condicion final. Por hipdtesis solo es posible aplicar una identidad a la porcién marcada

(m;) de la expresidn.

Sea, Q='imo,ml,---,mjﬂ,wl,m,w J} el alfabeto representante de las selecciones y las
operaciones. En el caso particular planteado en (1.2) y (1.3), <l alfabeto es ¢l siguiente:
Q= {mo,ml,n-,m 4» w,;--,w;}. En éste caso el nimero de selecciones coincide con el nimero de
operaciones, pero en generai no necesariamente coinciden

El proceso comienza con una seleccion y consideramos la siguiente convencion :

mm; =mm;V i,
mm; =mm.\V i,j, i# ],

m;w,, laselecciony la operacidn deben corresponder.

De esta manera tenemos, por ejemplo, que en el k-esimo paso, tenemos una palabra admisible de
longitud k, como la siguiente:
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X

M, W, MW, M; WM, W,.. NW.

Kl modelo
La yuxtapcsicion o concatenacion de k+1 lerra de una palabra de longitud X s considerada como una
accion sobre 2i stado, quiere decir que podemos nterpretar 2] procese de vuxiaposicién de letras a ias
palabras como [a evoiucién dei sistema dinamico que definimes a continuacion. Sea L ¢l conjunte de
tedas las palabras posibles, formada por las letras de Q. Entonces pedemos definir la dindmica sobre
L. como la apiicacién parcial £1xQ.—L, fwuy=wu. SiL=U7 L, donde L, ¢s =i conjunto de todas
las palabras admisibies de lengitud X, entonces, pedemos obiener una palabras w=1u,u, «-uy
pudiendo definir: ‘
oLl — Loy folupny ruy g u ) =00, w
Si la palabra inicial 25 x3 =0,y x, =u,u,---u,; €L, entonces Xy, =1 (X 1), %9 =0 es una
descripcion andloga de un sistema dinamico de control discreto o de un sistema dindmico a eventos
discretos.

Consideremos ahora, ¢l siguiente SDED:
x(k +1) = £, (x(k), u(k)), x(0)=x,,
donde
£ X xUy =2 Xy, xeX,, uk)e Uy

K =Xy U(mj)wn)ka dim(x(k)) =k, dim{uk)) =1.

De esta manera, ¢l conjunto de controles admisibles para las palabras admisibles se presentan en la
siguiente tabla

Instruccion {Seleccion/Overacién) | Control Admisibles Aplicacion de la Identidad
m, Condicién Inicial
m, ! €-y) > -y
W, 2 =y ) > -y +y)
m, 3 X =%
W, 4 X —xx
m, 5 VXITX >y XTX
W, 6 yxTX — v/t
my 7 Condicién Final

Tabia 1.1: Seleccion vs. Operacion
El sistema dindmico anterior tiene una estructura inhabitual ya que dimension del vector de estado es
variable. La dindmica es definida como la concatenacién de instrucciones que forma la palabra; quiere
decir que ella describe la secuencia de identidades utilizadas para resolver el problema de
simplificacion

Cada palabra de longitud k esta representada por un vector de longitud k.

De esta manera, las aplicaciones f, pueden ser calculadas. Obteniéndose las siguientes etapas.

Etapa 1, Se comienza con la seleccién (u operacién). x, =0, U, ={1,3}, x"'={13} v

s
]
O
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ia dinamica esta dada por:

-

Etapa 2, Seleccicnar y

xM'={011013,032,031,012,

£,(0.)=01=m,m,,

£,(0.3) =03 =mgym,.

La dinamica sera entonces descrita por:

ﬁ)(O,u(O))zl(l))}xo z’0)+5 : u(O\—{ <(1:)1
operar scbre la seleccién anterior. x''={0L03}, U, ={1234)
034}
f{0LD'=01D'=mymym,,
£,(0L2)'=(012)' = m,m,w,,
§{0L3)'=(013)' = m,m,m,,
£{0L4)"= No es permitido,
£,(03,1)'=(03)' =m,m,m,,
£,(63,2)' = No es permitido,
£(03.3)' = (033)' = mym,m,,
£(03,4)'= (034)' =m,m,w,.
@) (1 0) ( 0‘)
£,(x, (D, x, (D, u@) = *{1(7)1 !0 1 ( 0(;)}-’ 0 fu(D)
o) Lo ofv@) )

Etapa 3,
U, ={,2.3,4} =t
descrita entonces por:

£1(%0(2). %, (2), %, (2 u(2) =

Ftapa 4:x°'=

{0ijl, 0ij3,0123, 0341} , con 1j=1.3 U,

Seleccicnar u operar sobre el paso anterior,
X*'=401110113,0131,0133.0311.0313,0331,0333,0123,034 1}

X,(3) ( 10
1(3> 01
.f3» L 0
(3)) 0

avec 1,j,k =1,3. La dinamica sera entonces descrita por:

'

x,@®) (1 0 0

x@| 1010
£, X3 u@) =| x,(#) [=]0 0 1
X @ {0 00

x;®) 0 0 0

x*'={0ijkll, 0ijk3,01234,03412}  con

Etapa S

x*'=£011,013, 031,033,012, 034} ,

, La dindmica sera

0) N

0 ' 0(7)} |

o |+ e
2

0) X,(2) 1}1

={1.234, v x*'=10ijkL 0ijk3,01234,03412}

0), . (0
0 Xo(;) |
ol M9 14l ol
1 X,(3) 0
0 X33 1 |
1,).k=1,3, U, ={35}, y

X'= {0ijk In1, Oijkn3, 012345, 034125} con i,j,k,n=1,3. La dindmica sera entonces descrita por:

1- 10



Modelcs Formales de SCED

%, (5)
x,(5)
. X, (5)
i:t (XO (d>7~ﬂi»(4)*u(4}) = = =
4(5)

x4(5)
X:<(3)

OO DO O

0

O LD e OO

O e OO O O

}
/

| x

{x

0

Xo(";)\ 0
%, {(4) N

| X, (4) |+ J
@) | |V

_7\ O
4(‘9} 1

uid)

Ttapa 6 x°'= {Oijkn 1, Oijkng3, 012345, 034125} con i j, k, n, q = 1.3, U, ={36} v

x°'= {Oijknq 1, Dijkng3, 0123436, 0341256} con i, ], %, n, q= 1, 3. La dinamica sera entonces descrita:

X ©)
x,(6)

x;(6)

(%o (8),..x5 (3 u3) ={ x5(6) |=
x,4(6)
%5(6)
%5(6)

OO O O O O e

[ = R e

O OO o - OO

OO DO = O O O

Ftapa 7. x°'={0ijknql, Oijknq3, 0123436,0341256} con i
x "= {Oijknar, Oijknqr3, 01234567, 03412567}, con i, j, k, n, q, r = 1, 3. La dindmica sera entonces

descrita por:
(x,(7) 10
{7 0 1
x,(7) 00
£ o O @@= 70 =
x5(7) 00
(M 10 0
x,(7) 00
En general tenemos que 12 dindmica nos queda:
Xolk+D
x;(k+1)
=fi ((xg (&), -, xy (K)), u(k)) =
x(k+D)
Xpa(k+1)

Definicién de una estrategia Sptima

(=R B I = - = )

O OO O = OO O

[ i =l e =R =R el )

[ B o R = i <= v R

it

(>R e N T =R == o e B

QD e OO OO O

X,

o = O

x4{5)
%, {5)
%,(5)
%5(5)
%,(5)
x5(5)

n, g= 1,

X4 (6)
x,(6)
x,{6)
x;(6)
1 x4(6)
x5(6)

[ %K)
x,(k)

Xy (k)
ALY

o = OO

+
[l = e R e R e S o S o)

3

u(3)

f

3, U, =437 ¥y

u(6)

"R = =R e R v R )

]

u(k) .

]

-0 O O O O

Las palabras obtenidas en el lenguaje L, resultan de la realizacion de operaciones por medio de las
identidades. Ellas representan un planteamiento para solucionar el problema de simplificacion
buscado. Estas palabras pueden dar una solucion al problema; y en caso de fracaso se puede decir que

todavia no se llega a una solucién.



Capitviwo &

Pefinimcs una funcion scbre ¢l lenguaje L de las paiabras zdmistbies de la signiente manera:

@ [ 0 Siurepresenta una soiucicn.
S(U) =4 . L
11 Si 4 no representa ana sokucion.

2or mecic de la funcién 3(.) se puede formalizar la estratezia dptima (posibie ayuda nweiigente) nara
2ncontrar ina soiucien.

Sea juj=lu, -1,

E =¥, lalongitud de una palabra un. Definimos la ficion p:L—Z, como:
p(w) ={v: s(av)=0 y |v [—min }.

Entonces, daca la palabra u que representa la secuencia antericr de operacicnes y selecciones. la
escogencia de v {una seleccion u operacion) €s :

s una buena altemativa si p(uv) <p(u)
» 10 apcrta nada a la solucion si p(uv) = p(u), v

» una mala alternativa p(uv}> p(u).

Sea la condicion inicial, x, € X, correspondiente a la secuencia n=uu.---u, . Una palaora v,
v =vyvy -V, , de longitud X, tal que uv € L es admisible si s(uv)=0. Debemos ahora minimizar la
longitud de la palabra.

Ahora el problema pasa a ser un probiema de optimizacion: un problema de control dptimo de SED
descrito como sigue.

Dado el sistema dindmico:
x(erD = (x(9), v(X), k=0, K-1.
donde x(X) representa la secuencia de comandcs uv de palabras y la funcién :ie costo bidimensional:
D(x(X), K) = (s(@v), |vi).

El minimo es definido a través de una relacion lexicografica dada por: (2, by < (¢, d) sia<cda=c y

b<d

El minimo sera entonces dado por: min @(x(X), X) = (0, p(u)) y el problema de calcuio de p en u,

p(u), se ha reducido a un problema de control dptimo:

x(k+D =1, (xk),v(k), x(0)=x, neX, ,

min O(x(K), K).

1.1.3. Ejemplo: Supervisor para la primera etapa blanques de sebo

Un proceso genérico de blanqueo de sebo, consta principalmente de tres etapas. La primera etapa es el
secado del material, la segunda etapa es el proceso de blanqueo y la tercera etapa es ¢l filtrado. Aca
mestraremos el funcionamiento de la primera etapa y describimos un modelo de comportamiento por
medio de autématas de estado finito y el modelo matematico formal de estos.

1- 12



Vicdeies Formaies de SDED

En la Figura 1.3 se muestra un mimicc de un sistema de contol v adquisicion de datos (SCADA) nara
el proceso de secado v en la Figura 1.4 se muestra el panei de control del misme.

La primera ¢tapa, denominada secado, se divide en dos proceses. El primer proceso es 2l lenado del
tanque puimon. El segundo proceso es ¢l precesc de secado del material a partir de dos cicles de
recirculacion. El primer ciclo de recirculacion se esiablece enire =i tanque puimén v el intercambiador,
dende ef sebo debe tener una temperatura de 90 grades centigradcs, si 2s menor no ¢s pesibie axiraer
la humedad y si es superior la grasa se puede quemar. La segunda etapa de recirculacion se estabiecs
entre ¢l tanque pulmon, el intercambiador v el extracicr de humedad donde el sebo debera tener un 2%
de humedad. Al terminar este proceso, un sebo seco pasa i proceso de blangueo es disponibie.

315 CONTRM
e YRR ATHRG
4 SETPOIMT

uT CONDICIONES DL
M ANRAMQUE DEL PROCESO 3
SRANTAL %

Coand, inie. » @

ﬁlruuﬁs i lﬂnknm e gy -

Figura 1.3: SCADA Primera Etapa Blanqueo de Sebo

Fxgura 1 4 Panel de control

En la segunda etapa, denominada blanqueo, el sebo de la primera etapa es distribuido entre el tanque
de blanqueo y el tanque de preparacion de tierra. En el tanque de preparacion de tierra, una parte de
sebo seco y otra de arcilla se mezclan para preparar la tierra de blanqueo. El resto del sebo permanece
en el tanque de blanqueo. Cuando la mezcla.en el tanque de preparacion de tierra adquiere une textura
homogénea, esto es, toma un color marrén uniforme, esta mezcla es enviada al tanque de blanqueo.
La mezcla de tierra de blanqueo y el sebo seco en el tanque de blanqueo se agitan hasta que las
condiciones de parada son satisfechas.

La preparacion de tierra para blanquear es diferente para cada tipo de jabon a fabricar. Asi, diferentes
cantidades de material seco con diferentes cantidades v tipos de arcilla son usados.

En la tercera etapa, denominada filtrado, una parte de la mezcla blanqueada se utiliza para preparar un

aditivo que acelerar el proceso de fiitraje en los filtros. Una vez que este aditivo es colecado en ics
filtros se vierte la materia de! proceso de bianqueo. El resultado es una grasa blanqueada seca que es
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Capituic !

almacenaca para la prowsecion de jabon, quedande =n <l Gltro la derra de blangueo <on los impurezas
de la grasa.

Proceso Llenado Tangue Puimon:
1. Abrir valvuia de descarga del tanque de umacenamientc de grasa cruda
Zncender tomba
Verificar 2 nivel dei tanque pulmon hasta ¢i puuio de operacion prefijado « hasta un 75%
de su capacidad maxima.
4. Apagar bombz v cerrar valvula.

) ind

Autématas obtenides para ei proceso de ilenado del tanque pulmon

Pompe Réservoir Yave
TN PPN
) /R Y \{ . 3 \'4\
£ =S - A
O, GERO; DR O RNEC)
N PR
K/ N S

Figura 1.5: Autémata de la bomba, de ia valvula v del tanque pulmen

VPR
R )
T J \\
100 ) ( o \)
\,

\
110 > 101

4,

/]
1//
o T s

Figura 1.6: Autémata del Tlenado del tanque pulmon

Modelo matematico, proceso llenado tanque puimdn

Consideremos como estado inicial X, =8 = (000)', si u =3 entonces, £ {x,,u)=(100)".

El espacio de estado es X, ={100) y las letras admisibles asociadas a este espacio de estado son
us{,7}=0,{100)?, 1a funcion f, obtenida cs
£, (x, u) = {(u - D(COO}~(u - 7X110)}/6.

E! proximo espacio de estado es X, = {(OOO)', {1 10)'}, y las letras admusibles asociadas a este
espacio de estado son: 4 € {S}z Q, {(OOO)’} due {34} =0, {1 10)'}, la funcién £, obtenida es:

1 ,F 1 (0]
S W =0-x,) 0| +x,|@-2]0l-(a-31(].
0 oJ 1J

A continuacion se muestras los restantes espacios de estado , letras admisibles y funciones obtenidas.

n=3, X, ={100y,Q 1 D}, u c {1,&}; 03 {(1/00)'} 6 ueBa}=Q,{11n},

0 1 1
LwW=01-x,)|0(+x,(u=-3)|1 {-(u-4)|0
0 0 1

1- 14



iictelos Formale: de SDED

psfsi=0,40000) ¢ ueR3l=Q oy, s

oy

e

o

O
R N

=3, X, ={con . acoy, a1y}, ws=d7l=
{ ) N
gz {d357= Q00D

5

| o
; . b N
iz =(-x)0-%) -4 0|~ (-5
L1
L AN
| . oy (Y]
N Po{u—=7) P ,
% (1-x B2 g ST
T NN
! }0| o {le
L S M
n=6, X, = {101y, (CCOY, 110)}.

Se puede cbservar que los estados se van repitiendo de la forma X, =X, =X, X, =X, =X,
etc.

De manera general se obtiene el modelade X, =X, ., ¥>3, por lo cual ¢l pericdo g5 2. 5i
considerames a X un numero arbitrario, entonces
P si k es impar

R{= Restk, med2)=
{0, s1 k 2s par

es ¢l residuo a la divisién por 2 £ (x,u) =1,z (%, u).

Proceso de recircuiacion

Abrir la valvula descarga del tanque pulmon.

Encender bomba.

Activar el control de vapor para ¢! intercambiador (abrir valvula de vapor).

Abrir valvula del intercambiador al tanque pulmon.

Se mantiene los pasos 1-4 hasta que 1a temperatura en el intercambiador este alrededor de
los 90 °C. Al alcanzar el valor de 90 °C. Se precede con el paso 6.

Abrir valvula del intercambiador al extractor de humedad

Cerrar valvula del intercambiador al tanque pulmén.

Abrir valvula entre el extractor y el tanque pulmén.

Activar el control de humedad (calentar paredes del extractor, activar la aspersion del sebo
sobre las paredes del extractor).

GRS

N e B

La recirculacién se mantiene hasta obtener sebo con 2% humedad . Una vez alcanzado los valores de
humedad dados, se procede con a segunda etapa, el blanqueo. Asi que se transfiere el sebo seco a la
segunda etapa, cerrando la valvula entre el extracter v ¢l tanque pulmoén y abriendo la valvula que va
al tanque de blanqueo v preparacicn de tierra.

i
'

v

iy
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Automatas cdtenidos para f proceso de recircuiacion

Pompoe 2 Vaive 2 E S
SERN TR RN
LN < LN - EN
) D 3 ) 3 ]
s . >
2 L N
Pompo 3 Vewve 3 Semsss !
AT FEETRN 0
{ = k - .

@ ) 2} :’j ‘o)

X e A A
o’ ~ S’ \\,_
ompe 4 ewo & Conzmon

N R

Y ; P £

y O @ & @ D
7 =, ® N .
N 2L o

Jigura 1.7: Autématas de las bombas 2, 3, 4, de las vaivulas 2, 3, 4, los sensores 1, 2, v de la condicion

P2V281PIVICPIVAS2
AT
\
,:s/"—T sccoogoen |
z" 3 —. . ez\‘
7 N ~ ™\
{  o1oc0c000 { cecooooor
7 e
11 9 18 14
{ 110000000 ) { 00001001 \)
s 5 29
. . /‘—“—‘R\
( 111000060 | ( s0co01011 )
A \\T—_,_./
23 21 7 s
( 11101c000 ) ‘/:cooonn >
N / .
o a7 s 13
y ;
,/_L—"—»\ e X
(" 111110000 ) 010001111
A / L /
16 e A k)
) ) ;
e N
( 111111000 ) ( 110001111
\\;____’/ AN
21 23 o 12
i k-2 S ENTSE. S
( 111101000 ) !1C00111D\]
a a » 2y
~ \ / N
{ 110101000 { 110001010 )
AN . /

\
\\‘9 110001000 | ”j//
17. ;j
—— P

N e
Figura 1.8: Automata de] proceso de secado

Modeio matematico, proceso de recirculacion
Consideremos  que el  estado imicial es X, =(00000000)=9, entonces  si

u = {13} = Q{(000000000)}, 1a fancién £, es f,{x,,u)={01C0000COY .

El espacio de estado es X, =(010000000)' y las letras admisibles asociadas a este espacw de estado
son ue{9,15}= sz{(oxoooooooy} la funcién f, obtenida es
fi(x,u)= ((u 9)( OOOOOOOO)’—(u -15)1 10000000))/ 6.

El proximo espacio de estado es X, _{(000000000)' (110000000)'} y las letras admisibles
asociadas a  este  espacio de estado som:  ue {I3}=Qf000000000)} ¢
u e {1,6}=Q{(110000000)'}, Ia funcién £, obtenida es:



vicdeles Formales e SLED

i
]

o (0 1
i L,
1 I 1
z %
D 0 P1o
10 0 0
Fod Y e \;4 . “(‘ ¢ NN I3 1% ¢
Lxm=01-x00|+—1{u-610{-{u~-174 0!
- T : H

[0 0
0 01
10 D
W0, 0) \0)

A continuacicn se muestras los restantes 2spacics de 2stado , letras admisibies v

o

i
1

<&

L.

]

unciones ctrenicas.

-

a3, X, = {(010000000), (111000CC0)}, u = {9,15}= Q{(010000C00)" 5
uz 8,21)= Q11000000

N

bt e e
© e

<o
<

1 .

L d=x) . . X ) 3

Lxw=—""u-90]|-(u-13 +—11 -8 1| -u-210
[e) 2

/
SO OO DO O e

<o oo
oo o w

_l L / NS

n=4, X, = {00000C000)Y, (111010000, (110000000}, u< {17.23}= Q{1 11010000y} 6
a2 46,11}= Q{(1 10000000y},

-
’
.

7

N
iy

o
.

. XX
fx)=01-x,)0-x,) 0+ ==

=170 - (u-23

OO O OO O D
_*
cC oo o o -

<
~
—

]
-

<
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1)
0

0 i

0 0
ROTE RN {u»—:é} 0 —{‘u—_lng()5.
’ 0 ’ %’.}}

0 4

0 ;
L \}/ \O |

=3, X, =¥010000000), (111000000, (1111100001},  ue 9.13}= Q{010000000)} ¢
ne 8,21} = QY111000000)}, 6 u e {4,19}= 24111110000y},

g V] - 2 LY
1 1 1 1
1 0 1 1
0 0 ) 0 1
fs(x,u)zw (-9 1|-(u-15)0]|+x,x, xu—-H) 1 _(u—'19) 111+
0 0 > 1o >
0 0 0 0
0 0 0 0
i 0 OA L 0 0 |
- ) T
1 1
1 0
) G 0
M(u—&)l —{(u-2D 0
13
0 0
0 0
0 0
b O 0 -

n=6, X ; = {(000000000)',(111010000) , (110000000)', (111111000)},
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k=

1 1
" 1 1
\ ( 0 Lx{l-x,0 ) 0 !
flxw=0-x)0-x00-x,) 0 [+ =20 (u—17) 0 |- (u-23)| 1
? 0 0
o 0 0
W) i 0, 0
3 O\! - 1
: :
0] 1
0o 0
x:(lwxi)(l—.m) (u_@‘ 0l-u-11 0 L XXXy @161 |- (a-23)
> ) 0 ! 0
0 0 0
0 0 0
. X, = {010000000)', (111000000)', (111110000), (111101000)},
I 0 1Y]
0 1
0 0
) 0 0
fv(fi,u>={E—XS'}G"}‘)G_K«‘) -9 01-(u-15} 0 ||+
7 0 0
0 0
0 0
o )
[ 1 Y] ] 1 1
i 1 1 1
1 0 1 1
0 0 0 1
X, (1 =x )1 -X5) (u-8)1|-(u-210 4 X3%a%s (u-14)1 |- @-19) 1
13 0 0 > 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
| 0 0)] i 0 0
1-19
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pud i

P

[
s
s
-

|
i
>
va

|

jo—

0 3 ’
=8, X, = {LCCU00CO0Y . {111010600Y, (116CCCCC0Y. {111111000Y, {1 EO‘NHCO())'}:
/4{ . = /,'3 ™ /r: -
1 i 1]
0 1 1
0 , 0 i
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/11‘\ /'1\_‘

1 1

0 1

1 \ 0 i

o ~ E =X )X 1, 5 ’ 4
IS(K,u):iré(x,u),#——“——{‘—w——’—’——' (-9 0]-{u-19) 0
13

1 1

0 0

0 0

=9, X, =X, U{1icociccoy,
i i 1Y}
1 i
0 0
s 0 1
—-X. "‘xq X . s /
fox,uy=1,(x,u)+ J)(m S u =10 -{u=-29) 0
| - 1 1
0 0
1 0
] 0 0]

2=10, X,, =X, U {(110001010)},

- O\l N
1 1
0 1
8) 0 11 0
0w =f(x,u) - x, 1 -x,)0 - x,)%, {u; : 0 —(u—_ ) D1+
b
0 0
0 0
0 0
A \0 \0/]
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] 1 i
1
|
01 i
p \ e +
i1 — XL )X, i, . Y
e {u =2 B =19Y 0
13 .
1
0 O
7 A4
0
3 (
t\U/ {)/—

a=11, X, =X, U{1:0001110)%,

o
!
ol
. o . 0
f,_l(x,u}:‘r\’v(.‘(,u_}—Q_XB';“;KS)XSX7 w-17
1
L O/'

L a- X0 = X 0%,

17

{(u-10)

o

p=12. X,, =X, U{a1o00111},

(u-25

I I =~ IR =R R

’

OO O e e

~(u-27)

bad pead b pemd

_(u-3)

fox,w)=f,(x,u)-x,1-x)0-x,)x.X,

OO O OO O e

A - TS -

0i-(u-29)

e

O o e

O o
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2=13, X, =X,, U 010001111},

_ N
[ *
P4 4
Pl i
o
VS o
R oy 0
. o = (i— X X, XX NN -
IISK‘(‘J):"-J(‘(’U)_ - “1_, : ! (‘J—;O}[ -{u-2710 1+
i/ i
[ ‘
a:l} i
Dol
PO 1
t
i 1
i %f‘ i
L N7 ‘\'l/a
r /O\ PR,
0 1
0 0
(1-x,)0-%) ° °
X, (1 -2 X X,X .
+ S TS -9 0 -(u-135)0
o -
1 1
1 1
1 1
;
L 1y 1

£} procedimiento continua hasta cbtener el iltimo estado X,

X,, = X, U {(000000001Y}.

1.2. Conclusiones

» La principal meta en este capitulo, que ¢s la obtencién de mcdelos formales de SED a partir de
las representaciones clasicas se logra y se muestran ¢jeniplo de eilo.

» Para ¢l desarrollo niterior de esta tesis los moedelos formales son un prerrequisito, va que las
extensiones propuestas usan estas descripciones. Ademds, como va mencionamos en la
intreduccion, en la mayoria de los casos preferimos usar modelos matemdticos formales en
donde, en principio, se tiene técnicas y herramientas para hacer analisis. Adicionalmente, estas
técnicas analiticas proveen un buen punto de vista en el efecto de cambios de pardmetros sobre
las propiedades del sistema.

e Como podemos ver que en el caso de lenguajes formales la técnica usada para generar
modelos matematicos de sistemas dindmicos a eventos discretos posee una restriccion de gran
importancia, mas aun si se trata de sistemas complejos, va que en cada instante de tiempo
crece el espacio de estado. Esta restriccion puede complicar un peco el procedimiento que a
posteriori se presenta para realizar optimizacion sobre sistemas dinamicos a eventos discretos.

[
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Capitulo 2

COMPUTACION SIMBOLICA en OPTIMIZACION
DISCRETA

En este capitulo presentamos una solucion al preblema de optimizacién simbolica de funciones
definidas sobre un conjunto discreto finito. El resuitado principal 2n 2ste capitulo es un aigorimo.
denominado SCDO, que permite obtener los minimes de una funcion parametrica 2n donde las
variabies 2stan definidas scbre ¢l hiper~cubo {~1,1}" v los parametros estan definidcs en un deminio
dado. Asi ei domimo discreto finito de la funcién a minimizar es representado 2n los vértices de an
hyper<cubo {~1,1}*, v =i algoritmo SCDO puede ser aplicado. Varias prepiedades interesantes de
funcicnes Booleanas son descubiertas aqui v son relacionadas a una particular representacion, scbre
ios vértices de un hipercubo {—1,1}*. El algoritmo simboiico propuesto tiene esencialmente fa misma
complejidad computacional que los métodos de busqueda ciasica, con la ventaja de su nosible
apiicacién a la optimizacion parameétrica. !

2.1. Introduccién a la Optimizacién de Funciones sobre Dominios Discretos

La optimizacion de funcicnes definidas scbre uam conjunto discreto es generalmente realizada
puramente por algoritmos enumerativos numeéricos, [RD84], con severas limitaciones en el numere de
variables. Como un enfoque aiternativo, aqui propcnemos ef uso de la computacion simbdiica para
obtener iterativamente la solucion ootima formal de un problema de minimizacion sebre un conjunto
finito de variables Booleanas.

Una formula explicita. de la optimizacién de una. vaabie ¢s primerc cbtenida, usando, como la hase.
del dominio Boeleano de una variable, al conjunio {-1,1} en vez del conjunto {0,1}. Entonces ¢l
calculo simbolico proves formulas explicitas para el caso Beoleano muitivaniable. Los dominios
finifos de varables enteras pueden ser transformados en un dominio Beooleano finito con la avuda de
una representacion diadica de enteros [RD84].

Adicionaimente, ¢! pelinomio de interpolacion de Lagrange provee una representacion gencral de
funciones definidas sobre conjuntos discretos [FS899]. Una combinacién de ¢stas herramientas genera
una representacion candnica de funciones definidas sobre conjuntos discretes. La aplicacién de esta
representacion canonica de funciones es caracterizada por una secuencia de matrices A, , las cuales
exhiben algunas propiedades que se resaltan en este. capitulo. El uso de estas. propiedades reduce
considerablemente la complejidad computacional del método.

Los ejemplos al final del capitulo ilustran ¢l analisis simbolico desarrollado y como se aborda el
problema cuando funciones con parametros exogenos se consideran.

2.2. Optimizacién Simbolica de Funciones Booleanas
Aqui, el minimo absoluto de funciones Booleanas serd expresado por una férmuia explicita. El uso de
esta formula es propuesta como una alternativa a los métodos de busqueda clasicos. Una particular
caracteristica del enfoque propuesto es el uso de valcres Booleanos ¢n el conjunto {-1,1} en vez del
conmunto {01} como deminio binario unidimensionai basico.
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Es claro que ¢l minzmo absoluto v los puntcs Jonde es alcanzado, son Ics mismes para la fapciin £y
£+, . aqui podemos suponer, sin perder generalidad. que el dominio de definicién de la funcion

- 1 +1
Bcoleana es el conjunto producto: {~1, 17"

2.2.1. Laso monovariable

Consideremcs , f:{~1, i} — ‘R . Entonces ¢f lema siguiente puede ser enunciado.

Lemma 2.1:
El valor minimo de la funcién Booieana £ es cbienido por medio la funcidn signe {Sign) de la
siguiente manera

u’ ==8ign{f(}) = {(=D]=Sign[f{=1) - (1)}, 2.2
donde la funcién Sign s usada en el sentido siguiente:

1 i >0,

l
Al q“ ~1if1<0,

@.

(93]
et

igr

/1

IQ

v, para =0, Sign{0%= {-1,1} es un conjunto vaiuado. En ¢ :itimo caso, la funcién { cbtiene su éptimo
{minimo o maximo) 2n ambos puntos dei dom:nio.

La prueba de este lema es obtenida de forma inmediata, considerando los dos posible valores u” = —1
6u =10

2.2.2 Caso multivariable

La aplicacion del Lema 2.1 para el caso vectorial toma la forma de un algoritmo el cual contiene dos
partes. La primera parte es un calculo simbélico hacia atrs, que consiste de k+1 pasos como se
describe abajo. En cada paso, €l Lema 2.1 es usado para proveer una expresion simbolica del valor

éptimo u; (u,,-+-,u, ;). La segunda parte, comienza con el calculo explicito del valor éptimo de u,.

Entences se precede hacia delante para calcular la secuencia optima de los um ,parat=1, ..., k.

Las dos partes del algoritmo serdn mostradas con detalle a continuacién.

(3]
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Computacion Simbotica 1 Optimizacion Discreta

Parte 1

Considers la funcion f) { }}”-—)‘B, fag,c,u 0, )= TR §

Paso 1: 8¢ define la funcion parciai u, — £ {u,,...,u, ) para u,,....u,_, fijos. Por 2l Lema

2.1, ¢l minimo del problema e cniimizacicn paramétrica es cbtenido como
+ . 3 )= Qion(? {1 £
ug (g, Uy, o vy = Sign(d, (ug, 1y, o u -1 - (0, 1y, o, w5 10).

Se define la funcién £ {~1,1}* - R, como:

flug,u, Lu ) =15 ,u, o0, 0 ).

Paso i. Suponga que las furnciones
£ -LI T SR, T :xij‘”l{—’!, }->%R,
estan generadas como en ¢ paso ! y sus optimos simboélicos son alcanzados en
U (Ugseen Uy ooty (Ugsen s, Uy )
Entonces, a partir del Lema 2.1, la funcién parcial
a2 (Mg Uy Uy )
alcanza su minimo en
Ui (U, Uy, sy 7 Sign(f, (Ug, vy, s 0o 1) - £ (g, vy, u, 1),

v la funcién a ser optimizada puede ser reemplazada por la funcion f,:{-11}*" — R,

J

detinida por:
fi(uy, u,, u )=, u, ouu @y, vy, u).

Paso k. La dltima funcion £, :{~L1} > %N, alcanza su valor minimo en
up =u; = Sign(f, (1) £, (1)), el cual es un subconjunto {-1,1}. Por el Lema 2.1, nosotros

conocemos que u:, pertenece al conjunto {-1,1} solamente en el caso de que f, sea constante
sobre {-1,1}.

Parte 2:
El calculo de los valores optimos, u;, donde f, () alcanza el minimo, es obtenida por substitucién
hacia delante de la siguiente manera:

?

@

Paso 1:

El valor inicial es : uy = Sign (£, (-1) -, (D).
Paso i, parai=1,...k. Suponga que u;, u;, ..., U, se han calculado. Entonces u; puede ser
calculado por la recursién:
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* I g *
4= L, U

. * * % 3 ] i‘
: ,._(un,ul,‘..,ui_l,—l)—fk_i (‘1.,10,%3.,..“:4%_1.;
Dos pesibles ¢:sos e pueden distinguir:

-

u, u* u’ s) enicnees “J‘ =fi_ N
i Nadyseesy i—i"/"" |53 VEVae) i _3\ S

Caso 1 81§}

~ e ~ H 4 » * " * E 1 \ B .
Caso 2: 3i f, .lw::}.u.,,‘..,ui_l,—‘z):fkﬁi (uo,u!,...,ui_i,i), entonces, los dos posipies

valores, -1 = 1. son acmisibles para u,_, . Este :aso genera des secuencias ¢ptimas las cuales
son exploradas en =i sizuiente paso.

Asi el narero de secuencias optimas s¢ incrementan en uno <ada vez que el caso 2 ccurre.

2.3. OUptimizacion sobre Dominio Discreto Finito

. ~ ., .. . ~ e \ N
Consideremos ahora una funcion real general sobre un dominio discreto finito g(x): D, ©Z” — R

El caso muitidimensional (N>1) puede ser transformado en e} caso monovariable por enumeracion.

El caso de doeminio finito es trasladado en el previamente definido dominic Bocleano usando ¢}
siguiente lema.

Lema 2.2:
Considere el cenjumo {0,1,....n}, v {~1L1}*" Si k es ol entero mas pequesio tal que n <2,
entonces la aplicacién

v {0,1,....n} > {11},

s univecamente definida por su inversa:

.

{1+u,)+{(1+u )+ +2 (140, ). ()

/

u=y{u,,...,u, )=

1 |

La prueba del Lema 2.2 sigue de la unicidad de la representacion diddica de algin ne N, pam
2*~1<ng? -1

La aplicacion del Lema 2.2 en el caso de n:Car(Dg) permite transformar la funcién
g(x):D, >R en Ila funcion (p(uo,...,uk):{—l,l}k”——)»‘ﬁ sobre la  condicion

2" -1<n<2"" -1, Lafuncién ¢(u,,...,u, ) es entonces univocamente definida por:

¢=8°X-

Usando la extensién descrita en la ecuacion (2.1), puede suponerse, sin restriccion, que el dominio de

o es {~L1}*".

]
i
N



Computacion Simoolica en Optiruzacion Jiscret

2.3.1. Representacién polindmica candnica
Cualquier ‘uncién definida sobre un dominio finito puede reemplazarse, squivalentemente, por un
polinomio que toma los mismos valores gue la funcién original =0 cada punto discreze.

En particuiar, cuaiquier funcién Booleana ¢(u,, ..., 1, } como a definida antes puede ser reformuiaca

2 e 52 m oaa Fo 3 3 3 Tt T - x+l
<Omo una muncicn solinémica I (uo,...,uk ) sobre un dominic D < {-1,1}*" , come:
£ — ) g,y IR
Flug,nu )= > cqupmad 2.3
=

con un mumero finito de secuencias oL = {C&O, CLJ gue pertenezcan a un subconjunto Hnito de

NK-H

En el caso de una funcidon ¢ definida sobre un dominio D < {~1,1}*"_ tenemos adicionalmente la
: i i1
siguiente propiedad:
P 5
u’ =1s1pespar

u’ =u, si pesimpar.

Por lo tanto en todos los monomios implicados en la representacién {(2.3), esto es: ug®---u.*, s

~ . . ! K+
suficiente considerar {c.,, ...,ak>e 10,13

Tal representacion también es provista por la interpolacidon de Lagrange scbre tcdos los puntos del
dominio.

=
ied

: U, +€, U+, u, +% ’
fluge )= 2 08,8, 0,6 )1t KoY, X))

En esta representacién es obvio que tcdos los monomios en {2.7) tiene la forma ug®,uf, -+ u’*,
donde:(ag,ct1 , ...,Cf.k> € {0,1}*"". Aqui, todas las funciones sobre {~1,1}*"' pueden ser representacas

€omo:

flug,ou )= D f, uteeu™ 2.3)

Ot e 0y,
{ag, - o J&{0, 11!

Si hacemos la correspondencia entre los valores de la funcion con los vértices del hipercubo {—1, 13

enun vector de dimensién 2**', denotado por E, , y ordenamos los vértices del hipercubo en orden
lexicografico tenemos: '

f:k - (f(_l,...’_1’_1),f(.—1,...’_1’1)’...’f_(l,..-,l,l))T.

~ . <, C .. . ., K1
Ahora, ordenamos los coeficientes de la expansion polinémica (2.8) en un vector de dimensién 27 |
en orden antilexicografico , denotado por ¥, , como:

T
= = p ‘e PR £
Iy "‘(‘1114: +fi00.-00 Forr s »Iooou-o) .

9]
'
it
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Esronces i siguiente ‘ema puede ser znunciado.

L2mma 2.3;
E=AF, para

Ay

1
’---)‘(’

——
(S
b el

o

Prueba
=1 Lema 2.3 puede ser probado por :nduce:on matematica.

Para =0, una funcicn de una variable u, € {~1,1} puede ser escrita:
flu)=1fu, +f, u, ={~11}.

La relacién entre los coeficientes T, f, vy los valores f{-1), f{1) ¢s dada por 2 siguiente ecuacion

lineal:
£f(-0 [-1 1[§] -
] f(l) = 1| fOJ: estoes, ¥, = AJF.

Ahora, suponemos que para alguna funcién de 1+1 variables binarias,

entonces, para alguna funcién £ {u,, -+, u;,u;,) , con{u,, -, u,u,, ) € {-L 117,

_ g & g 5
£ (uo»"': o, _1> = "‘Z fso---siluoo sy +Zfag---s;uuoo s,

conduce a
Eo=-AE.,+AE.,, (2.10)
y
f(uo,o--,ui,l) = Z f%---eilugo '”uiSi +zfso-~-6.-oug° "'uisi >
conduce a
Fi+1,1 = AiFiH,] + AiFiH,O > (2.11)
- F F
donde Fi+1 — ..l.H -1 y F,H F1+1,I
i+1,1 i+1,0
Asi
2- 56
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i’: _I_A‘x A‘E‘E Fi+l.1 i_A F
i+1_‘ A A 0o Rt bt R
Ly i Teo |
con
l‘ he
'A‘i ;X,A § ~|+2:(2i+2
A =] =R i
+ -& (‘%.1
Zn la practica, los parametros desconccidos son los componentes def vector F, para i=1,---. k. Una

de las principales ventajas de la representacion canénica propuesta, es la simpiicidad para invertir la
matriz A, tal como lo indica el siguiente lema.

Previo al anuncio dei lema daremos la férmula de Sur para inversion de matrices particionadas. Sea

Fe M, .. una matriz particionada en bioques de la siguiente forma:
[A B]
F=| |
LC DJ

con AeM___v DeM__ ambas invertibles entonces ‘
(a-BD7C)"  -A"B(D-CA"B)
F—l - /
. . -1
-D"C{A-BD"C) (D-CA™'B)
[ \

Lemma 2.4:

i

La matriz A, es invertible, y A;' =

AL+l 10
e

Prueba
El Lema 2.4 también es probado por induccion matematica.

Para i=0, A, es dado por

[—1 1]
AO = §

1 1)

entonces, obviamente
111 -1} 1
Al =— =—A,.
’ 2[—1 —1] 277

Supongamos ahora qu‘e' A, satisface lo dicho en el Lénia 2.4. Usando la conocida férmula de
inversion de Shur para bloques de matrices particionadas, obtenemos:

1 -1 1 o
AT _{_Ai AiJ_l _ —E[Ai] EIAJ
HTLA AL 1y 1 1
i i —[A. —fA
2[ l] 2[ l]

2-7



Asi la hipéresis inductiva muestra:

. 1 1-A A
A = ; { = - ;X O
i+l ~it+2 A A [} il i+l
& L™ S0 <2

Por lc tanto, a partr de los vaiores del vector F, e vector de ‘os coeficientes de la representacion F, .
pueden ser caiculades por una simple multipiicacidn matriz-vector como sigue:

F =—AZF, (2.12)

2.3.2. Optimizacion simbélica
Usando la representacion canodnica, una funcion general g(x) definida sobre un dominio discreto finito
puede ser optimizada por ¢l algoritmo presentado en la seccién 2.2.

El vector de coeficientes de la representacién polinomial £, {ug,...,u,_,u ) =1{uy,....u 0 )

kS

puede ser calculado directamente por la férmula (2.12), notando que:

E, :[f(—l,---,—l,—l), f(=1-,~11), ...’f(]’...,j’lﬂT
=[20), g(1), 1,52

Entonces, u, puede ser calculado por:
ug (U, Uy, o 1y = -Sign{£, (g, uy, o g ,m1) - £ (0, by, o, 0y, 1)

La parte iterativa simbodlica proczde como sigue, para i =k —1,---,0.
s Sustituir ), en f,_, {u.,,*+,u,, )y obtenemos f,_ {u,, -, u,).
>  Evaluar f_;(u,,---,4;) sobre el dominio D, (vector F).
s  Generar ia matriz A, .
e Resolver el sistema de ecuaciones lineales

-A, A

FH] = ?
A A

i+l "

Generar la representacion polinémica f, (uo, +++,1; ) con coeficientes en el vector E

Caleular u; (u,, u,, ..., u,, = -Sign(f, ,(u,, u,, ..., u 1) -f @, v, ..., u,,,0).

La segunda parte del algoritmo es explicito y procede hacia adelante para calcular la secuencia éptima
(ug, U;,-++,u, ) como en la parte 2 de la seccién 2.2.
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2.3.3. Mejoras 2n e algoritmo simbéolico

El algoritme que acaba de describirse en 2.3.2. ¢s algo dificil de poner =n gjecucién 4ebido aia
necesicad de svaluar la funcion f_ {u,,--+, 4, )en tcdos los vertices dei hipercubo |—1,1}" para
obtener su representacién polindmica candnica. Una simpiificacién importante seria alcanzada 51 s
posible caicular directamente 2i vector del cceficieme, ¥, para la iteracion i, a partir del vecter de

coeticiente, I, , en la iteracién i+1, sin tener que calcular 2! vector de valcres F . Tal mejora se puede
aicanzar usando ¢l lema siguiente.

« 3. B i
Definicion: x < M entonces ] X|=

Lemma 2.3
La secuencia de los vectores de coeficientes { F, } de las funciones polindmicas canonicas f,_; para
i=%-1, ..., 0 satisface la siguiente expresién de recurrencia:

-1 ,
T A + 5 ~ 13
E=eagAfAE | +E, (2.13)

- A+t
P4

Prueba:
La i-esima fila de la matriz A, puede ser expresada por A, ;.

La funcion f,_, de i+1 variables:

foi (0= 0 b, U0 U
€
con £=(g,,*",8,) €10, 13" fue obtenido de Ty (uo, e 1+1> substituyendo en u,,, por

1

o

- . -~ BN
Uiy (UO""aui>=—Slgn ZIk—i—l;sc---siluo ey
Log 4

Asi, por otra parte
[ 1
£ . o €, 54y & g
sz—x—lso sxuo ey Slgltzrk—i—!;%~»-eilu3”'ui J‘T'ka—i-l;so---eioug"“ui 2.14
g g

El correspondiente vector de valores ?x puede ser calculado de (2.14) por

(fk—i(—l’"""l)
Bl
fk—i (l, . ’]_)

E,,,Sign [Al 155411 :] +AF
= : =AF

\Ai,?,‘”FH Sign [Ai’sz ] +A uEa,

i i+1,1
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/ ™
‘ ‘Ai.i‘;' aal, T AGF
=
.y A on
f\iAi’:n—lF__.l 3 Y + Ai‘:iﬂli.*.],()
Jue s,
= Cr o am
P = 1A2Fi+1,1 +AF = AR

Por lo tanto, usando ¢l Lema 2.4, Ia recursion del Lema 2.3 es obtenida muitinlicando ambos 1érminos

de esta igualdad per la inversa de A, .o

Usando el Lema 2.5, la secuencia de vectores de coeficientes { F, } puede ser caiculado desde ¢l vector
de coeficientes {F} de las funciones polinémicas canonicas

£y {ug e ueyu Y= {Ug, e, Uy, 0y )

Entonces, las expresiones formales (Gptimas) de las variables u; (uo,...,ui_l;’z pueden ser calculadas
ahora como se describe en la seccion 2.3.2 con la ecuacion (2.13).

La complejidad de la manipulacion simbolica de la aplicacion polinémica sobre ¢l espacio producto es
bajo. La substitucion en los monomios u,u,---u,, s de complejidad O(k). La substitucién en
& (uo,.. AN uk) en la representacion canonica es un preducto escalar del vector de monomios por
el vector de coeficientes, el cual significa O(n) "elementales" operaciones, donde n = 25" En este
contexto “elementales” significa, por ejemplo operaciones simbdlicas con monomios y polinomiocs de
la forma Z C.u®, donde g es un muiti-indice vectororial de 0,1 . Esa complejidad estd también O(n),

por lo tanto la complejidad completa de la manipulacion simbdlica es O(n). La asignacién dei Signo

es realizada por un preducto matriz-vector entre escalares que también tienen complejidad G(n). En

., .. . . .. - .. + 13k
relacién con las complejidades mencicnadas, el algoritmo para minimizar la funcién sobre {—1,13**',

tiene complejidad O(n).

2.4, Ejemplos Hlustratives

Los gjemplos signientes pretenden ilustrar el uso tanto del algoritmo basico presentado en 2.3.2 v la
mejora de la técnica hecha en 2.3.3.

2.4.1. Ejemplo 1
Considere el siguiente polinomio:
f(uy,u,,u,) =a,;u,u,u, +a,,,u,u, +a,,U,lU, +a;,U, + 350U, T340l T35 U, + a0y

2.4.1.1 Optimizacién simbélica
Usando el algoritmo en 2.2.2. y el esquema en 2.3.2., presentamos las dos partes que componen ¢l
algoritmo.

Parte 1

2-10
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Paso |
£y (ug, 3. 02 ) = 2y U, 840Uyl 8,5 Ug U, + 300Uy 3, U U, + 250Uy + 300Uy 240 5
ul (uy, 1, ) =Sign [, (uy, u,. ~ D~ 5 {u,, v, D] = —Sign [a,,u,u, + a6, + 24,0, + 24, ]
Paso 2

£ (g, 1,) = (3,008, + 2,0y + 258, + 20 JUS {uo>us>+ 21pUgly FAy50Uy F AU, T 2g0p
= "(a‘.nuoux T AU, Tag,. 4, T3, >Slgn {31111‘0“1 Tl T2, 0, T amn}+
+30UUy T Al 3,01 F A,

=0y,U,U, + by, + Doy, + by =, (uy,u,),
u; (u()) = Sign{p} (U~ -p (uml)] =-Sign Ibnuo +b01] :

Los coeficientes b,, v b, son obtenidos por la resoiucion del sistema de ecuaciones lineales

J

¢

siguiente
f(-L-D] [1 -1 -1 1][p,
f{-110) | |-1 -1 1 1]by,
| £ (1,-1) I" -1 1 =1 1{b, |
LY § L1 1 1 1by ]
donde,

1 1 £ {11 -
Oy :Z(fl (“1’—1)"”1 (1’1)“f1 (-Ll)—f,‘ (1’—1»’

by, =-§-(f, (-L)+£ D) - (-L-1)-£ (L,-1)),

u {u,)= —Signﬁ(am —8, = 8y, + 00, U (=L =D+ (), +ay, F g, Fag Jus LD+

~{=a,,, ~ 2,5 + 2y, T8 U (LD — (-2, +2,5 — 2y, +a001)u§(1,—1)+4a0“0]u0 +
+{=ay, — 810, T8y F g0 YU (LD (2,80, + 2y, +8g Juz (L1 -

~(ay,, ~ 2,4 — gy, 20 Ui (L -1 = (-2, 2, — 2y, +aom)u;(1,—l)+4amo]‘

Paso 3

f,(u,)= I:(am“o +ao )u: (u,) +(a101u0 a0 )] u; (uo'a uy (uo)) +(2;30U + 8010 )y (W) +;00 + 8009

=bu, +b, =p,(u,).

uf () =Sign[p,(-1)-p,(1)] = -Sign[b,].

El coeficiente b, es obtenido por la resolucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales

3]
]

-

[
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FRPEN . = e + 3 . \ P
uo('):_&gn[_l,_(am ' *au)‘"( D=2y +agy H :( (=D )+ (a0 Fagoy (=D -

ny - + R
"[(azn ‘:‘3011)“!' D +215) + g, _;fu: (L Uy (l»—(ano +ag0)Y; (D_zazooj'

Parte 2

Paso 1
u,()=-8 gn“:(a'lll +aon)u1 (=D-ayy 'Laomnluzb (_l’ u;(‘z))“:'(_a'uo+amo)ux+("1>“

:
|

_[(am + 2, )0y (D +3,, + aom]u; (1, N (l))_ (a0 +agou (D-2a,, |

Paso 2

u; =-Sign Di(am — 30 ~ 2oy +3001)u§(_}a‘1)+(3m T T T aml)“Z(lsD +
—(~an ~ a0 + a0y + 2 Jus (LD~ (=ay, ta —ag, +3001)u§(1,—1)+4a0“0]u; *
{8y, — 8y + gy + 200 ) UL (=L + {32, + 34y, F g Jus (LD~
~(@1 — 20 ~agn Fae Uz (—L D —(=ay, a5 —ag; +agy ju; (l,_1)+4301o]-

Paso 3
* . I * % * *
u, = =Sign| 2,),u,U +3,4U, +ag,1, +a()01]'

2.4.1.2. Mejora del aigoritmo simbélico
Para aplicar ¢f Lema 2.3 al gjemplo, debemos definir:

e

:[ 111>ano>a101:amo’aonaammaom:aooo] >
T
i [ 111aa101’aon=3001} 5

T
2,0 [aIIOSaIOO’amO’aOOO] .

o1

Entonces, podemos calcular F :[a”,am,am,aoo]y F =[al,a0]. La expresion optima de cada
variable u;, i=0, 1, 2, estadadapor
o =-Sign[a],
u; =-Sign [anuo +ay
* — . * % » L]

u, = ‘S‘gn[amuoul a0l T30 Uy F 3y :|a

donde
T
E,= [au’am] >

F,= [al()’aoo ]T 5
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1, ,
a, = _Z(§3111 &y T3y *3001!"%_3111 —dyy Ty, ""1:701]“

: ‘ . , , , Y
R [, — oy, 47 - e —_ |
l Ay Ty 3y T Ty T g T gy '31)011 4y )5

1
S - - + . - PRI B
ady = 4( @y ~ 3y " 39 a001l ; ! Ay ~ 3y TRy T gy

i

! : P . + — 4
=iy Ay T gy Tl T8y T3y Ty, T 30011 4axlo)a

1
Y - _ e _ \
dy = 4{ ;am 20 ~ Ao +aoml 3 T 3 Ty "'a001|+
I _ o ~ o _ A
Tty gy, '*'aoml Py T Ty T aoml da,, ),
1
— , a a0
gy = —Z{]am ~ 9 "oy TaOOII-*'!“aHl 81 T gy T 0| T
+l*a1n +ay, ~ay, +3001|+;am T8,y 3y, +30011—4a“0>,
1 |
b —E(-]—a“ +ag|+a) +am]—4am).

2.4.2. Ejempio 2
Considere el autémata representado en la figura 1.

u, =1

c=2+Tp+D’

c=6+2p+D

c=6+p

Figure 2.1: Un autémata con 4 escogencias

Una representacion equivalente a este autdmata es mostrado en la tabla 1.

u, u0 | ul f?l

1 -1y -1 2+7p-p°
2 -1l 6+2p-p°
3 1 1-1 6+p

4 1] 1 i+2p

Tabla 2.1: Tabia para el autdmata de 4 escogencias

[}
La
)



Cupituio 2

Apiicande el algoritmo descrito anteriormente. pedemos obtener una expresion ara determinar 2l
camine ¢cptimo 2n funcicn dei parametro ¢

Pass
Fl solincmic f de variabies u0,ul}, esta definido por:

f, =a00 +201lul+ai0u0+alliuCul.

Asi, ¢l control éptimo esta dado por: u” (1) = Sign ( —2a01-2al in) .
Como los valores son:

entonces,

E =[all, al0, 201, 200] .

La marriz A[l] es:

{ 1 -1 -1 1}
N -1 -1 1 1L
A S T
111 1J

Como la ecuacion {2.12) obtenemos los coeficientes T v sus expresiones son:

-9+ 6p
= 4
ally | _1_6p+2p°
alo 4
a0l] | -1-4p
200 | 4
15+12p - 2p°
L 4 i
El poiinomio nos queda :
f5=15+4%f"2p”+“4"6z+2p'uo+'};4pu1+‘9+6pu0uL @.15)

Entonces u’ (1) =Sign [% +2p+ %uO - 3pu0j| )

Paso 2

El polinomio f con variable u0, es definido por: a0+alu0. El control éptimo esta dado por:
u"(0)=-Sign[al],
y la matriz A[0] es :

[

14



Computacién Simbolica 2n Optimizacion Discreia

A[0] [-1 1]
Al —_1 1_!‘
Por ef Lema 2.3, los coeficientes F, satistacen la siguiente expresion:
b __1_& AR l+F 218
0T T oi!,xg-fhm Sthe
De donde
H 2] Y & N
. (Zizemyl [ L1s0+207)
 lall o1/-1 D=1 2(3 ?) 12{1 7p.‘p)i
rO:. .:—:e ]%] | —+ i . . 1
Ldo LKI ‘j: 4 1j __1__2;0 i ! }E..%-i@)_.:): l
! L2 L2 J
Asi, los ceeficientes son:
(AP S S § T S A O .
ai=—;2-——pi——:’2—-—-p|+~{—1—bn-i“3,
2020z 27 4 ’ 217
” L ki)
13 D*
a0=—+3p-—
4 2
¥
ﬁi 30 1L 5] “1
* . -~ i ~ -
u'(0) = Sign| =2 - S p|- =2+ =p[+—{-1-6p+p’} . 2.18
© gnlzi R R P+, (2.18)

Para dos valores particulares de p, tenemos:

D

?

Sip=1, la secuencia es [u0,n1]={1,1], v en coordenadas originales: u, = 4.

Si p=3, la secuencia es [u0.ul]={-1,1], vy en ccordenadas onginales: u, = 2.

2.3, Conclusiones

9

El algoritmo de optimizacién simbolico propuesto ¢s aplicable para funciones generales
definidas sobre un dominio discreto finito.

Aqui, el minimo absoluto de funciones Booleanas es dado por una formula expiicita. El uso de
esta férmula ¢s propuesta como una aiternativa a los métedos de busqueda clasica.

El método estd compuesto por dos partes. La primera es un calculo recursivo hacia atras , en
donde se obtienen las expresiones implicitas de las vanables Booleanas.. La segunda parte,
instancia progresivamente las expresiones explicitas de los valores optimales de las variables

La complejidad del algoritmo es comparable con los métodos numéricos de tipo enumerativo.
Pero el algoritmo propuesto tiene la ventaja de poderse aplicar directamente a los problemas
en los cuales tanto las decisiones como la funcién de costo asociadas dependen de parametros .
exogenos.

La complejidad de la manipulacién simbdlica de la aplicacion polindmica sobre el espacio
producto es bajo. La substitucion en los monomics uyu, --+u, , es de complejidad O(k). La
substitucion en f (uo,...,uk_l,uk) en la representacion candnica es un producto escalar del
vector de monomios por el vector de coeficientes, el cual significa O(n) "elementales"”
operaciones, donde n=2"". En este contexto “elementales” significa, por ejemplo
operaciones simbolicas con monomios v polinomics de la forma chug , donde g£es un



Capituio 2

muiti-indice vectororiai de 0,1 . Esa compieiidad ¢s tambien C(n), per lo tanio la compie)
:ompieta Jde la nanipuiacién simboéiica es ©{n). La :signacién dei Signo o5 realizada zcr un
preducto matriz-vector enire escalares que ‘ambien uenen comple:idad O(n). En reiacion con
las comple;idaces mencicr:das, 2l algoritr o para minimizar la funcién score {~1,1}*", tiene

compiejidad C@).

»  Zi algoritmo presuatado en 2.2.2, con las mejcras en 2.3.5 conforman ei algoritmo que hzmos
denominado SCTC.

2-16



Capitulo 3
ENFOQUE SIMBOLICO DEL PRINCIPIO DE MINIMO

E} principto dc minimo fcac on fsica una larga © infercsantc husteria. La busqueda de iales principios o3
predicada scbre la nccidn de que “la naturaleza siempre minimiza clerias cantidades importantes cuando
un proceso fisico toma lugar”. El primero de tales principics de minimo fue desarroilado en la dptica.
Hero de Alcjandria cn <l scgundo siglo 3.C. cacontrd gquc la iy quc gcoberaba la reflexion de la luz
puede ser cbtenida cuando un rayo de luz, viajando de un punto a otro por una reflexion desde un 2spejo
plano, siempre toma el caminc mas corto posible. Una simple construccion geométrica verifica que i
principic de minimo  hace la iguaidad de les angules de incidencia v de reflexion pam un mayd de uz
refiejado sctre un espejo piano. El principio de Hero scbre 2l camino mas corto no tuede, sin embargo,
preducir una correcta lev para ia refraccion. En 1637 Fermat, reformuio i principio al postuiar que un
rayo de luz siempre viaja desde un punto a otro en un medio por un camino gue requiere 2 menor tempo.
El principio de Fermat de menor tiempo llevo inmediatamente, no solo, a la lev correcta de reflexicn, sino
también a la lev de Snell de refraccidn.

£l principto de mimmo sontinte signdo tratado v en la Sltima parte del siglo X V1), empiezan 3 aparecer
los resultados Newton, Leibniz y los Bernoulli dando origen a lo que se concce como calculo de
variacicnes. Asi, probiemas iales como ei Braquistccreno, la forma de una cadena de horca, entre otrcs
problemas fucron resueitos.

La primera aplicacién de un principio de minimo en mecanica fue hecha en 1747 por Maupertuis, quien
alirm¢6 gue el movimicnto dinamico ioma lugar con mimmma accicn. El principio de mencr acciot de
Maupertuis fue basado en fundamentos teclogicos (accion de minimizar a través de la sabiduria de Dios)
v su concepto de accion fue bastante vago. Recordamos que la accién ¢s una cantidad con la dimensién de
longitud por momento o energia por hempo. Solamente despucs, Lagrage en 1760 dic una firme
fundamentacion matematica al principio de menor accion. Sin embargo si esta aplicacién tuvo la ventaja
de hacer 1a transicicn de la mecanica clasica hacia la dptica v a la mecanica cuantica, el principio de
mener accién siguc sicndo menos gencral guc ¢f principio de Hamilton v pucdc derivarse de €L

En 1828 Gauss desarrollo un métcdo de tratado mecanico por su principio de menor restriccion, una
modificacion fue hecha mas tarde por Hertz v lo personalizo en su principio de menor curvatura. Estos
principics estan cstrechamente refacionadcs al principio de Hamiiton v no adicionan nada al contenido de
la formulacién mas general del Hamilteniano, solamente resaltan ¢l interés por un principto del minimo

en la fisica.

Asi, el principio de Hamiiton puede ser descrito como sigue:

“De todos los caminos posibies a lo largo del cual un sistema dinamico puede moverse desde un punto a
otro sin un intervalo de tiempo especificado (mientras siga siendo compatible con las restricciones), el
actual camino seguido es el que minimiza la integral de la diferencia entre la energia cinética y la

energia potencial”,

En el calculo de variaciones el principio de Hamilton esta dado por:

SHT-Ut=0 T=T®, U=UK)

4

Esta formulacion establece que T-U debe ser un extremo, no necesariamente minimo, pero en casi todas
las aplicaciones importantes en dindmicas la condicién de minimo ocurre.
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C g . _ , . cL d il
Si L= 1-U=Lixx), la ecuacion de Euier - Lagrange se escribe como ——-—-—=10.
X dt o

5.1 Eeaaciones Canonicas de Yoviniiento 2n 2! Formalismo Hamiltoniane

2} estado de :in siztema que consisre de n particulas. sujeto a m restriccicnes que conectan algunas de las
n cocrdenadas recrangulares, ¢sta compietamente especiiicado por s=3n-m ccordenadas seneralizodas.
“ndemes represenar 2| estado de tal sistema por un punto en un espacic s-dimensicnai ilamade espacio
de configuracién. Cada dimensiCn de este espacio, corresponde a una de las coordenadas en donde
pedemos sepresemtar ¢l iempo historico de un sistema por una curva 2n 2l espacic de cenfiguracién: cada
punic especifica a configuracion dei sistema en un instante particular. A través de cada puntc pase na
mfimidad de curvas representantes del movimiento posible dei sistema; cada curva correspende a un
conjunto particular de condicicnes iniciales. Por o mnto pedemoes haolar del camino de un sistema come
21 movimiento a través del espacio de configuracién.

Si la energia potencial de un sistema es independiente de la velccidad, entonces los compenentes del
momento lineal en coordenadas rectangulares esia dado por

de forma equivalente pecdemes definir el momente generalizado per:
L

C'qj

5

Nosotros sabemes que el Hamiltoniano, H= ., '©s1guai a la energia total, si la energia potencial es
kel S5 &

independiente de 1a velceidad v si la transformacion de las ecuaciones entre coordenadas rectangulares v

generalizadas no contiene el tiempo explicitamente, por lo que ¢l Hamilioniano es una cantidad

conservativa. Bajo estas condiciones, y si Ck}}ét =0, entonces H=E=constante. Asi, las ecuaciones de

movimiento Hamiitoniano o ecuaciones canémcas del movimiento se escriben como sigue:

3.2 X1 Principio de Minimo para Procesos Continuos

3.2.1. Preliminares
El objeto basico de la tecria clasica de sistemas de control es el sistema lineal descrito por la ecuacion
diferencial

%:Ay(:)nsu(t), y(0) =x e R® G.D

y una relacion de observacion o salida .
wi(t)=C y(t), £=0. (3.2)

Las transformaciones lineales A:R™ >R, B:R™ R, € R™ > R¥en (3.1) y (3.2) estan
identificadas con representaciones matriciales, M(n,n), M(m,n), M(m_k) respectivamente y elementos en
R RT RE

(¥9)
1
i~
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Considere ia siguiente ecuacion

=L Ama( (), gltg)=ay <R". (.3)

sobre un intervalo fijo [0,TL 1, €[0.T], donde A(eM(nn), AM=Ta;(t); ij=l..al, a®) X",
a®=[a,;=1,..a], t<[0, T},

Consideremos ¢l siguiente sistema no lineal
¥=f(y.0), y(0O)=xeR", (3.4

w= h(y). 3.5

1

Las funciones f{.) y h() estan defimidas sobre R*xR™y R" v toman valores en R" vy R*
respectivamente.

Consideremos
z=1{(z{t), 1), z{ty) =x e R, (3.8)

donde 1, es un nimero no negativo v z una aplicacion de R"xRen R" . Una solucion z(t), t < {0, T], de
la ecuacién {3.6) sobre el intervalo [0,T], to <T, es una funcién arbitraria absolutamente continua
2{.:[0,T}] > R™ que satisface {3.6), para tcdo te [0, T}. Una solucién lecal de (3.6) es una funcién
absolutamente continua definida sobre ¢l intervalo [t{,,r), 1>1, que satisface (3.6) para casi tcdo
[to,‘t). Si una solucion local definida sobre {to,t), no puede ser extendida a una solucion sobre un
intervalc mas grande {to,tl), T, > 1, este es un intervalo de existencia maximo. Asi, una solucion local
arbitraria tiene una extension a una maxima.

Teorema 3.1 Asuma que los ¢lementos de la funcion A() son localmente integrables. Entonces existe
una funcion S(1), t = {0, T], con valores en M(n,n) y con elementos absolutamente continuos tales que

%sm = A()S(t) paratodo t<[0,T], G.7
S(0)=1. (3.3)

Ademas, la matriz S(t) es invertible para un t € |0, T| arbitrario y ia unica solucién de la ecuacion (3.3) es
de la forma

t
a(® =SS (ty)a, + [ SIS (als)ds, t<[0,T]. (3.9)
ty

{Prueba, [JZ95], Parte I, pagina 11.)

Teorema 3.2. Asuma que para x € R", la funcién f(x,): [0,T]> R", es Borel medible y para una
funcion c(.), no negativa, integrable en [0,T], se tiene que

I£¢x, 1)) < c®x| +1), (3.10)
f(x, ) - f(y, 0| <c®x-y} xyeR", tel0,T], (3.11)

entonces la ecuacion (3.6) tiene exactamente una solucion z(.,x). Ademads, para te {0, T] arbitrario, la

aplicacion x —> z(t,x) es un homeomorfismo de R" en R" . (Prueba, [JZ95}, Parte II, pagina 74.)
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Teorema 3.3. Asuma que la condicion del Teorema 3.2 se satisface para t < [0, T] arbitrario, y ademas la
funcion (.t} tiene una derivada continna f,(..1) v que las funcicnes f(.,t) y £, (.,t) son acctadas scbre
subconjuntcs acotados de [0, TIxR™ . Entonces la aplicacidn x — 2(..X), que actia desde R™ al espacio de
funciones continuas C(0.T: R™), es Fréchet difrenciable en un punto arbimario x, v la derivada

N,

direccional v = R™ ¢s una solucién £{.) de la ecuacion lineal
ézf {z{t,x E) Eltg)=v (3.12)

En particuiar, la funcién t — z . {t, X ) es absolutamente continua v sausface la ecuacion lineal

% txg)=f, {2t x ) )z {t,x,) pm‘atodoxef. } (3.13)
2 {tg. x0)=1. (.14)

{(Prueba {JZ93], Parte 11, pagina 75.)

Los resultados anteriores son los resultados clasicos de existencia, unicidad de soluciones, asi como los
de la dependencia continua respecto a los pardmetros y las condiciones iniciales para (3.3) v (3.6)
respectivamente.

3.2.2. El Principio e Maximo: i problema de control con tiempo final fijo.
Consideremos un sistema de control

¥ =f(y.u), y(0)=xeR", (3.13)
y una funcional de costo

T
Tr(xu()) = [g(y(Ou() dt+G(y(T), (3.16)

con T>0, un numero finito fijo. El conjunto de parametros sera denotado por Uc R™, la derivada de
con respecto a las variables de estado, por f, .y las derivadas de gy G, por g, v G, respectivamente.

Teorema 3.4 Asuma que las Tunciones f, g, Gy f,, g, G, son continuas y ¢l par de, un control
acotado 1i(.) v la solucion absciutamente continua correspondiente a {Z.13) maximiza la funcional (3.16)

para t € (0,T), arbitrarics, tal que la derivada por la izquierda de v (%}“I(t) ), existe v es igual a
d

f (9(?:), ﬁ(t)), entonces la siguiente igualdad se satisface

(p®, £, 80))+ 260, 5(1)) > max((p(2), £ (), u(v)). 3.17)
En (3.17), p(t), simboliza la solucién absolutamente continua de la ecuacion
' p=—£,(9,8)p-gx(.8), (.18)
con la condicién final
P(T) = G, ((T)). (3.19)

Neta: va que una funcion arbitraria absolutamente continua es diferenciable en casi todas partes, la
desigualdad (3.17) se satisface para casitodo t € (0,T).

Prueba
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Asuma primero que g(x.u)=0 para xeE. v ueU. Sea, paraalgun t;, € (0,T).

d” . PPN
— $(tg) =£{Jity). ity ).
at
Para el control arbitrario veU v un 1 = 0 suficientemente pequefio definimos la variacion de i de ia
siguiente manera
[4i1), ifte(0,-h),
u{t.h) :—J v, ifte{t,-at,),
LA, ifteft, D

Sea v{_,h) la salida correspondiente a u(.,h), es claro que
+
—G{y(T,0))<0, {3.20)
@ o8 (T,0))<0, A

con tai que ia derivada por la derecha exista en {3.20). Para prebar que la derivada existe y encontrar sste
valor, recordemos que:
t,l
(o) = J(to. ) + | £(y(s.),v) ds,
ty—i

ty

Ut =9ty =h)+ | £(9(s),0(s) ds .

ty—h
Tomando esto en cuenta, nosotros obtenemos:
+ Yo 2 . o _3 .
i—y(to,0)= tim v{to. h)- 3ty - lim ylto,h)-3{to ~) lim 9{to )= ¥lto ~h) -
dt h—0 h h0 h 10 h (3.21)

= £{3(tg).v) = £5(to), i(te))

Ademas, ad;y(t,h) =f(y(t,h),u{t)) se satisface para casi tcdo te {to ?T] . Por ei Teorema 3.3, el
Teorema 3.1 y por la ecuacion {3.21) tenemes que:
d* _ ‘o N -
= Y(T0)=SDS™ (e MEG (1), v)=F(3(t0 ). 81o)).
dende S(.) es la solucién fundamental de
q=1 (9,00
Por lo tanto, la derivada derecha en (3.20) existe v se obtiene

%G(y(T,O» - <Gx (9(1')),%]1— y(T,0)> = (G G SMS™ (2 G o ) - £ Gt huito))))

= (S (t0) ' SMG FDL EG(to kv ~£((to )k ucto)))

1
Ya que la solucion fundamental de la ecuacion p=—£; (¥,d)pes igual a (ST(t))‘ ,parate [0, T]. Conla
formula (3.9) v la desigualdad (3.20) termina la prueba del teorema en el caso cuando g(x,u)=0,
xR, ueU.

El caso general con la funcion g(.) puede ser reducido al considerado anteriormente. Para ello
introduciremos una variable adicional w € R la cual definimos como sigue:

(V9]
1
(¥ 1]
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£s facil ver que ¢! probiema de maximizar la funcion (5.16) para ¢! sistema {3.13) es equivalente a 31
probiema e maximizar

ji-}/('rf%
'L'»’V(T}_j ’
con ¢l sistema de contrel schre R, dado por
4 [_V_]l ?!(—A;i \ I_f(f-t u);
—T—»t ! = s 1 :l B
aiw] ((w)] ) [e(xuw)]
v condicién inicial
y(O) :‘ Kj& c ‘_RrH-l
w(0); [0}

Aplicando la version simple del tecrema, que ha sido prebado antes, obtenemes el teorema en zi caso
general,

El resultado obtenido puede ser reformulado en términos de la funcién Hamiltoniana como sigue:
H(y,p,w={p.f(y,u))+g(y,u), ye R", ue U, pe R". (3.22)

Las ecuaciones {3.15) v (3.18) obtienen la siguiente forma

y= T 0= (3.23)

. £H .

p=—{v.p,u), P(M=G D). (3:24)
By

y la condicién (3.17) es equivalente a

max H(¥,p,u) = H(9,9,9) (3.25)
uell

en apropiados puntos det € [to , T].

3.3. El principio de Minimeo para Procesos a2 Eventos Discretos sobre Dominios Finitos

3.3.1 Preliminares

Residuo de Taylor: Del calculo es conocido que si f:D —R™,D cR™, es una funcion suave entonces

la férmula de Taylor se define como:
1

fy) = f(x) + j £(x+t(y —x))dt (y-x) = fx) + R f{x;y)(y-x),
0

donde ¢l Rf{(x;y) es ¢l Residuc de Taylor en forma integral y es analogo a la matriz Jacobiana de f.
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Si se sustituve al gradiente por ¢! residuo de Tavicr formal algebraico, entences 2i srincipio de minimo 3¢
pueds formular analcgamente.

Lema 3.1: Si D Z%es un conjunto finito v £ D — Z° una apiicacién arbitraria, 2atonces existe un
colinomio vectoriai, entero p(&) tai que py =1.

7

ea, Z=1.-2-10,1,..} ¢l anillo de los enteros. La n-upla {34,,%....,3, ), % =Z forma el Z-méduio

<

de entercs que juega el parpel de espacio vectorial n—dimensional {R" . El Z-médulo de polincmics
vectonales 2ntercs, p, de dimensidn k, con indeterminada <, %,.....5 | tiene la forma

g Jw

ey
P
AN
Nr”
il

donde

3i D Z" es un conjunio arbitrario {deminio) entonces para un polinomio vectorial p(x), se puede definir

Como ambos, los coeficientes de p, v los de x,,...,x_ son enteros, implica que la imagen p,{x)
> ij J 12 m b = rD

también es un vector de entercs.

Si D Z" es un conjunto finito (un sistema de cventos discretos, ¢l espacio de estado de un autémata.
lenguaje formai, etc.) entonces la aplicacion £:D — Z™ f:D — Z* puede ser representada como una
funcién polinémica entera, py =1 .

Ademas como ¢l espacio de estado es finito, las funciones pueden ser consideradas polindmicas, ya que
por interpolacion en todos los puntos dei dominio de f se obtiene una representacion polinémica.

Nota: Una forma directa de obtener la representacion polinomica es usar la interpolacién de Lagrange tal
como se muestra en el capitulo 1, ejemplo2 y en el capitulo 2, seccion 2.3.1.

Lema 3.2. Sea, p(§) un polinomio vectorial, entero. Entonces existe una matriz polinomial Rf(é;n)
denominada residuo de Taylor, con indeterminadas &,,....5 ,n,,...,M, , tal que
p(v) —p(x)=Rp(x: v}y - x).

También, s1 £E)= 3 pjéé es una serie formal, se prueba la existencia del residuo de Taylor, Rf(é;n).
jezi ~

Asi ¢l residuo de Taylor, en este caso es también una serie formal, pero matricial. Si D Z"es un

(o]
]
~3



Corituio 3

coniumo arbitrario v la sere 7(8 = 3 - converge para cadax € D | entonces este s un caso similar al

s
anierior, que induce una aplicacion, . 7 — Z° por x = f,(%).

3.3.2. Prucesos diseretos enierss Tnitos
Seen X =X = Z%, U, = U, conjuntos urbitrarics. Sea f 1 X x U, — X | una splicacién. que sausface

T

soma cada u{k)ebk la aplicocion ik +1)=1, (*{{s} a{kileon x/k)eX

solmem:ui o de seriz

kX

somal. Sen O 1 X —» Z™ una dinciés nesnomial o de serte formal.

i

XzZX>0, xoexo. A u=(0u, - u{X-1))sU e lamado corwol, 2

={x(0V.x{D), -, x (X)) € X se le lama la travectoria (estado) correspondients al control 1 v a X, fa
condicion {estado) micial, si,

x{k+1)=1, ( x{Xk).u(k)). x(0) . (3.26)
entonces al par {x, u) se lama preceso discreto, corrzspondiente al estade inicial X, .
Definimos una funcién de costo mitiobjetiva, J, score 2l conjunto de los orecesos discretes. por

g (.‘gu} =0, (X (K;) . (3.27)

L

Supongamos que Z™ esté equipada con una relacion de orden y, < v,. Entonces. definimos ¢l prebiema
de optimizacidén como sigue.

Decimos que el preceso {x',u'>, wo=u (1ju {2),u {K-1), x"(k%—l}:[k(:c'(k),u"(k}}(

*

Xy =& € X, es optimo {minimo) 51 para tcdo proceso admisible {x,u), la siguiente desiguaidad se cumple
L) s e ofx (X)) o(x(X)). (3.28)

A este preceso lo llamamos de tipo uno.

Supongamos ahora que tenemcs la funcién g, 1 X, x U, — Z™. Zntonces, la funcién objetivo puede ser
definida por

()= ‘D(X(K))*‘zgi (X(i>’u(i>) ‘

Aqui la definicidn del proceso optimo respecto a J, es similar al anterior si definimos al sistema (3.26)
como

% =XxX, cZ*",
~ T _m\T
=(X X050 %p ) =(xT,xT) eZ™™,
T
~ T
fi‘( d}:‘I( a) +5 (;,J)}

y £ gcumplen las hipotesis respecto a ser polinomiaies o series formales, entonces f también lo cumple,
y nos queda
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Tt =)= TR®), ut), X, =5, 007 (3.29)
Realizando la minimizacion scbre
L&) =(x(X))=3(X)+ Q(x{X}). 13.20)
Asl, ¢ problema planteado en (3.29) v (3.30) =5 un srotlema de spumizscién de 11po uno.

Observacién: Si el conjunto XxU =5 finito entences por ef Lema 1, £, g v @, son polinomiales.

3.3.3. Principio de Minimo de Pontryaguin sobre doeminios finitos {PHPDF)
} . v . . L. [ox ) ) L .
Aca, prepamces una condicion necesaria para un preeeso optmo (X Lu ) respecto al preblema de

opumizacion del tipo uno pianieado anteriormente en {3.23), de forma analcga al Principio de Minimo.
Dado x(k+D=1f (x{k),u(k)), x(0)=x%,. con X, cX<Z" U, cU y una funcion de costo
multiobjetiva, J, {x.u)=®{x{X)}, con ®:X, —Z", bajo e supuesto que Z" estd equipada con una
ST ‘ ‘ N e i i\ i
reiacion de orden y, <v,. Decimos gque el proceso (x'u), n=u (D" (2),u {(K-1),

x'(iw’-l):fi{x'{i),u'(i)), x =f(x,u"), x;=§=X, es éptimo (minimo) si para tcdo proceso

admisible {x.u), la siguiente desigualdad se cumpie

L)< T (k) e @(x*(x))s (x(X)).

-~
(93]
(U8
[,

pve

La ecuacién adjunta, se define en relacion a dos procesos {x*,u*) v (;u), de la misma longitud (X),
entonces, la ecuacién adjunta {trayectoria dual, 0 adjunta) para el estado dual p=(p(0), p(1),.... p(X}) €
R™* | se define por:

pO=p(k+ DR (e (X)), u), pK)=ROE*X)x(X)) .

En términos de la rayectona adjunta definida por los precesos (x*,u*) v {x.u), los sstados duales son:

D Dx (et D=p(et GO0, plikr DX* (et D=p(ict DRG0, 3*(X).

Restando de la primera ecuacién la segunda, se obtiene:
plr Dix ket D-x*(kt D= plt Dfilx(k),udl)- f{x*(u*k)]=
= plk+ Dfix(k),u(k)) - filx*(K),u(k))] + pl+ Difi(x*(k),uk)) - filx*k),u*( k)] =
= ple+ DRAi(x*(k),x(k),u(k)(x(k)-x*(k)) + p(k+ D[ fi(x*(k),u(k))- filx*(k),u*(k))]=
= p((x(k)-x*(k)) + pk+ Dfi(x*(k),u(k)-p(k+ Dfi(x* (k),u*(k)).

pl+Dx(+D-x*(+ D)= pE)xk)-x*(k) + plk+ DG * (), u()-plt Dl *(),u*k).  (3.32)

Sabemos que

D(x(X)) - 0(x (X)) = R, (x (K); x(X))(x(X) - x"(K)) = p(K)(x(K) - x"(K)) .

L)
|
el



Capttulo

Come p(Xo=ROCH{K)xiK)). x(0)=x*(0). :umando I igualdad cbiznida desde x=0,...X-1, en (3.7}

enemos:
DI x\< -k 3:[ =3 p (K (x) - x i{):~
k=) £=0

) ‘q A i \3
+ Zﬂ(*l foix {x }( \—:. *( 1\’(‘« a (‘{ s
Extravendo i altimo término de la expresién del lado izquierdo obtenemos:
-1 - A K-2 , _ -
N Y _ { \g_ MY Y AN : :_:,‘\ "[‘4-3‘— S 1Y e
p(&:[((&) X (Xj = )p(x}]_x(k; k) Z)pq\x ‘/a|_ k+1)-x (x+1)
Y= Loz
Gt p . 1
Y o £ 1 <« {%v gy (3=
T%p(.< =D £ {x %) u((‘;} foixik}u (A}}_;—

i

(O (K) - (K)]= o+ DA (1):3600) £, (x ()0 00

=)
entonces
BAK))- ¢ux*(x>)— . (z =D (X (0. ()~ £ (7 ()07 () . (3.33)
Ajora definimos los controles {variados) ui,=(u*(0),..., u*(1-1), v, u*(1+1),..., w*(X-1)) para =10,1,... . K-1

v v €U. El proceso correspondiente a iy €5 {Xiy ,Wiy), Xk =i {ku,(k)). donde x;,=(x*(0),...
A, x*,{k-1) v las ecuaciones para los estados duales correspondientes son:

i =D (K DRGSR, i {X0mdk), L

Pi(K)=RO(x*(X),x:(XK))
En este caso la formula (3.33) se reduce a la forma

R}

BEEO)-BEHXK) = > plk+

k=0

=D, 3(‘*‘1)!—1‘ ( (k). :) (‘; {k),u (‘(\):i
Lo que se quiere ¢s un proceso optimo {minimo) para J;, entonces:

O (K))-@ (x*(K)) = pi(i+ Di(x*(1),v)-puit D(x*(),u*(1)) 2 0,

{X' (k),u(k}) £ 4\‘( (k)ui’();,

0 mejor escribir
Pin(i+ DEx*(1),v) 2 pin i+ D(x*(0),u*(1)),
cuando v=u*(i) se cumple la igualdad.

Definamos la funcién de Hamiiton o Hamiitoniano como: H:XxUxZ™" —sZ", por

Hk,x.u,p)=pfi(x.u), entonces ¢l Principio de Minimo de Pontriaguin se puede expresar por medio de la

ecuacion:

(V3]

- 10
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0 S H, x*, a*(@), pudit D) - B, x*(1), v, pili+1)),
5 mejor escribir

B, x*(1), w™(i), pi.{i+1)) < B, x*(D, v, pu{i+ ),

la cual es una desigualdad vanacicnal en v,u*(1).

Teorema J.3. PMPDF:
Dado x{k+1)=1f (x{k)uk)), x(0y=x,, con X cX<Z'U,cV¥U v una funcion de costo
muitiobjetiva, J (x,u)=®(x{X)), con ®:X - Z" definida scbre ¢l conjunto ios procesos discretos,
bajo 2l supuesto que Z™ esta equipada con una relacién de orden dada por : v, < v,.
{L* %) e T . :
Supenga que ix ,u ; es un preeese Sptimo de longitud K. 51 u (O)=u(0), u D=ud, ...
a(i-D=ui-D. u{i)=v, v i+D=u@+D. .., v {K-1)=u(K-1), es ¢l control v x, es la
trayectoria correspondiente, p,, es la solucion de la ecuacién adjunta correspondiente al par de

: £ EY
procesoes, (x .1 ), {x,u), entonces se cumple que :

N . \ Lo .

H{L,x .0’ (p,, G+ D)< H{LX ), v,p,, G+ D) .J
Podemos reescribir la ecuacion en diferencia del sistema y la ecuacion adjunta en términos del
Hamiltoniano como :

-

) =RE{L ({0, (+1).
Do (1) =R H(L,x ()0 (1).p, (i+1)) .

Asi, ¢l dualismo Hamiltoniano aqui encontrado es equivalente al del calculo de variaciones dadas por las
ecuaciones {3.23) v (3.24),

3.3.4. Algoritmo simbolico para aplicar PMPDF
Ahora, mostramos ¢l algeritmo simbélico para aplicar ¢l Principio de Minimo de Pontriaguin scbre
Dominics Finitos. En cada ctapa es necesario usar dos rutinas, las cuales contempian:

1.- Simpiificar la expresion simboélica obtenida.

2.- Resolver la designaldad variacionales de ia forma 0 <p(&,u .u) {f(?;, ) -f&,n ) jl,
donde &< X es el estado dado. Decimos que u’ & Q&) ¢s una solucién (3) de la desigualdad, si esta se
satisface para tedo (V)u € Q(E). En general supongamos que W{(&)es una solucién de la desigualdad

variacional, entonces podemos definir la aplicacion W:X —>U. Por supuesto, V¥ puede ser
multifuncion.

w(8)=¥(8)

3.34.1. Algoritmo simbdlico
En término de la solucién W, de la desigualdad variacional, mostramos un algoritmo para aplicar

PMPDF.

Paso 1:
i) Calcular el estado final: x"(K)=f,, (x" (K-1),u’(K-1)).

i) Caleular x,, (X)=f, {x (K-1),v).

heraat

L)
1
bt



Capinio 2

Hi) Caleuiar o 2cuacicn sdjunia:
s Ki=R ,:CD{X (X% s

jar ' Hamitoniano
. ;.&}}—TD“{ {\&')

y) _oplicar mana 1, simpiificar |

vi; Aplicar runa 2, donde W=

ia destgualdad.

Paso X-i
N ©oax ISR R el : 4 ’ 3 :
suponga jue para i, V=W{{-LI) - H{i+1LI)sc tienen. Entonces por ‘nduccion puede demestrarse

¢ las siimientes expresiones |
(1 ‘\’;4-1,,”!;-z;,,---,x‘(1<),
2 x, (1+1).x, (1—’),---,?{5,‘,(1(),
v

Ly A

. . . .. x L ~ . . ® . RN B . 3
{1} son polinomics de X 1) u {1) v {2) son volinomics de x {i). u (1), v v. Por consiguienic
2 * 4, s 2

. A\ PR .., . . . ¥ . 5 . . . .
o, {i+1,p., (i+2),+ p,,(X), rambién son polinomics de x (i), u (i), v v. Aplicando la rutina 1,
para simplificar la expresién simbdlica hbteﬂida v apiic:mdo la rutina Z, se obviene la funcion

{posiblemente vectorial) ¥ =¥, &) tal que 2 (e WE.x (1)) que satisface la desiguaidad

®fx,, (i+1))-ox (i+1))2

S~
O

Es facil ver que el Hamiltoniano nos queda:

02p, i+ O£ (' ) = {x D) ] =p{x O B (X v) =5 Dum) |-
La construccién del proceso cptimo 2n iérminos de las funciones ¥(0, &), Y(1.¢E,),.... \W (T~ L&) esta dado

DOr:
(0 =¢, .l (0) = W(0,2),
()= (0 u 0)), u () =¥ ),

A+ ="M ), 0 i+ D =W x G+,

Asi, tanto ¢l control éptimo y la trayecteria optima son obtenidas para cada ctapa. La construccion
anierior muestra que puede ser considerada como la generalizacién de la Ecuacién de Riccati para
procesos discretos.

Obviamente el algoritmo mostrado esta incompleto ya que no muestra la forma de obtener la expresion
del control optimo, esta responsabilidad recae en la aplicacion de la rutina 2 que se desarrollara en la
seccién 3.5,

3.3.4.2. Ejemplo Llustrative
Dado zl siguiente sistema

xk+1) = £ x{E,uk)), x(0)=E,

y la funcional de costo
@ ( (X)).
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Por definicién tenemos

&+ = A tkg,uMk)), $HN=E
Xi‘v(k—* 1) = f’( K;_V{k\),".i;’v@(}), K’.Av(ﬁ}:‘ip

95

2k = Pl D) R R (¥, k), u
PuAdX) = RO { Hx{XD),
entonces ¢l Hamiitoniano 2std dado per:
HXK-1, KA1, u¥XK-D), o X)) £ B *X-1), v, pr AKX
Sea =K-1y %k <£X-1entonces
3.0 = X¥K), i AXKD) = i &EFEK-DL).
La desigualdad ncs queda 2n funcién de u*(X-1), v ncs queda:
0 <D i) - D ) = RS (3K ol KD (1.AK) - €5(K0) =
= PO [ Ralxer dX-1), v) - i (03K, w*(X-1) ],
PxaAK) S (xMK-1), u* (K1) € pri oK) fira (K*H(K-1), v).
Pcdemos escribir fambién:
HX-L x*X-1, w¥K-1), pea X)) € BEX-AL x# (KA1, v, oxas(K)).

La fancién a minimizar ¢s v—$( fi (x*(K-1), v)), v alcanza el minimo en u*(K-1)= ¥, {x*(X-1)).

Por ¢l paso anterior obtenemos:
Xk 2 K= MK-2),  xpa (K- D=t x4 (K-2),v),
X 2K Ea( xME-1D,9) = fa{fia( M (K-2),v),u* (K1)
= fie (e XFE2),7), W (KFEK-1D) = fealfio( *(XK23,9), w xa&xHK-1)))
= fealfa( x*(K-2),v), Fealfeo <*HK-2)u*(K-2),

XKD = G (FHEK-DuAK-1) = fea (fiea(x*(K-2), wH(K-2), T x*(K-1)))
= f (fga(x*(K-2), w(K-2)), W Fea(x*(K-2), w*(K-2)))).

Lcs estades duales son:

Ox2:4K) = RD (x*(K),x2.:4X))

Pr2 K1) = pr2 ol X) R Fa(x*(K-1),xx.2,(K-1), w*(K-1)).
De esta forma,

H(K-2,x*(K-2),u*(K-2),pr25(K-1) € HEK-2,x*(K-2),v,pr2(K-1)),
es una desigualdad en u*(X-2) y v. La solucién depende de k*(KQ), y el optimo queda expresado como
u*(K-2) = ¥(x*(K-2)).

Supongamos que las funciones Wx. 1 (x*(K-1)), Txo(x*(K-2)), ... , Tnlx*(k+1)) fueron obtenidas. Asi por
induccion pedemos provar gque

(L x*(k+1), x*(k+2), ..., x*(XK), son funciones de x*(k) yu¥*(k).

(1) xy{k+1), Xk +2), ..., %, {K), son funciones de x*(k), u*(k)y v.

(3
]
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XHOFL
(1) = 5 %(0),u*(0)),
X*2) = § x*{Du*(1), W=

FOFD = o)), il =Y

3.3.4.3. Algoritmo Simbdélico detailado para PMPDF
A coniinuacién mostramcs los detailes del aigoriomoe dado 2

» (onstruccion de ia travectoria dei sstade

o Coenstruccicn del sistema dindamico, 2sto 2s:

x{k +0 = i {xtk), 20k, =(0) =x, , para todo k{0,
Construir los sistemas dinamiccs que ucrrvsccrce al control variado, ssto ¢s los Xi{k+1)
donde w(k)=v, paracada i, coni=0, ... X. Dende i ¢s elindice que corrssponde al

control variado. Esto nes queda como
Xi,v(k";l) = fk(f{.t{),u“{k)), XL‘I{O}__“;:

o]

»  Construccién dei sistema adjumo
o Caicular ¢l residuo de la funcién de costo

'

R DEAE x(X)= e, ()= 3,0 {X).x K-1))

o Calcular #f residuo del sistema dinamico para ,cdo %, nes queda
R,‘(ik{\x %), *{(x)
o Construir ¢l sistema adjunto a tiempo reversa, £sto es:
p(k)=p(k+ DHRS (x*(%):x(k),u(k)), p(X)=RO(x*(XK);x(X)).

Construccién dei Hamiltoniano y obtener las expresiones de 1a secuencia de control éptimo

por resolucién de las desigualdades

o k=X
#  Determinar la desigualdad variacional, esto es:
0 < H(k-1, x*(k-1), u*(k-1), pe1v(k)) - Hk-1, x*(k-1), v, prer (kD).

@ Resolver la desigualdad variacional, ¢l resuitado es una expresién de la forma
w(x-De¥(k-Lx {k-1)).

o parak=¥-1,....,1
3 Determinar la desigaldad variacional, por

L]
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0= py, (k + D K< 0v)-ax" (k" (k) |
0<p(x" (" () [ )-8 (0™ 1) |
*  Resolver la desigualdad variacional, ¢l resuitado £s una ¢xpresion de la forma
u (k-DeWk-Lx (k-1)
o Para u {0)=P(0,x (0)), toma el valor a (0) =¥ (0,%)
» {Calcular la(s) trayectoria(s) ¥ la(s) secuencia(s) de control sptimo
o Dadou’{(0) v x'(0)=¢

o Parak=1,....T
Calcular:

(kD)= (x (k) (&), v (&) =Pk (k).

Observacion: Considere 21 hecho donde la secuencia puede tener mas de X etapas. Asi,
o, (x (X)) 20, (x (X -1))
por lo que:
D (X (X))~ O (X (K- 1)) < @, (x (K -1)) - D (x (X -1)).

Si, ®, =, ¥ k=0...., X ,. Independiente de ia ctapa, entonces

D (x (X))~ 0 (x (X -1))<0
RO, (" (K);x (K- D)(x"(K)-x (K -1))<0.

3.4. Ejemplo:
Apilicacion del Principio de Minimeo para SDED al caiculo formal

Construccion del Modelo polinomial
Tomemos ¢! ejemplo 1 del capitulo 1. Vamos a aplicar el PMPE para obtener la secuencia de

instrucciones necesarias para realizar la simplificacion de una expresiéon matematica €n un numero
minimo de etapas

Sea, ¢l sistema dinamico

(%0 ) (Y xa) (0)
: 1. | : :
= u(k),

< .

| L
Xy (k+1) (_)/?xk(k) 1)

y la funcion de costo ®(x(K),K) = (s(uv),}v

K-1
)=(7-xx (K))+ j;o(l—pi(xi O)pi(u())),

donde

Xk (k)(xk (k)- 2)(xk (k)- 3)(xk (k)- 4)(Xk (k)- 5)(xk (k)- 6)(Xk (k)- 7) +
720
X ()05 () = 2) (i (19~ 3) (e (k) ~ 4) (e (3) = 5) (3, (5) - 6) (s (K) = 7)

144 ’

P (x: (K)) =




(e (X) = 20 u{k) - - () - S{ul - 3 {x)-7)
TRNWI G0 Gk 60 Ul S0 VA ik ST A Nk A Jiaixg=7

P (u(k))= 726 i
a(kHu k)= 2)(alk)=3)(u(X) - H(a () -5)(a {1 - 5){ulk)-7)
- m
Los alores de los polinomios p, {x. (X)) ¥ p{u(X)} paralos x, (k) v u{k) 2dmisibles scn
presentades <1 la tabla 1.
Lo o T w& p ety | d-p(x e ()
o 0 I
0 > 0 1
i l 1 l 1 0
i 3 0 1
1 3 1 ¥
2 3 ) 1
3 i i G
2 3 1 0
3 . 4 0 1
4 5 ¢ i
3 6 0 1
6 7 0 1

Tabla 4.1: Valores de los poiinomics

Introducimos una variabie suplementaria X y redefinimos el sistema dinamico ccmo:

(xqamq ML) '*?1 1 0r )

! ]:EI“‘ 0 | +10 )+ 0 l
D) | L() ...... 0 a0 | !1 5 . !
L Xk +1) ) 0..... 1 / Q(k) / ‘\O \1—})(3{, 3)}

con X,{0)=0, I(C)=0, v Ox(X).X) = (s(uv),

LXK )

Aplicando 2 algoritme 3.3.4.3.
Si suponemos que la séptima etapa es la uitima etapa, (T=7) obtenemos:

Construccién de la trayectoria de estado
Evolucién del sistema dinamico, parak=0,..., 6
X k+1D) =x4(k) =x%4(0)

X k+D=x, k) =uk-1)
Xar (k+1) = u(k)
k
X(k+1) = X(k) +1-py (x i (K)py (u(k)) = X(0) +k +1- 3 p; (x; ())p; (u(i))
i=0
Construccion del sistema dindmico con control variado, esto es x;, (t) =f,, (x' (t),v(k)), para i=
kyk=0,..6

L)
i

ot

N
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%o, G+ D=5 (0 =3%,(0)

* . * *
%y, k+D=x (K)=u (0)

Xy, K+ =% () =u"{t-1)
Xy, K+ 1) = 7%

D =T () +1-py (xy K)py (V)

Contruccion del sistema adjunto
Residuo de !a funcion de costo en T=7

-’D(x('/’) -x (7)): RO(x" (7). x(?))(xm - (7>)=

/Xo N ‘XB (7}\'
X (D% (T)

2, (1)=x5(7)
x3(7)=x3(7)

X, (D =x4(7)
x5(D=x5(7)
%6 (T)=x5(7)
x7(D)=x7(7)
D=3

e — £ o)
(7%= =x3))_(0000000-10
L -3 ) 000000001

Residuo del sistema dinamico

Consideraciones: p; (x; (1)) —p; {x: =p (x* , x)(xi @)- x? (i)) v
x &+ -k +D) s (< (%), x(kjf‘;[ () -x" (k)}
Xk +D-X(k+D J i "Li (), X AR -F" (1) '

Parak=90,...6
(x

Rxfkl

AN

X

. \l— ( Lk (_)
%,%) LO---O-pi<u(i)>5i<x?(i>,x<i)) 1

Calculo de la ecuacion adjunta

0000000-10
=7, p(7)=
000000001

k=6, p(6) = p(NR . £{x” (6),(6), x(6))=
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U900 0 0 0 0
5100 00 0 0
501000 0 9
’oooowoao\oogioo A °
(Oowimxiéoooo=o 0 0=
100000 01 0 0
9000 0 9 * )
D000 00 0 0
00 0 0 0 0 —os(uBNDe{x .x) 1
(000000 0 0)
0000009 -p5(u(6}}p5(‘c X)) 1 ‘
k=5, p(5)=pEIR £ (3),u6).x(5)=] 00000 oo O}
’ (70000 -psuEps(x ., 1
e, p(H=pOR e a0 00 ’ e
’ \O 000 -ps{u(3)ps {‘( LX) 1)
(5, p() = R Fx (3),u03), x(3))= [/ 00 ] ")
’ ‘m 000 -p, (u(4))p4(‘{ ()1

| ag e 000 0 0
k=2, p(2)=p(IRfix (2),u(2), ‘i(2)) L

000 -p3(uBNPs{x . %) 1

000 0 0

k=1, p(l)=pR £ (1. u(). x())= .
k=1, p()=p@)R fix" (D), u(l},‘{(l)) (o 00 -py(u(2)p,{x ,x) 1)

v (000
k=0, p(0) =p(MR i’ (0), u(0), x(O)}-kOOO . J(Dp w9 \
1iu(i)ipy
Construccion del Hamiltoniano

k=7

X(6)
X1 (6)
x5(6)

(ooooooo-loj x3(6)

2 (6
000000001)|%*©®
x5(6)

X6 (6)
u’(6)
% (6)+1-pelxs ) ps ")

1A

)

- 138



Enfccue Simbeiico ¢al Principlo de Mimmo

/ * LN
X0(0)

%, (6)
X5 (6)
%5 (6)
%4163
%5 (6)
x;5(6)
v{(6) |
& (6)+1-p6(x5(6)jp 5{;/(6))/

D000000-10)
i |
000000001

N
\

( ~1"(6) / [ )
(& ©)+1-pg s ©)ps fu <6>) |2 ©+1-ps x50 ()

[ .

X {5)

x; (5)

%3 (3)

(oooooo 0 0 x3(3)

0700000 -pga™(6)sx",x ) 1)1 x5 ()

x3(5)

u’{3)

2 ®+1-psk Ghslh’®)
Xo(5)

X;{S)

3 (5)

000000 0 0 1.{;(5)
Lo 00000 -psta” (O)Psx",x") )] x;(3)

5(5)

V(D)

% (5)+1-ps x5 (5)ps (v5)

IA

0 0
[- ps(u’ (6)k6 (x’,x’}x’ (5)-p5(x;(5)}>5(u‘(5))) : £~p6(u' (6)%6 (x”,x‘)v(s)— ps(x;(S)})s(v(S))J’

|
U



Capituio 3

!( u(; :\=O ( }} .{ i’*-%{* *\\i. SN {
- \u ( p-ix X u {4)-24lx Hd»)pJ u (4) x—pga\u (:)’;p:- X LX /V{‘4)——p4{\34(4)/p4(v:~+}}’}
=4

k=3
( 0 [ A 0
Y £ \\xS { # * ::. / ® \
!—-nJu 3 palx ,x u (2-p, f‘;a‘_)\}pn,'u (23} {—vslu (3}}1&5( X \?v(l)—oa x.~(2‘;pn(u %))
\7Ps 3 P2y /) AT Ps 3 J 2 2 VA=)
k=2
i x”’\.\, * 3k . - { %, S LI 3
BT NC) UG MR SG0) Y N6 R ) N R Y e N 60}
k=1
{ I 0 3\

| < [ . M . ]
BN A (m 50 b 0po 0" @))% =0y " 01 " W@ =5y [ ) (4(0)

Resolucion de las desigualdades variacionales
Utilizando la tabla 3.1, por substitucién se resuelven las desigualdades variacionales

( —u’(6) ) [ -v(6) E
1 "(©)+1-p, ki ()b, o <6>\) lx (6)+1-p4 x5 (6)ps (v(6)))

comoue{l,3,7}=n (6;=/.

k=6, ~pfu"(6)5sb x5 - ps L P lu"5) < -pslu” €5 b x WS -, (5 ps (v09)).

como ue{l1,3,6}= u" (3)=6.

k=5, ~ps(0” OB (" x b @ = p, S @), 0" @) -ps 0" G b x* W) = p (G (9, (v#))

comoue{1,3,5}= u’ (4)=5

k=4, —p, o’ @& x " 3 -5, KOs 0" @) -0, @B x VB - 9. KB, (v3)

comoue{l,234}= u (3) €{2.4}.

=3, - O W @ -0, @l @) 0. 0 OB V@ -5 @ ()

-~ -~
3-20



afeque Simbdlico del Principio ce Minimo

comone{1.2.34}=u () ={L3}.

=2 —pa @ -0 K O b e )< -0 @B I x D=0, kT (D, D)

)
comoue{i,254l= u {1)={2,4}.

=1 - T B T (0) = pa g (0) by " (0))< —p, " (0B, x5 W(0) = by b (0, (40D

* . -~
comoue{l3t= u (1) ={1,3}.

Dado los valores obtenidos en cada etapa y sor las restricciones descritas en 2l modelado (gjemplol,
capitulo 1), vemos que pedemos componer dos secuencias éptimas, asi las dos soluciones son mostradas:

01234367 = mym W M, W,omsWymy

03412367T=mym, W ,m W m;wsmy

3.3. Resolucion de Desigualdades Variacionales

La(s) desigualdad(es) variacional{es) obtenida(s) en cada etapa, cuando aplicamoes PMPDF contienen dos
indeterminadas {u ,v) v un métcdo unico de resolucién de estas desigualdades no existe. Dado que si
para tedo v existe u tal que:

O, (159) - 0 (13 0) = (= D6 ) -1 ().4" )]0,

se satisface, entonces u  es el contrci optimo en esta etapa, por ser solucién de la desiguaidad
variacional. Como pcdemos apreciar 1a solucidén de la desigualdad varnacional, esta prescrita a poder
zliminar ei cuantificador universal, ¥ v el cuantificador de existencial, 3. Asi que, bien pcdriamos haber
formulado un procedimiento via las técnicas de eliminacién de cuantificadores que permite cbtener la
soiucién a este tipo de probiemas, pero como pedemos apreciar en el desarroilo del algoritmo deseriptivo
en la seccion 3.3.4.3. los resultados parciales son e*{preswnes simbdlicas en funcién del estado v la
mayoria de las técnicas desarroliadas en este sentido no permiten tener una forma explicita a una solucion
simbédiica.

Por lo que, aqui presentaremos un método que, en principio, da solucién a la desigualdad variacional
{solucion al problema de sintesis).

Por lo tanto, si u~ y v €Z podemos, en principio, transformar este problema en un problema min-max
sobre el dominio {-1,1}. Las solucién se realiza en dos fases, en la primera fase un minimo es calculado
para vy en la segunda fase un maximo es calculado para u” . En ambos calculos el algoritmo SCDO
detallado en el capitulo 2 es usado. ‘

3.5.1. Solucion de las desigualdades variacionales via solucién Min-Max.
La desigualdad variacional a resolver tiene la forma (p(v u,x*)-p(u*,u,x*))=0. Asi, sin perder generalidad,

~k+H

podemos suponer que ¢l dominio esta compuesto por 2 elementos, esto es que u* y v e {0,1,2,...,2
-1}, en caso contrario es posible hacer una extension como en 2.2. del capitulo 2.

Entonces la solucion de la desigualdad variacional es dada por el siguiente algoritmo.

G
1

[S9]

ot



Capituio 3

1. Toansformar la desizualdad scbrs ef dominic {-1.0i ura “orma posible 2s usar la
representacion diddics sigurente (lemal. capituic I

V=2 215y = L A2 (vt y wt= (0 w2 (1 ) L 2O ),

2. Aplicar el algoritme SCDC scbre las wamabies v .Aqui el resultade s unz funcidn con
indeterminada u* v parametro ¥,

3. A la funcidn obtenida en 7 se le debe calcular el martimo. Para eilo o cambia =i signo a la
funcién y pedemos aplicar ¢l aigoriime >CTO de nueve.

4. Aplicar ¢f algoritmo SCDO score las vanavies ¥, v se obtiene una expresion paraméirica 2n

3 Invertir la transformacion diwd: a:a, para cotener 2l resuitado :n coordenadas originales
raramerrizada 1, como u ()& W {-x ))

Observaciones:
a) Independientemente de la cardinaiidad de u* y de v, solo ¢ cominio original debe ser
transformado zn el domimo {-1,1} de tal manera que los resuitadcs son expresados en una
secuencia de 1 v ~1, parametrizadas por x*.

») En principio k+1 valores minimos tiene que ser obtenidos y que representan una expresion ¢
valor en coordenadas criginales de ia solucion de la desigualdad vanacional.

¢) Tal como se describe en 2.2.2.. :mas de un valor 6ptimo se obtiene, si el caso 2 ocurre.

3.5.2. Ejemplo: Optimizacion paramétrica usando PMPDF
Este gjempilo ilustra la potenciaiidad de la técnica desarrollada en esta tesis, para hacer optimizacion
paramétrica via PMPDF.

“cnsidere ef sigulente sistema dinamico a even:os discreto paramétrico

x(k+D=f {(x(k).u(k),p), x(0)=¢
conpeRT |y
o= ELE X =L X, = FLIx L U= 1,
fo{x.u,p) = Sign((p—t- Dxu+px +3u+p’ - 1),
Sign{(().jp2 +p-0.35)xu +(p* +2p-Dx +
+(p® +2p+2u+2p* +4p+4

Sign((0.5p%)xu + (0.25p%)x +

+(P*+p+2u+05p” +0.5p+1

f(x,u,p)=

La funcién de costo esta dada por .
1=G{x,(2),x,(2),p) + g, (x(1), u(l), p) + g, (x(0), u(0),p)

£] problema de control optimo es definido como:

8]
]

(R

b2
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= min {g {x(0) 20 pl =g, (=D ullp) =G (25,(20))
BRI . : g
donde
2.ix.u =l p)xu =038+ (p+0.5p” )u+n
slix dp)-—. -_,\ ‘; J—{\p -.-5)‘(-(? -:) I)v)uﬂ i

G(%y, X0, p) = (1= 0+ 207)%, +(p” + Y. +07

Se puede veriricur gque para p € R7

3 Signi(().:'p:+po0.5}x(l u)+{p~ +2p-Hxi+ +{p~ + 2o+ 2u{l)+2p° +4p+ ﬂ

° ngm 3p° )X(l)u(l) D:>7((1>+(p2+p+2}u( )_s-;) DD ) Ip= 1] 1\«.

\...,/
.

entences
{ Y

{

¥ Yy —1 i

H(X,u,p}——; oo
L)

Siguiendo ¢l aigoritmo de 3.3.4.3., tenemos:

Construccion de las trayectorias de estade

Construccion del sistema dindmico y extension de! sistermna
(Xz (0)\} ‘I/‘((())\]
%,(0) | =] o
|50/ {0, )
%, ()Y [ Signl(p + Dx, (0)u(0) +px, {0) + 3u(0) + p* -1 \
!
unJ ,
D) L+ pyx, (0u(0) + 0.3%, (0) +(p +0.5p* u(0) +p + X, (0) |

x,(2) —!Sign((().‘p ¥, (Dud) +(0.25p7)x, (D+(p* +p +2u(l) +0.5p° ¢03p+1\
52 [ (p*-03x Oud+p° +px, D+ +p+ 0 u®d+1+x,(D

X, (2)\ bxgn((o Dp +p—0.3)x, (Hu(l) —r—(p +2p-Dx, I+ (p +2p+ 2u(l) + 2p +4p +4 \l
|
i

J

@) (1 )
X, (2) |=] u®)
X)) (p? - 0.5)x, Mu®) +(* +p)x, ) + (P> +p+0.5u@) +1+X,(1) J

La funcidn de costo extendida en la etapa final es

G(x,(2).%, .5, @, p) = {1+ +2p7)x, ) + (p* +Dx, (D) +p* + X, (2))

Construccion del sistema dindmico con control variado
Para =0, tenemos

(W9
]
[0
)
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D) (@) Sign anl(p + D] 00V(0) ~px] (0) +3v40) + 0 ~ 1 \f
L, (2] % (0 =}°
(%o 00 (Z7 ), L+ 9)%] (0)(0) + 0.5%] (0) +4(p + 0.50° 1w{0) +p |
2,0 (@)
l ;;Ov 2, Z? P= <- :)f

w (4 “) ) ;‘v\:\}‘

enl(0.5p" yx [ (Du" (1) + (02507 )x; D+ (p° +p = u (D) + 0.3p° +0.5p - 1)

(/J

[(' 1gn((’) 3p? +p - 0.3, Mu D +(p" - 2p-Dx;D+ip” +2p+ Vu 1)+ 2p* +4p + 4?)
l I
|
|
J

k(a S0 M D F T o, D+ 0+ 0D O+ 143, )

o}

/ 1" o) r/ \1
X, {12) ‘41( ) I { {
Xov (“S")J"l ‘{ {’ 1 (1) Il

K‘o L)) X (~) T -03x, Du )+ (0% e (D= (7 p+ 0 D+ 1 +X ()

Para =1, tenemos

N

x, LD [xO) ( Sl;n\(n—bm(o)u Oy +px (0 +3u (O +p -1
=0
j
{

>

%, (DT \ml )]

=D (30
<L) (x1)

i) !
2, (2,2) = %, (2)

%,00) (@)

{1+’O)‘i1 {0)u"{0) +0.5%;(0) +(p + 0.35p" Ju (0)1»0)

Sign ((o.5p2 +p - 0.3, DV +(p” +2p - DX, D+ (p* + 2p + )v(1) + 2p~ +4p + 4)
=| Sign {(0,5p2 ;v + (0.25p7 ), (D+ (p° +p+2)v(D) + U.3p" + 0.3p + 1)
k(p2 ~0.5)x, (v + (> +o)x; D+ (P> +p+ 0.)HvD+ 1+, (D)

-~

Construccion del Sistema Adjunto

Calculo del residuo de la funcidn de costo
La condicion final de la ecuacion adjunta es el residuo de la funcion de costo extendida en la etapa final.

RG(x, (2),%, (.5, (2.P) =G(x, (DX, (D, %, (D, p) - G(x] D, X3 (2, %1 @),P)
x,(2) - X1 (2)
=Q+p+20° 0 1 x,@-x32)
%) -% )

Cdlculo del residuo del sistema dindmico
¥l residuc del sistema extendido es
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R, £, (%", ) = £, ((0), u(0)) — £, {x"(0), u(0)) =

[ Sign{(p = 13, (0)u(0) +px, (0) + 3u{0) + p* - D) - 5
{ x % A B » H
Signi(p + 1%, (Ou(0) +px, (D +3u(®y+p" -M/A(x, -x,) 0 0 % R
[x, (0}-—?{:(0}}
- 0 0 D1y 0)- 5 ()
(1+p)u(0) +0.3 0 1{%,0-5 ()

R A uy =1 (x@,n) - f, (D, u{) =

Slgn (0“0 +p-0.3)x, (l)u(l)w(o +_p Dx, (O

+(pY +2p+u)+2p” +4p+ 4) Slgn‘((bp +p - O*)*{l(l\u(l)ﬂ—
(@ + 2p - Dx D+ (p? +2p + Du(l) + 2p7 + 4p + 4)(x, (O = x| ()

(ngn {0. Sp7x, (Du) + 0.25p%x, (D + (p* + p+ Du(l)
£9.3p% +0.5p +1)- Sign{0.5p%x} (Du() + 0.25p] (1) +
(p? +p+ D+ 0.5p% + 0.35p + L(x, (1 - xA) 2T

(> - 0.5+ (p* +p) 01

0 0 0 x,(2) - ‘(1("\)
( 0 0 () X,{(2) - n(”)‘
(p-

!
x

P -0+’ 0 1| FD-FQ)

Construccion def sistema adjunto
Para i=1

p@=+p+2p* p’+1 1)
P, (V) =p, (DR, (x" 1), x,, ), u(d),p)

0 0 0
=(l+p+2p2 p2+1 1 0 0 0=
P> -05)v+@*+p) 0 1

oy D ={(p> ~ 0.5V + P> +p) 0 1)

Para =0
po‘,(2)=(1+p+2p2 pt+1 1)
P D =p, QR f, (x" (1), %, (1), u(l),p)
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s

f 0 0 0
Pt =05 D+ (p7 +p) O 1)

{0 PN 2 \ - 3
Doy (D=l -3 =+ +p) 0 Y

Contruccion del Hamiitoniano

Determinar la desigualdad variacional

0<p,, i+ Dl @), v, - £, Do 6
Para i=1 | - \
0<p, (M 5" (. v )£, (D" )

. 0
Os(l+p+2p2 p? +1 1\{ v()—-u" (1) .
U203+ @2 +p+ 05 -u"®)
Asi, ‘
<l - 0.5)x[ (M) + 2p* +p+ LM -u" W)
Para 1=0

0 < pou WIE, (5 (0), (0).)— £, x” (©).u" (©)))

Sign{(p + Dx; (0)v(0) + px} (0) + 3v(0) + p* — 1)~
Sign{(p+ Dx (0)u” (0)+ px; (0) + 3u” (0) + p* ~1)

()_<.(I+p+2p2 2 +1 1):

\{(1 +p)x, (0)+(p+ 0.5p )1\/(0) -u’ (0))

Asi,

02> -0.5u" W+ 7 - p) Sign{E+ Dx] Ov(0) + px] (0) + 3v(0) + 97 1)
Sign{(p + 1)} (0" (0) + px; (0) +3u"(0) + 0> — 1)+ [1+ p)x} (0) +(p +0.5p>) fv(0) - u”(0))

Resolucion de las desigualdades variacionales
Siguiendo el algoritmo de 3.5.1., tenemos

Parte 1
Considere las designaldades variacionales,
Para i=1

0<|p? —0.5)x @+ 2p? + p+ 1L [v®) —u" ()

La aplicacion del algoritmo SCDQ sobre v en la desigualgiad nos da
pol{v(D, u" ()= [(p* - 0.5)x; (1) + 2p* + p+ 1) v —u" M)

v* (1) ==Signl(p? - 0.5)x; (1) + 2p* + p +1.5)]

L
1
b
N
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Substituyendo y cambiando el signo nos queda
— poify ™ (I, u” (D))= —voila” (1)) =l(p* — 0.5)%] (O + (2> = 2+ 1.5 Signi(p™ - 03] (D + 2p° + p+ L]+ u" (D)

Aplicando ¢l algonitmo SCDO sobre u* a la expresion antesior ienemos :
T poe)

4

a" (1) =-Signi(p” - 0.3)x, (D + (2p” +p+1.9)|
Para =0

0<;(1J -0 D+ -p) (Sl_n((p*i)x (O)v(0)+px (0)+3v(0)+p~ —1)
Sign{(p + D (00" (0) = px; (0) + 3u” (0) + p* — 1))+ (1 + )] 10) ~(p +0.3p° >(vm> u" ()

La aplicacion del algoritmo SCDO sobre v a la designaldad nos da
pol{y(0).u"(0))=|(p° ~ 0.53" (D + (p* - p) [Sign{(p + Dx} (OW(0) + px; (0) + 3v(0) + p* ~1)-

Sign{(p + Dx; (0" (0) + px] (0) +3u"(0) + p* — 1))+ {(lfo)x (0) +p +0.5p%) [v(0) —u" (0))

’

v (O =Sign(p* - 0.5u" ) + 0 =) Sisn - x7(0) + 7 - 4)-Sign{2p + D] @ + 57 +2)-
- h[(l +p)x; (0) +(p + 0.5p* >H

Aplicando ¢l algoritmo SCDO sobre u* a la expresion anterior tenemos:

A (0):—812:1[[(13 _03>u (D+(P —p)iSlsm(Qp*D‘( (O)+n +7) ngn( "( (O)Tp "4})
+21(1 +p)x, (0)+(p +0.5p° )ﬂ

Parte 2
{alculo de las trayectorias y del control dptimo
Los resuitados para dos valores de p son mostrados a continuacion.

Para p=3
i=1
" (D), = -51gn{24.5x;(1) + 56.5], if x; (1) =+1, entonces u"(1)5 =1
=0
u”(0), =-Signf24.5u" (1) + 30}Sign (1 1x; (0) + 27)- Sign{- ] (0) + 2 1)+ 6x7(0) +17.5),
Si x;(I)=1, entonces u " (1); =—1
Para p=0
i=1

u’ (1), =~Sign|- 0.5x; (1) + 1.5], Si x; (1) = £1, entonces u” (1), =-1
1=
1*(0), =-Sign|-u* () + 2%} (0)],
Si x;(0)=—1, entoncesu " (0), =1, v si x;(0)=1, entonces u’ (0), =1,
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(0} 1) x(2)
@,
-1
-1 ‘\-1 _‘ .11
. \\\
\
() {7
i i S
N
0
i,-1

x(0) x(1) x(2)

Figura 3.2: Grafo con p=0

3.5. Fl Método de Relajacion Aplicado a Sistemas Discretos

La técnica de relajacion se puede describir de manera sencilla para la minimizacion de una funcion sobre
un dominio finito: f:{1,2,--,n}—>R. A cada funcion sobre ¢l dominio Z ={12,---,n}, se puede
asociar otra funcion sobre el conjunto de medidas probabilisticas

p ={P = (p(i)): 0<p(i).i =1,2,~-,n;gp(i) = 1} ,

de la siguiente manera: i+>f(i) <P > E, (f)= p(i)f(i). Ademas, P, el dominio de Ia esperanza
1=l

matematica, es una extension natural del dominio Z . En efecto, a cada i € Z se puede asociar la medida

probabilistica definida por:

P :(o,---,o,1,0---,0), es decir, p, (j):{

a3
)

b3

[#2]
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Es facil ver que el minimo global del problema no lineal miz?f (i) v el minimo de la funcién lineal

coinciden en i, <> P, .

A la extension de una funcién no lineai a2 una funcion lineal utilizando la técnica presentada se le
denomina 2l métedo de relajacion. Para sistemas de control ciasico, va 2n los afics 60 J. Warga v ctros
utiiizaren la iécnica de refajacicn. Curicsamente en los ditimos afios ha resurgido el uso de la técnica,
pero en otro contexto. Asi. en vez del uso de la optunizacién combinatoria se prepone resolver los
probiemas relajados, con &l fin de disminuir la compiejidad computacional. En [JW62], [TW162] se
anaiiza la equivalencia entre el preblema original v el problema relajado.

En este trabajo, pianteamos ¢l problema de relajacion en ¢l contexto de la optimizacién de una clase de
precescs a eventos discretos (sistemas a eventos discretos) equipados con funciones de costo concavas y
convexas. El primero, genericamente, siempre garantiza que la equivalencia entre ¢l probiema original v
el probiema reiajado es dada esenciaimente con una condicion de principio de minimo. Mientras que ef
segundo, es consecuencia dei teorema de separacion para conjuntos convexcs; garantizando la
equivalencia entre ¢l probiema original v ¢l relajado por una condicion de principio de minimo.

3.6.1. El problema de optimizacion de proceses a eventos discretos
Consideremos el siguiente problema de optimizacién

x(k+)=A(u(k))x{k)+b(u(k)), x(0)=0 (

donde A:{-L1}" - R™, b:{-11}" —R", son funciones de dominio finito, definido sobre el conjunto

(VS

34)

{— l,i}m de los vértices del hipercubc de dimensién m, La funcion de costo es definida por @:R" 5 R,
como J(x,u)=0(x(X)).

Abora, el objetivo es hallar una secuencia u (0),u {1),---,u"(X-1), tal que, para la trayectoria
correspondiente x (0),x (1),--,x"(K), se cumpla:

I(X’,u') = (D(x' (K)) < (D(*((K)) =J(xu),
para tedo u(90),u{l),--- u{X-1).

La de trayectoria  varada  x,{0),x,{1),-x,{X) v la  trayectoria  dual
¢, (i+1),9,,(i+2),,9,,(X)correspondientes estan dadas por

x,, (k) =x"(k), k<i,
x;, (i+1)=A(u)x" (i) +b(u),
X, (k+1) = A (0" (k))x,, (k) +b(u"(K)), k>i y

0 (1) =A(u (1)) @ (c+1), ,0(K)=RO(x (K):x,, (K)), ki,
donde

RO(x’ (K);X(K))=j;grad®(x‘ (K)+t(x,, (K) - x"(K)))dt .

Entonces el criterio de optimalidad es la desigualdad:

(0 G+ DA (@))% () +5(u" (1)) < (@ (1) AL0)x" () +b(w)),

L)
i

[ o]

o
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paratcdo i v u.

Aqui la reiz;acion ¢ define 2n la dinamica para :. v medida de prebabiiidad P={p{u)), ue{-L1}": de

fa siguiente manera. La travectoria X, (0),x;, (1},---.x,; (X}, se definen por:
X, {k)=x"(k), k<1,

xp(i+1)= 2 p(w)(A(n)x (k) +b{u)),
xip (k1) = A{u" (1)), (x) £ b{u" (X)), ki
El probiema de relajacién consiste 2n poder obtener una condicién tai que:
o(x" (X)) min O(x (X)), =min O(x,2 (X))

u(k)e{~1 Pe

se cumpla.

3.5.2 Resuitades

Empecemos esta seccién dando algunas observaciones v lemas necesarios para los principales resultados
que obtuvimos.
CObservemos, que si P=P, , es decir
(1, u=v

o, ()= """
[0, u=v,
entonces x5 {k)=x, (k).
La trayectoria dual correspondiente, en este caso, se define como:

aT .,
P (k)=A(u (k}) P,p (k+1), P (K):RCD(X (K);xi,P(K))
Lema 3.3: Si OSzcix(i), con Zx(i)zl, x{i)20, entonces 0<c;.

Prueba
Por ¢l absurdo, supongamos que ¢, <0, entonces, dado que

. 1 1=,
X0(1>:{0 111)
R

entonces 0< ‘}_'oxo (i\- =¢. <0, es una contradiccicn.
wnd 1 / ip

Lema 3.4: Si x,,(k) es la trayectoria del i-esimo problema relajado por P=(p(u)) y x;,(k)es la
solucion del problema perturbado en ¢l paso i por u, entonces :

x,p (k)= p(u) x,, (k), k=i+1,--- K. (3.35)
Prueba
Por definicion
X, (i+)= A(u}x' 1)+ b(u),
y

% (i+1) = Tp(u) (A)x' @) +b(u))=Tp(w) x,, (i +1).

3- 30
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~ A

entonces (3.33)es valido para i+1. Suponiendo por induccion matematica que (3.35) es valido para
k, entonces para k+1,

x5 (K + 1) = A{u" (X)) %, (X)+ b{u" (X)) =
g \' » N
—Au (k))(;p(u}xi’v (6) [+ o(u(4)
=> p(u)(A (u' (‘(}) x, (X)+ b(u' (k)j} =3 plukx,, (k+1ao

Teorema 3.6: Si ®es concava, es decir, si paratedo A, p=0, A+u=1, con x,y € R", se cumple que
AD(x) +u®(y) S O{Ax +uy),

entonces el problema relajado v el problema original tienen el mismo mimmo. Es decir, si

u (0),u" (1), u (K-1),es¢l co;ltrol optimo, entonces , para cada i fijo, el i-esimo probiema relajado
min®{x;, (K)),
tiene ¢l minimo en P. () definido por
1 u=u’ (i),

Py (0) = {o uzu (i),

con @, el adjunto de x; .

Prueba
Primero demostraremos la igualdad

(x,, (K)) - 0(x (K)) = Zp(a)@ (1. (A Q) (1) + b)) - (A(w ()% (1) +b(u"())))
(D( P(K>> ( )): ( (K>7‘19(K))( 1P(K) X (K)) <1.P(K)’Xi,P(K)_X'(K>>
(02 () A0 (K=1))x,; (K -1)+ b0 (K- 1))~ A(w" (K- 1))x (K =1)-b{u’ (K -1)) =
(A (&) 00 (K)x,0 (K1) - K (R=1)) = (00 (K1) (K =1) =5 (R = D)) =
={e.

il

"

i+ xp (I+])-x (14—1)>
(02 6. Zp (AW () 5(0) - (A D) ()+0(u () -
=;p(u)<q>u,(i+1),(_A(u)x'(i)+b(u)),—(A(u'(i)) (1)+b ) (3.36)

Ahora supongamos que ¢l i-esimo problema relajado tiene optimo en P.; @ Entonces

0<®(x;, (K))-0(x (K)),

y por la formula demostrada anteriormente

0< ;p(u)<q)i’y (i+1),(A)x () +b()) - (A(w ()x () +b(u" (1))
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para todo P, asi como tamoién para P =2, y w, {i+1)=0,, (i+1).
Por ol Lema 3 3, se tiene

(o, i+ DA () +b(a (i) < (o, (i(+1),A ()X (1) + () (337

A
siendo (3.37) el principic de minimo. sin necesidad de usar la concavidad o convexidac de @ .
Abora, supongamos Jque £l principio de minimo se cumpie.

Para una medida de probabilidad P={p{u)), muitipiiquemos la desigualdad (3.37) por p(u) v sumemos

para tedo v ={-1.1}" . Entonces

0 Szv:p(v)<(pl’v (i+D.(Aw)x (1) +v(w) - (A{w ({)x () +dp{a () =
=§v:p(v)<cpi,, (i+1).x, (i+])=x (i+1))=+=

= 2p()(0,, (K)x,, (K)=x (X)) = ZP(V)(Q(% (X)) - (' (K)))<
<[ Talvi, () |- To(10(x (59) =0(x., (0)-0(< ()

por lo que el minimo del probiema relajado es alcanzado en P ) Quedando demostrada la equivalencia

(i
entre ¢l problema original v el relajado. 0

3.6.3. Ejemplos
3.6.3.1. Ejempio 1
Considere el siguiente sistema lineal en x(k},

{x+D=Au{k)x(x)+o{u(k)), x{0)=¢
con funcién de costo lineal
O (x(X))={p.x(X)).
La aplicacion lineal <(p,x(K)> es concava (también puede ser convexa) por lo cual con el teorema

anterior el problema original y el problema relajado tienen el mismo minimo. Ademas las ecuaciones
duales son las mismas ya que la condicién inicial @(K)= ¢, es independiente de la perturbacion o de la
relajacion. Por lo cual en este caso el principio de minimo es de la forma clasica

(0(i+1),A(u (i))x (i) +b(u" (1)) - mén((p(i +1),A(u)x" (i) +b(u)> :
por lo que en la forma Hamiltoniana nos da

H(x"(i),u” (i), (i+1)) <H(x" (i),w,0(i+1))

Nota: el Hamiltoniano es definido como H(x,u,0)= <<p,A(u)x + b(u)> .
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3.6.3.2. £jemplo 2
Considere el mismo sistema lineal anterior

x{k+D)=Au(k))x{k)+b(u(x)), x(0)=%,
con funcion de costo cuadratica de la forma

(x(X)) =(Qx(X),x{X)),
v las mismas consideraciones tanto para el sistema perturbado como para el relajado.

Entonces

k]

o(x;, (X)) - 0lx" (X)) = z;_p(uxtpm (i+1), A(a)x () +b(w)-A(u"())x" () +b(u" (i) 339

Supongamos que v es tal que
1, u=v,

iy (4)= {0, uFv.

Si 0< Cb(xi,v (K))~ d)(x' (K)) , (principio de minimo), ® es suave en x (X) y es convexo, entonces ¢l
hiperplano tangente que separa en x {X) el cuerpo convexo {x:@(rg}_é(D(x'(K))} de los punto;
x,,(X), también separa de la capsula convexa los puntos {x' (K),x, (K),ve {—l,l}m}, es decir el

punto x;,(K)= Zp(u> x;, (X).

Por lo cual, (D(X,;P (K)) >0 (x' (K)) , €5 un valor separador. Asi

0= d(x,, (X))-d(x'(X))= cb{;p(v) X, (K)\J—ib(x' (X)),

el valor de los dos problemas es equivalente.

El desarrollo anterior se describe graficamente en la signiente figura.

(Qx,x) < (Qx' (K).x'(K)

Figura 3.3: Significado geométrico de 1a relajacién

(V5]
[}
L)
LI



Capituio 3

3.7. Conclusiones

s Fl principio de minimo descompcne ¢l problema de optimizacion global en sub-problemas de
optimizacion caracterizados por un comjunte de desigualdades variacionaies {ccondicion
necesaria).

» Pama ¢btener la solucicn del conjunto de desiguaidades varacicnaies, 2s necesar:o aplicar un
algoritmo basado en el calcule simbélico. Este puese ser considerado como una generalizacién
de la zcuacion de Ricatti.

» Como nuestro métedo es una extension de las técnicas analiticas aplicadas a sistemas continucs,
ella puede ser aplicada a los sistemas continucs ¢ aibnidos sin ninguna hipdtesis adicicnal de
convexidad scbre la parte discreta del medeio.

» La mayoria de los probiemas de optimizacién discretos, no escapan al uso de métedos de
optimizacién combinatoria, que ¢n principio son sensibles a la compiejidad computacional. Asi,
en este trabajo rctomamos la idea del uso del método relajaciéon sobre dominios finitos
conducente a la transformacion de problema discretos en la formulacion clasica, la cual provee
una via para resoiver el probiema de optimizacién. Asi. aqui para una familia particuiar de
procesos discretos como lo son Ios precesos lineales en ¢l estado equipados con funcicnes de
costo concavas 0 convexas, obtenemos una condicion de equivalencia entre el optimo relajado v
¢l optimo del probiema original en la forma de principio de minimo. Para ¢l caso con funciones
de costo lineai !a condicién obtenida es una condicion de principio de minimo clasica.



Capitulo 4
PROGRAMACION DINAMICA PARAMETRICA

En csic capitulo tomarcmos 2i enfogue de programacion disamica (PD), prescnwremos ¢f case
continuo de !a ecuacion de Bellman v el caso discreto. Yiendo este Gitimo de auestro particular miercs
va que se propone v desarrolla un aigeritmo en donde, “1ina explicita expresion paramétrica dei contrai
optimo en forma de lazo cerrado ¢s obtenida.

Asi la descomnosicion del problema de optimizacidn original ¢n subproblemas que ¢s la caracteristica
mas resaltante del metodo de PD sera aqui explotada. En ol caso discreto ia sclucién de cadauno de
los subproblemas corresponde a la sclucién de la ecuacion de Beilman en cada una de las stapas,
donde un controi éptimo es requerido.

Aqui mostraremos como el algonitrno SCDO, presentado en ¢f capitulo 2, permite obtener fa sclucion
explicita en cada etapa, cuando el metodo de PD Discreta (PDD) es usado. El hecho de que ¢f
algoritmo SCDO osie basado en 21 calenlo formal, da la potencialidad de iniroducir parametros
£xogenos tanto en las restricciones {sistema o proceso) como on la funcional de costo del problema de
optumizacién planteado. Por lo que una xpresicn explicita, en los parametros exogenos v en el estado
del sistema, del control es obtenida. Asi 2l problema de sintesis es resuelto. ,

El uso del algoritmo SCDO, para la resolucién de cada etapa cuando el método de PDD es usado.
conforma un algoritmo al cual se ha denominado PDPA.

4.1, 1.2 Fouacion ge Bellman v ia fancidén valuada
g.d. dua LLUVACION G DIlinan Y ia 1uLdion vailiada

Nuestras consideraciones seran principalmente dedicadas a los sistemas de control descritos nor

I € ul) = (x(D u(thdt +~ Gx(T)) “.2)

6
C . “ - . . ) .
cuando T<+:w. Si ef intervalo de control es [O, +01, entonces la funcion de costo cambia a

J ()= | ex®ud. @3)

Nuesiro prop0siio serd encontrar un control u (.) tai que para todos {os controies admisibies u(.) se
satisfaga '

I Eu () <TEul)) (4.9
JEU () <IEu(). (4.5)

Hay basicamente dos métodos para encontrar controles que minimizan la funcional de costo (4.2) v
{4.3). Uno de ellos encaja en un problema de minimizacion dado en una familia parametrizada de
problemas similares. La inclusién podria ser 1al que =l valor minimo, como nna funcién de los
parameiros, satisfaga una relacion anaiitica. Si el parametro seleccionado ¢s la condicién inicial v ia
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lcngitud del intervaio de control es constante, entonces ef minine vador d¢ 'a funcional
Hlamada la func:cn vaiuads v la relacion analitica la ecuacidon de Zeilman. Coneciendo la sciucion de
ia ecuacion de Bellman uno puede sncontrar una estrategia optima en forma de laze cerrade de
conrrol.

El :irn métode deva a las condiciones necssanas soore ¢l '*cn'mc. lazo abierto, cstrutegia formuinda en
‘a forma asi llamado Principio de Méaximo. descubierto por L. Zentrsaguin v sus coiaboradores. Ellas
pueden ser obtenidas {pera ef caso simple; considerando una familia sarametrizada de centroles v el
correspondiente vaior de ia funcion de costo {4.2). Este método fue tratado =n detaile en el capituio
anterior.

T

Asuma 7ue 2l espacio de estado X de un sistema de control es un subconjunto abierto de R v sea U
el subconjunto de parimetros de control incluidos en R™. Asuma que las funciones £ g v C sen
continuas en XxU y X rzspectivamente.

Teorema 4.1 Asuma sue una “uncién real W{.,.), detinida v continua sobre [0, TIxX_ es de clase
C'sobre [0,T]xX v satisface la vcuacién

cW oL . \ .
(8 =inf (2Cew)+ (W, (1), F(x )}, (£2)e (0, T)x X, (4.6)
ct uel
con la condicién de borde
W(0,5)=G(@), £eX .7
{1) Si u() es un control v x(.) la soiucion X-valuada absolutamente connnua de (4. 1), tenemos
que
IAEu0)= W(T,g). (4.8)
(i1) Asuma que para una cierta funcién ¥ [0, T]x X — U:
g(&,9(1,8)+ (W (1), 5 (5,91 D)) <g(&u) +{(W,(LE.F (Eu)). (49

v que X es una solucién X-vaiuada absoiutamente continua de la ecuacion

—:;‘(tt)z f{x(t ),‘?/(T—t,i:(z)}}, <[0T,

(0¥

(4.10)

entonces, el control 4(t)=v(T—1,%X( i)), con te [0,T7, satisface

J (ﬁ i) = W(T £).

Prucba. (i) Sea w(t) W(T tx(t)) te[O T] Entonces w() es una funcxon absolutamente

continua sobre un intervalo arbitrario [a,B] < (O, T) y

_(t) = —-—}( —t,x(t))+ (T—t,x(t'),gf-(t)]
dt (4.11)

=—%{T~t,x(t))+<.wg(l‘ - x().f (x(t),u())))

se cumple para al menos todo t €{0, T]. Por lo tanto, de {4.6) v (4.7) se tiene que:
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' N 5 o
W(T =8 x(B) W T-aux (o)) =w(B)-wle)= [ T a

[ Nty %))+ (W, {T - t.x(1),1 (~<(>u(t>})>J

2

g(tﬁ) u(t)) dt.

R T W R i,

Si @ v Btienden a0y T respectivamente, obtenemcs

T
G(x(T)-W(T,&)= ~jg(x{_t},u(t}) dt.
0
Esto prueba (1).

(i) En forma similar tomamos en cuenta {4.9), para ¢l control U vy la salida X, entonces

G(R(T))-W(T.8)=

j = (T—t, &(0)+(W, (T-t,ﬁ(z),f(ﬁ@),ﬁ(t}))ﬂ dt
.Ty g(x(1),a(t)) dt.

Por lo tanto 0

G(x(M)+ }; (%), 6(8)dt = W(T,8),

¢s la identidad requerida. o

{Observaciones
1. La ecuacion (4.6) es llamada la ecuacién diferencial en derivadas parciales de Belman 6
ecuacion funcional de la programacion dindmica. Del teorema 4.1 sigue, que sobre apropiadas

cendiciones, W(T,Ii) ¢s un valor minimo de la funcional J; (E_,, ) Aqui W es la funcién
valuada para el problema de minimizacién {(4.2).

2. Sea U(t, E,) ¢l conjunto de tocdos los parametros de contrel u e U para ¢l cual el infimo

sobre el lado derecho de (4.6) se logra. La funcién ¥(.,.) de la parte (ii) del teorema es un
selector de la funcion multievaluada U(.,.) en el sentido siguiente

v(t,8) e U(1,8), (1,€)e[0, T]xX.

Por lo tanto, para que la condicién del teorema sea satisfecha, tal selector no solo debe existir,
sino que ademas el lazo cerrado de la ecnacion (4.10) debe tener una solucién, absolutamente
continua, bien definida.

3. Un resultado similar se mantiene para la funcional de costo mads generél, siguiente

T
I: (& u0)) = e g (x(t), u(®)) dt +e "G (x(T)) . (4.12)
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4.2 Programacion Dinamica Discreta

La principal motivacicn es encontrar una trayecteria del conjunto de puntcs para una particular familia
de Sistema Dindmicos a Eventes Discretos sujeto a entradas de control v parametros exdgenos de
2veiuc:on.

=i entoque propuesto esta basado en el calculo formail. Este usa la tcnica de programacién dinamica
sunte con iz adecuacion de: algoritme SCDO para generar las expresiones explicitas (simbolico
parameétricas} de ia secuercia de contrei optimo.

El aigoritmo SCDO cbtiere irerativamente la sclucion éptima formal de un probiema de minimizacion
scbre un conjunto fnito de¢ varables Booleanas. En cada etapa del método de programacicn dinamica,
el algonitmo SCDO ¢s usado para cbtener la expresion explicita (simboélica) de la secuencia de control
optimo v consecucnicmente, [a travectoria que describe la sucssion Optima de estados discretos desde
¢l estado actualmente evaluado. La secuencia déptima de control ¢s cbtenida en la ctapa final del
algeritmo el cual corresponde 2 la sustitucién del estado micial del sistema en las expresiones
obrenidas.

Como el método de Programacion Dindmica £s un método de descomposicion directa en donde se
reemplaza la optimizacion de una funcién de varias variables por la resolucion recursiva del problema
de optimizacion de una scia varabie entonces, la programacién dinamica provee un métedo e
optimizacién multietapa a través de la resolucién de la ecuacion funcional:

J (%, p) = n}lm fe(xeue )+ (x, P} = n}]in {ec(xu P+l (x,uLp) ), (413)
para k=K hasta 0, con la condicién terminal:

T (X, p) =cx (x¢,p). (4.14)

Clasicamente, el control optimo de la altima etapa vy fa funcién de costo dada por (4.14) son evaluados
primero v ¢l algonitmo de programacion dinamica es aplicado hacia atras, usando la ecunacion de
optimalidad (4.13). Por construccién J,,,(X,,,,p), es el costo optimo “para-ir-a” desde el estado
Xy, enperiodo k+1.

En ¢l enfoque paramétrico prepuesto, la evaluacion se realiza en cada stapa va el método properciona
las expresiones formales del control Optimo actual, u,, y por ende la del costo optimo actual,

J, {x,.p), que dependen del estado actual v de los parametros exogenos. Asi, el método preduce un

control realimentado optimo: u' (x¢,p), v el valor de la funcidn objetivo J,{x,,p).

Debido a la caracteristica discreta del conjunto de los estados y de las decisiones, la resolucion de la
ecuacion funcional (4.13) contiene una enumeracion y una evaluacién implicitas de todos los caminos
asociados a posibles trayectorias. Sin embargo, no hay necesidad de enumerar todos los valores
posibles de los parametros. Esta es la principal ventaja de usar expresiones simbélicas en forma
cerrada del control optimo y el valor 6ptimo de Ia funcién en cada etapa.

4.3. Un enfoque simbdlico

El objetivo es poder obtener una expresion formal de la secuencia de control éptimo. La principal
motivacion para tal enfoque es que muchos problemas de optimizacion no pueden ser representados
por una tnica formulacién numérica. En tales problemas, el modelo, la secuencia de control y la
funcional de costo contienen pardmetros exogenos en sus expresiones. Estos pardmetros exogenos
gobiernan el comportamiento del sistema y la solucion del problema. A pesar de sus ventajas en los
términos de la informacion contenida en su expresién, los modelos paramétricos no son muy usados en
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optimizacion, porque ¢l calculo clasico no puede ficilmente extraer informacidn de las expresiones
parameétricas.

4.3.1. Modelo de optimizacién dinamica

Considere i grafico de la Figura 4.1, Este describe una secuencia de estades discretos, i el cual
pertenecen al conjunto X, sobre la accion de controi uy en Uy, Adicionalmente, los costos asociados
con la transicion stén definido por ¢y = ¢, (X, 1y ).

Xy Xy
Uor> Conn u A1y

‘ o' x-125 Cx112
Ror L gy, Cony l\\ b
. O>—Q Xqs \'\\ Y11 Oxam |
A OZQ/\ Ho15 Cop1 \O\ ik
Ugss Coy O X3 o—
X
Kon, K-ing-1 Kia
O .
o
uOmg > COﬂ@o Xlnl uK—l My, ? CK-lmK_l

Figura 4.1: Trayectorias descritas por una secuencia de estados discretes en etapas .
Una de las caracteristicas basicas de los grafos considerados es que el conjunto de transiciones pueden
ser perfectamente particionados en etapas. Esta propiedad permite descomponer los estadcs en etapas
con sus controles admisibles v sus estados futuros. Muchos sistemas a eventos discretos pueden ser
descritos por graficos multietapas directamente o por la aplicacion de técnicas tales como la
presentada en [JG89Y.

Puede observarse que, en el caso paramétrico, la programacién dinamica estandar no puede ser
aplicada sin evaluacion ¢ enumeracion de los todos valores posibles de los pardmetros. Ademas, la
secuencia de control no se puede obtener directamente desde ¢l calculo recursivo de la ecuacion
funcional.

Si, nosotros consideramos las ecuaciones (4.13) v (4.14) el problema de programacion dinamica puede
ser reformulado a través de la resolucién de la ecuacion funcionai:

}k(xk:p):u })‘Pk(Xk:uly-"aumk:p)+Jk+l(fk(kauh"'yumk >p):~p)} (415)

1 Uiy ef-1,1
para k=K-1 hasta 0, con condicion terminal:

Tx (¢¢,p) = Cy (x¢5D), (4.16)

ya que usamos el Lema 2.1y 2.2, del Capitulo 2, de tal manera que se pueda construir un modelo de
optimizacion dinamica. " C

Asi, la secuencia de control sera entonces calculada formalmente de la ecuacion funcional paramétrica
asociada.

El sistema dinamico definido por ¢l grafo de la Figura 4.1, es especificado por la quintupla

G(U,X,P,F(,)), 4.17)
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donde, dado que el Lema 2.1 es aplicado, U= U, U, 1.11‘“" 277 < Card(U, ) <2™ | g5 2l
conjunto no vacio de entrzdas. Uno entrada o una secuencia de entradas representan ia accion gue se
tcma parz  aplicar uma  decisién  basada en uma evaiuacién, X=uUX,. K, -1,
27t < Carei X, 327, es el conpunto 20 vaci6 de estades posibles cel sistema, v P ¢s <l conjunto de
zosibles vaiores para i vector de parametros p.

3in perder reneralidad, scdemos suponer que u, € & L™y x, = -1i™  En caso contrario una
ceension como la desertz en el lema 2.2 se da a cominuacién. Consideremcs ef control

e 1 11, - f___l }}m,(,_;

Q= LI, L Uy, Ey con los correspondientes sstades x,e{-L1Y, ...

<o £ L1 Definimes

FoixuysixeX, vuzU,,
+1(p)*1. (X, P?—

fixupysixgX, o
La funcion de transicién de estado fk:{—llj"‘x{ H}m‘ ><P—W~‘sl}“““, k=0,1.....K-1, tene
componenies
r 7
fteup=S8ign) ¥ 0¥ f sy uB' m’;* L 4.18)
[ae 0, 1™ gefo,1j™ 3
parai=12,...n.,, ¥
o LI L™ x P> R, k=0,1,... K-,
e, up)= > > Caipx" ‘(::“ ul Xi’: s

aef0,1}7k pefo.1f™

con la funcién de costo ¢y 1 X xP =R,

c{xp)= X o (PXx
ik

k

bl

Definimos la funciér: de costo extendida

. ic, {mu,p) sixeX, vuel,,
¢ (xu,p)= .
{0 sixgX, oug U,

Entonces las scluciones minimas del problema extendido son cbviamente i1guales que las del original.
El problema de la optimizacién se puede entonces formular como sigue:

Minimize J(x,,u,, -, Ux_;,P) , (4.19)

Ug, Uy, Ugy
sujeto a: ,
X = F(x5u,,p), for k=01, K. (4.20)

con x, € LI, u, e -1, 1™

Asi, una adecuacion del algoritmo SCDO, descrito en ¢l capitulo 2, serd desarrcllado para obtener el
éptimo en cada etapa, esto es, obtener las expresiones simbélicas del control optimo en cada etapa
optima. La programacion dinamica paramétrica se puede entonces aplicar a los sistemas descritos por
transiciones como en (4.20).
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4.3.2. Optimizacién simbélica en el paso k

Como hemos dicho, el enfcque simbdiico propuesto debe hacer la evaiuacion en cada ctapa del
proceso de optimizacion, por lo que aqui presentamos ¢l procedimiento a seguir para hacer dicha
evaluacion. La evaluacion estd dada por la toma de decisiones de forma binaria o muitiple. Ambas
maneras de toma de decision se desarrollan. S¢ resaita ¢l hecho de que la forma “muitipie decision” se
puede efectuar por dos enfoques. El segundo znfcque de “sscogencia muitiple” permite usar el
algoritmo SCDQ, asi la usando SCDO cenileva al aigeritmo propuesto, denomizado PDPA.

4.3.2.1. Escogencia binaria

Aqui, describimos el método basico de la optimizacién de una stapa para el caso de una decisién
simpie binana. El medeio esta representado por el siguiente grafico.

Uy 1 Cp ()

/‘O X115 9141 Saca11> D)
Xus . .
N O\‘C‘ K125 911 {Ki4125D)

Uy s, S5 {P)

Figura 4.2: Grafo para ¢l caso de una simple decision binaria

Usando el lema 2.2, u, = {ukl,ukg} es reemplazada por i,  {~1,1}. Entonces, consideremos
T (. p) =min{J(xy ~1p).J(x. 1. p)). @21
k
como la representacién formal de la toma de decision en el paso k, con

T (xgmLp)=cw (@ + 1 (2e0), T Xshp) =0 (P)+ T (R D) (4.22)

Asi, obtenemos la siguiente tabla de transicién para el estado x,; .

Xkl Uk Uk jk (xk .D)
X1 Uy -1 H(x,~Lp)
Xys12 Uy, 1 J(xy,Lp)

Tabla 4.1: Tabla de transicion para el estado x;
Aplicando ¢l lema 2.1, la expresion simbolica del control en coordenadas {-1,1} es
Uy (X,,p) = Sign(ck (X>=Lp) = ¢, (X4,L ) + I (K1 P~ T (Ko ,p)) . C(423)

Por lo tanto en coordenadas originales la expresion del control optimo es dado por:
uf =u—;’(l—’ﬁk)+9—§l(l+ﬁk). (4.24)
4.3.2.2. Escogencia multiple

Consideremos el caso cuando una escogencia miltiple es dada, como lo muestra en la figura 4.3 con
Jyp) =y + I (X j>P), =L s My

-1
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e X1 dx{(P)
//. ’
// uk?.
Xy Q/M“:’ Kyar2 952 (P)
Ay,
\ {

A 7 { )
| = S+l JisiP)

u % ."Ak

E

Xica My > 1M (P)

Figura 4.3: Crafo del casc zeneral

Primer enfoque: Descomposicion en escalera

La descomposicién en escalera del grafo de la figura 4.3 es representado en la figura 4.4,

Hyy

/.f‘\xk+11.~5k;(P}

o/

X O

. /{}ka:j (P
x//

i of
A Xiin
uk3 Al o

/ {
~ {7 B My J K M-t (P
Xiinve-2 )

|

N

".1 1, ~, )
KMy Xy Tk M, @

Figura 4.4: Descomposicion en escalera

Usando esta descomposicién, el caso de escogencia muitiple se puede resoiver como una secuencia de
casos de escogencia binaria.

Para ilustrar la técnica un ejemplo serd desarrollado. Consideremes el grafo de la figura 4.3, la
descomposicién en gscalera de este grafo es presentado en la figura 4.6.

Para simplificar los calculos, la técnica solo se aplica a x,,, €l mismo proceso se aplicaa X,,,y en
general se puede aplicar simultaneamente a ambos x,,, X,,.

La aplicacion del lema 2.1 a x,,, es descrito ahora en detalle. Las transiciones asociadas al estado x,
en el grafo de la figura 4.6 estan dadas en la siguiente tabla.

Xy uy Uk I (X, D)
Xe | By | J (xy,-Lp)
Xy U, |1 J (x,L,p)

Tabla 4.2: Tabla de transicion desde el estado X,
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Capituic 4

Aunque gsta descomposicién aumenta ¢i tamano del problema, proporciona una técnica simple pama
obtener el control dptime en ¢} paso k.

Segundo enfoque: Forma vectorial, adecsiacion dz! algoritmo SCDO

En este enfoque todas las vanabies de decision binaria del paso X son consideradas simultaneamente.
Para M, = 2™ posibles escogencias en &f sstado, x, = - 11}™ | las transiciones son presentadas en la
tabla 4.4.

La aplicacion iterativa de! Lema 2.1 {para cada 1, i=1. ..., my ) en =i caso de decision binaria donde
icdas las variabies son consideradas simuitaneamente 2s equivalente al problema descrito en 2.2
(Cptimizacion de funciones Boleanas). Por lo que 2l algoritmo SCDO puede ser aplicado como se
describe en 2.2.2. Asi las dos partes del algoritmo SCDO se detailan a continuacicén,

La primera parte, correspondiente al calculo simbolico hacia atras, consiste de m, pasos. En cada uno
de los m, pasos, el Lema 2.1. es usado para proveer la expresién simbdélica del valor dptimo de
uy; (ugy, .Uy ;.p). La segunda parte comienza cuando el valor de x. es conccido. Entonces

precedemes hacia delante para calcular la secuencia 6ptima (u,, {p)) para i=1,..., m, .

Kkl Uk gy ooy my Jk(fik,p)
k1 ny | oi-lesled Jalp
“(k+12 uk2 "1"1...“1 1 Jk:(p>

u i1 011

k2Tk jk,ﬁmk (p)

X‘;(H]’.'"k

Tabla 4.4: Tabla de transicion del estado X, , del grafo de la figura 4.3
Aplicando el algoritmo SCDO obtenemos:

Parte 1:
La funcién de costo para el paso k:

S0 (X, Do Uy ) = (X w0y, L p) H e (f (X uug, L p)Lp).

Calcular para i=0,...,m, -2
. .
Uy (X Pty Uy ) = Sign(g, (X Doty Uy =D =84 (X, Pty uy, 1),

— +
Biin (X, P Ul i) = 84 (XpG P Uy i Uy (X Do Uy, ).

Asi
u,(X,p)= Sign(gk,mk (x,,p,—D “Bim, (x,p, 1)) .

Parte 2
Asuma que el valor de x, es conocido. Entonces el control optimo es:

» * + *
ukl(xk7p) :ukl(xkap)y

v para i=2,..., m, , enemos gue

* » o N . * *
u’.;i(x‘.( s Uy sl P) =y X, Wy :"".‘ui«l:p) -
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Capirulo 4

Considere  J {xy.p) =cy{%.Dj

Para k=X-1 to 5, calcuiar

§ NI e e i -

Jk (\X =u‘;;7p) = me[c \X{;:p) TJ’,{-‘,-'\ (SN (‘““.vuk:p): p)j . {4— >
%

Como, g, (%,.1..p)=¢, {x. 0.2+, (£ (x..1..p),p). se aplica la ransiormacion diadica

(TD), lema 2.1, asto nos da:

".»‘ufcq>p/}+‘1:~lii<“~( > By '“7ukq>p)>p}’

. .
Y mw
2x (\X‘( Wps > Wy P )= S (X0 Wy

Se apiica ¢l algoritmo de optimizacion simboiica en ¢ paso . (4.3.2.), v 3e obtiene
VR - VYT s
Wy XD U L% P W 1%y, D)

>

donde
Uy (X, P) = 0y (XL Uy Uy, D)

Nota: Usando ¢l procedimiento de escogencia maltiple, g=M, —1 pasos son necesarios si el
primer enfoque {representacion en sscalera) es apiicado y g=m,, pasos st el segundo enfoque

{algoritmo SCDO) es aplicado. Con M, =2™.

Asi, obtenemos
Jilxug,p)=c (3, p) + I, {E (xu . php)=c (X, p) + L {x, p).

Si x; es conceido entonces, pedemos calcalar k=0 hasta X-1

* £ p B EY - & - * * * -~ * *
Uy (kap)zul: (Xk’p)r j‘xkaruk’p):Jk(xkrukrp)’ Xyt =If<(xk?uk7p>:

v finalmente obtenemos Jy (x;,p) =cy (x\p> T3 (Xg.p) =y {Xx.D)

4.3. Ejemplo
Considere el sistema dindmico paramétrico discreto, x(k +1) =1, (x(k), u(k), p), x(0)=&,conpe R,

y X=X =X, =L u=§11,

f,(x,u,p) = Sign((p+l)xu +px +3u+p’ -1),
Sign((0.5p% + p ~ 0.5)xu +(p* + 2p ~ Ix +
+(p> +2p+2u+2p° +4p+4

Sign{(0.5p* )xu + (0.25p* )x +
+(p? +p+2u+0.5p7 +0.5p +1)

fi{x,u,p)=

El problema de control optimo es definido por:

min_{g, (x(0), u(0), p)+ g, (x(D),u()), p)+Glx, (2).x. 2, p )}

u(0)u(l)
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donde

Zo{x,1,p) ={1+ 0 +03x+{p+0. ‘02)u +9,
2, p)=(p” —0.5)xu+(p” +p)x+(p° +p+0.Mu+1,
G(xy, %2, D) = {1+ D+ 2p7)x +{p” + x5 +9°.

Aplicando PDPA, cbtenemos

J (x(D, p) = min g, (e(D,u(D. 0)+ G2, )}, T, (x(0), ) = min fg, (x{0), u(0). ) + J, (x(D. p)}.
Por aubstltucxon
J,G(D.p) = min {(p* ~ 0.5)x(Du®) + (o + p)x(D + (o +p+ 0D + L+ (1+p+ 2p)*
Sign ]: (0.3p" +p—0.3)x(Du®) + (p* + 2p - Dx(1) +{(p*> +2p + Du(l) + 2p° + 4p + 4: +

+Hp +D* Sign[(O.Sp:)x(l)u(l) +{0.25p")x (1) +(p° + p+Du(l) +.05p> +0.3p + ;] + p:}
se puede verificar que para pe R*
» Sign{(0.5p” +p - 0.5)x(Du(l) + (p* +2p - Dx(D+(p? + 2p + Du(l) + 2p* +4dp + 4|=1

» Sign{(o.:'p3 x(Hu) + (0.25p)x(D+(p* +p+ Du(l) +0.5p* +0.3p + 1}: u()

En este caso, J, puede ser simplificado como sigue:
Jx(W,p) = I:n(i]l)l‘%pz =-0.5)x(DuH + (pz +yx(D) 4—(21:)2 +p+1u)+2+p+ BpZ)}

Asi, el control éptimo paramétrico es u, (x(1),p) = —Sign[(p2 -0.3)x()+(2p° +p+ 1.5)}.
El valor optimo de J, es

I x),p) = %—g(p° —0.3)x()+(2p* +p+1.3)+(p° +p)x(D+(2+p +3p2>}.

Por substitucion, el valor dptimo de J, es:
J5(x(0), p) =min {1+ p)x(0)u+0.5%(0) +(p+0.5p" u+p+ {—’(p2 -0.5)Sign{(p+ Dx(O)u +
px(0) +3u +p’ —1) +2p° +p+ 1.5|} +{(p* +p)
Sign[(p + Dx(0)u + px(0) + 3u+p* - 1} +3p° +p+ 2},
Asi, el control 6ptimo paramétrico es
u; (x(0), p) =Sign[ -2((t +PIX(0)-20+0.59")+ (" + p){slgu[~x(0) +p° -4]- Sign[(2p+ Dx +p* + 2]}+

+ I(p - 0.5)S:gn[(2p +DX(0)+p% + 2]+2p +p+ l.5]—|(p - 0.5)Slgn[—x(0) +p’ —4]+2p” +p +1.5|].
Entonces, para x (0) dado

u* (0) = (x* (0), p), x" (1) = Sign(p + Dx(O)" (0)+ px(0) +3u’ (0) +p* -1},
HCW,p) =3 x" (1), p),

u} (x" (), p) = ~Sigal(p* ~ 0.5)x" () + (2p? +p +1.5)]

413



Capituio 4

(Sign{(0.50% + p—0.5)x"Wu" (O +
+(p* +2p-Dx"(D)
(2= +(p* = 2p+2u" (D +2p° +4p+4}

Si,m((O-fpz)x' Du" (D +(0.235p")x (D +
+ip7+p+Du (D+0.3p° +0.3p+ ';}

\

2, p) =G (), X7 (2),p).
£l control optimo v la trayectoria optima para p=0 s como sigue
» Six (1) =<1, entonces u (1), =-1.

» Six,{0)=-1, eatonces u'(0), =1,y si x;(0)=1, entonces u (0), =-1.
E1 control dptimo vy la travectoria éptima para p=3 s como sigue
» Six"(I) =21, entonces u” (1) =-1.

» Si x"{0)==1, entonces u (0), =-1.

Las representacion grafica para p=0 y p=3 en las Figuras 8 v 9 respectivamente.

x(0) x(H x(2) x(0) x(1) x(2)

@
G

-1
- Q\
\4
1.-1 3 -

1
@ @
Figura 4.8: Grafo con p=0 Figura 4.9: Grafo con p=3

Es claro que la estructura del grafo puede cambiar con cambio en ¢! parametro p, ¢n cual es una gran
dificuitad en los procedimientos clasicos.

4.6, Conclusiones

e Lacombinacion de la programacion dinamica con calculo formal es un enfoque prometedor €n
la caso de sistemas dinamicos conducidos por parametros exogenos de evolucion. El hecho de
que pocos autores han explorado este enfoque es probablemente debido a la complejidad
combinatoria de la programacion dinamica, junto con la dificultad para proporcionar las
expresiones explicitas para el control optimo y para la funcién valuada. Sin embargo, estas
limitaciones se pueden superar para algunas clases de los sistemas discretos y sistema a
eventos discretos. Adicionalmente presenta una sustancial ventaja sobre el procedimiento
clasico.

o En detalle se ha mostrado, que para los sistemas de decisién multi-ctapa, el costo optimo y los

controles optimos se pueden obtener n forma cerrada simbéiica, permitiendo ser facilmente
implantables en muchas situaciones en las cuales se consideran parametros exégenos.
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CONCLUSIONES GENERALES

El desarrollo de esta tesis sc centra en la optimizacion de Sistcmas Dinamicos a Evenios Discreios
scbre dominios finitos. Para tal fin, se abordaron los dos principios basicos de la optimizacicn: “El
Principio de Minimo™ v ““la Programacion Dinamica”. Sobre cada uno de clles, una extension
basado cn ¢l calculo formai se realizo considerando dominios de definicién finites y parametros
exdgenos de evolucion. El resultado de estas extensiones es la secuencia explicita de controles

Sptimos ¢n funcion del estado v parametros cxégenos de evoiucion.

Para ambas extensiones modeios formales del proceso v de la funcién de costos se requieren, para
ello, en esta tesis se muestra como sobre dos familias particulares de Sistema a Eventos Discretos:
“Lenguajes formales” v “Automatas de estado finito”, obtenemos modelos formales. En principio,
las f¢cnicas mostradas aqui para obtcncr modcios formales, pucden aplicarsc scbre las
representaciones naturaies va conocidas de Sistemas Dinamicos a Eventos Discretos. Asi, sobre
lenguajes formales, el modelo formal se obtuvo a través de sistemas dinamicos inducidos por
concatcnacion. Ademas, se¢ muestran como obtener una realizacion mintma det medclo. Sobre los
procesos descritos por autdmatas de estado finito, ¢l modelo formal se die a través de una
descripcion via interpolacion {interpolacion de Lagrange), sobre la representacion del autdomata
{conexion de nedos por arcos), por 1o que un sistema dinamico con lado derecho polindmico se
obtuvo.

La extension que rcalizamos al  Principio de Minimo es para procesos a eventos discretos sobre
dominios finitos, para ello el gradiente es sustituido por el residuo de Tavior formal algebraico, de
tal manera que nuestra extension se reformula de forma andloga como ¢! Principio de Minimo. La
extension no cucnta con ningun criterio de convexidad pero, esto conlleva a que ¢l control vanado
aparczea cn la ccuacion dual. El resuitado de la extensién la presentamos en la forma de un
teorema {Teorema 3.3) en donde la condicién de optimalidad (condicidn necesaria), es una
desigualdad variacional en términos dei controi optimo u {.). ¢l control variado v v ¢l estade
aparece como parametro. Como hecho curiose para el proceso a eventos discretos y para la
ecuacion dual el formalismo Hamiltoniano se cumple como en la fisica.

La solucion de la desigualdad variacional anterior conduce al valor de control optimo requerido,
pero como es sabido no existe un unico meétodo para resolver tal desigualdad v en nuestro ¢aso
como la desigualdad estd paramétrizada por ¢l estado no se conocen métodos que permitan
obtener una solucidn, sin antes realizar una evaluacion del parametros. Es por ello que
desarrotlamos un algoritmo que permite obtener de forma simbolica (paramétrica) los minimos de
una funcion cuyo dominio de definicion es el hypercubo con vértices {~ 1,1}" . A este algontmo lo
hemos denominado SCDO. Asi, para la resolucion de la desigualdad vanacional parametrizada en
¢l estado, construimos un procedimiento para calcular un minimo sobre el control variado y un
maximo sobre el control Optimo de tal manera que el resultado es la expresion simbolica del
control optimo en funcion del estado. A este procedimiento lo hemos denominado Min-Max. Para
¢l calculo del maximo y ¢l minimo se debe rcalizar wna transformacion sobre el dominio de
definicion del control variado vy del control 6ptimo (como por ejemplo la transformacion diddica)
con ¢l fin de utilizar cl algoritmo SCDO.

La extension realizada en el método de programacion dinamica, consistio en utilizar en cada ctapa
del proceso de optimizacion definido sobre conjuntos finitos, el algoritmo SCDO, para obtener la
expresion explicita del control éptimo en cada ctapa.



{Conciusiones

Debido a la naturaleza simbdlica del algoritmo SCDQ, es posible incorporar parametros exogenos
de evolucion tanto en ia definicion del proceso a eventos discretos como a la funcion de costo.

Como la mavoria de los nroblemas de cptimizacién discretos, no escapan al uso de métodos de
optimizacion combinatoria, que en principio son sensibles a la compiejidad computacicnal. En
¢sta tesis, como tépico adicional retomamos la idea del uso del método relajacién sobre dominics
finitcs conducente a la transformacion de probiema discretos en la formulacion clasica, la cual
provee una via para resoiver €l problema de optimizacion. Asi, aqui para una familia particalar de
procesos discretos como lo sen los procesos lineales en el estado equipades con funciones de costo
céncavas 0 convexas, obtenemos una condicion de equivaiencia entre el optimo relajado v el
optimo del problema original en la forma de principio <fe minimo. Para ¢l caso con funciones de
costo lineal la condicién que obtuvimos es una condicicn de principio de minimo clésica.

En cuanto a las perspectivas pcdemos decir que un campo que expiorar ¢s ampliar a otras clases
de familias de sistemas a eventos discretos las técnmicas de optimizacién paramétrica aqui
desarrolladas. Una posible aplicacion directa es que estas técnicas sean usadas en los procescs de
ayuda a la toma de decisiones en sistemas de control supervisorio. Otro campo abierto, es la
extensién del métedo de relajacion a una amplia gamma de procesos y funciones de costo.
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Fundamentos sobre Leguajes Formales v Realizacion Minima

Definiciones
Aifabeto:  Comunto finito de letras o caracteres que perfenecen a  un  espacio
particular 2 = {a,b, c,...}. .
Palabra: Se define como una secuencia finita de letras o caracteres w,; w,,... W , pertenecientes a
un atfabeto.

Palabra vacia: Se define como aqueila palabra que no contiene ninguna letra v se representa
como 9.

* "~ b o~ . .. 11 . b ., o . . - . % ’
{2": Se define como el conjunto de todas las palabras de iongitud finita inchiida ia paiabra vacia,

Q" ={w,w,..w, 8} ‘

- ) ., - r * . 4
Lenguajes: constituye ¢l conjunto no vacio de palabras de 2 , entonces L es un lenguaje del
guday 3 p > guaj
oy . - N *
aifabeto £2, st L < £2°. Por gjemplo, L = {p, XY, vx}c Q.

{Operaciones:
Concatenacion: Es la unién o cnlace de palabras de un lenguaje, Q'xQ° — Q. Por gjemplo
Ll -
suponga que u,v €£2 con u=uu,.u, , v=v,v,.v,sedefine uv =uu,..u,v\v,..v;.

Asociatividad: Es la propiedad de agrupar palabras sin alterar ef resultado. Por ¢jemplo suponga
que u,v,W <L con u=u U,y , VEV,V,0V,, WS W, W, W, se define (uv)w=u(vw),

Conmutatividad: Se define cuando el orden de las palabras no afecta ¢l significado v solo se
cumple entre palabras especificas. Por gjemplo, la palabra vacia conmuta con cualquier palabra,

. . £ . . X
asi, si u=u,...u, €, entonces u0=0u, aqui 0 se comporta como unidad o clemento neutro.

Generalmente uv=vu, no cumple 1a conmutatividad, como caso particular si u=v, entonces si se
cumple.

Monoide: Es el conjunto2*de todas las palabras formadas de las letras de €2, respecto a la
concatenacién y el elemento neutro 6. Definido como (Q2*, concatenacion,d).

Propiedades del Alfabeto

Las propiedades del alfabeto se definen a partir del proceso P, siendo éste ¢l que transforma a todas las
palabras al mismo conjunto de salida Y. Esto es, P(u)=yeY. Por ejemplo, sea, si P: Q" > Y, se define
por P,(u) =y, Vu. Las palabras u,v € Q°, cumplen que P, (uw) =P, (vw)Vw .
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Distinguibilidad: Sean u,v < Q dcs paiabras. Si existe al mencs un w< Q' tal e
p(uw)s==p(vw), entcnces se dice que u, v scn distinguibles.

Indistinguibilidad: Si se tienen des palabras ny v tal que Vw = (2, s(uw)=p(vw), ¢ntcnces uy
v sen indistinguibies v se dencta uNv.

Simetria: Si se tene dos palabras tal que uNv = vNu, entonces se dice que uy v s simetrica.
Transitividad: St se fienen ‘res nalabras n, v ¥ z tal que uNv, vNz = uNz.

De o anterior se deduce que uNv, es una relacién de equivalencia denominada la equivalencia de Nercde.

Clase de Equivalencia
S« define al conjunto de las palabras que son indistinguibles deu = QQ°, denctandose cocmo Iﬂ cQ'vse
dice que es la clase definida por 1a palabra u. Asi v €[u] < uNv,[u] 3u. Por lo tanto debe cumplirse

los siguientes cascs:
fuj={v]
[u}m {v} =0.

Espacio de Estado: Se dice que X, el conjunto de las clases de equivalencia ¢s el espacio de estado y estd
constituido por ¢l conjunto de tcdas las clases de equivalencia de la relacion N, como sigue

X={x: x=[u]:ue§2’}.

K1 sistema dinamico inducido por la concatenacion:
Se define
9:XxY - X,
x=X, o(x.v) =[uv],
donde x=[u].
Se define [u] como [u]= {u,u', u”,...}, que significa el conjunto de todos los u que definen la misma
clase. Siendo : _
Lo, v) = uv],
2. dxv)=[uv].

Si s logra comprobar que 1y 2 son iguales desaparece. la.ambigiiedad. De lo contrario, la funcion esta
mal deﬁmda

Siuy u’son equivalentes entonces uNu' . ;Seran entonces uv, u'v md1stmgu1blm‘7 para ello hay que
concatenar por un w y comprobar que se cumple la siguiente relacion: : :

p((@v)w) =p((u'v)w) Yw = uvNu'v.
Si desarrollamos la relacion se tiene que p((uv)w) = p(u(vw)) = p(u” (vw)) = p((u ' v)w), por lo que
uvNu'v se cumple.

A-2
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Propiedades de la dindmica
s> Identidad, Sid(x,0) = d(Ju},9) = [u]=[u]=x.asi §(,8)=1d,
o o, vw) = d(ulvw) = [uvw)] = [(av)w]= diuv w) = (o, vIw).
Si un sistema cumple estas dos propiedades se dice que es un sistema dinamico.

Transformacion de estado inducida
b X=X, o, (x)=9(x,u)

Funcion de salida

Se define como 0. X = Y. o(x) = G([ub =p(u).

Si se cumple que uNu entonces se debe comprobar que o(x) = o( {u]) =p(u) =p(u’). Para esto, hav

que concatenar por w, tal que: p(uw) = p(u’w). Se puede observar que

p(u) =p(uq) = p(u’q) = p(u’).

En la Figura A.1 se presenta un diagrama resumen de las funciones anteriores descritas

X > X=>X->Y

Figura A.1: Diagrama Resumen

Estoes p, X=X, 0:X>Y,ue Q Xy = }_8] Si considerames, una relacion entrada salida P entre
el alfabeto v la funcidén Y como muestra la Figura A.2.

Q' P Y
Figura A.2 :Funcién salida

Ahora mostramos la correspondencia entre la caja negrd de la Figura A.2 y en conjunto de ecuaciones
mostrado en la Figura 1. Calculemos la correspondencia,

u—>o(d(x,,u)eyY
o(9(xy,w) = o(d([6] ) = s((Bul) = o(fu)) = p(u),

=2
i
L9
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aemos cbtemdo una representacion de la caja negra en sspacio de estado, es decir se ha obtemico una
realizacion de iz apiicacion entrada salida. En la Figura A3 se re:)resenta graficamente lo anterior.
o (D X=(x,eX, nel .y
c.X—>Y ?
Figura A.3: Sistema dinamico controlado per u

Asi, (X, d,x, = {B], S, Y)es 2l sistema dinamico que realiza p.

Recordemos que esta realizacion debe coniener como prepiedades la accesibiiidad v a cbservabilidad. per
lo que ahcra mostrames que esta nueva realizacion posee estas proviedades.

o Accesibilidad: Considere x_-accesible. Se toma x° €X,, arbitrario, tal que

X’ :ix'j3u2>x‘: =9, (‘ig, ) Calculando

0, ek u)= 0, (b fu)=lp (el w)l= ' |=
Por lo tanto es accesible.
s Observabifidad: Si x* #X° = son distinguibles, Entonces hay que probar que 3 u, tal que:
L. L{xz):: L(')Z) Si x* = lx‘l,‘_iz = liz l x' yX', son distinguibles. Entonces
Lix' )= L{E e Lix? )= L{z?).
2. Existe un u tal que 0'2( z(x , u))= o, (¢2(§1 ,u)). Ya se habia sefialado que
L(x1 );f L{il ) No  obstante ~ se  cumple  que Zve

G, (‘bx(‘( ’ V))z G, 1L‘t’l (xl > V\)lz S; (‘j’: ﬂxl l V)): S, (¢: (x:’ V)),

por ofro lado cl((b,(il v)):—“c‘(d) (iz.v)), lo que implica que

Realizacién minima
Para obtener la realizacién minima de sistema, se mostraran dos precedimientos basades en la siguiente
definicién.

Definicion: Sean, (Xl,xz),cbl,cl ) (Xz,xg , 2,52) dos sistemas dinamicos, sobre el mismo Ly
con ¢! mismo espacio de salida Y. Si f: X; — X, es una alicacién que cumple cen las siguientes
propicdades:

Lol )=x2,

2. SeaxeX;; LxFL{(X)), ue L(x), entonces f(¢,,(x)) =£(¢,,(x)),

3. o,(x)=0,(f(x)), entonces se dice, que f preserva la dinamica. Si f preserva la dinamica,

entonces los dos sistemas realizan el mismo sistema de entrada salida:

pu) =0 )= 02 s )= 02 o, el )= b )=o)
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Procedimiento 1
. L. . .. (~ W ™~ o~ 1, - 2 3
Asuma que se tienen los siguientes tres sistemas dinamicos: (X,x,,, fp,c}, (Xl,xo,al,cl), 3, .%5,04,0, ),

donde se cumple que ¢, {x)=¢(x.0) v §,(x) =¢,(x,u).
Sobre los tres sistemas dinamicos antericres definimos dos tipo de funciones de costo.

Funcién de costo tipo 1 »

. ., L. { o~ Y~ . >
Sea j una aplicacion que preserva la dinamica entre (Xl,xo,d‘)1 ,c,), (X,xo,:p,c\), sea ;: X, - X |
inmersion, es decir, st x,Xxe X,, x =X = ()= i(X).

Ejemplo : Si X, = X, entonces x X, c X, x = j(x) e X, se tiene j{o,(x,u))= aj)(j(x), u),
1 ~0 1 . . T
Xp=X = _}(X()). Como se puede observar se tiene una realizacién minima.
Funcién de costo tipo 2
. M4 4 . [~ ~ T~ { 2 , ~
Sea g una aplicacion que preserva la dindmica entre \X,xo,ap,cs>, {Xj,xo,ab:,cz), ademds g: X — X,

4

. . . 2 ., . . S 2
sobreyectiva, es decir 51 X~ € X, arbitraria, entonces existe x< X con g(x) =x". Por lo tanto g(x)={x]

Ejempio: Como se sabe 9, (le u): lg(x u)}, se tiene ¢, (g(x),u)= g(q;(‘g u))

Propiedades de g
1. Preserva la dinamica.

2. Preserva la unidad, es decir el estado inicial “(é =Ix,]=2x,).
3. Preserva la salida, es decir 5(x) = o,(g(x)).

Se dice que (X, §0,¢,5), es una realizacién (sistema dindmico) minima st para cada inmersion j y
sobreveccion g, que preserva la dinamica, las dos son bivectivas.

Teorema 1: Si P: L — Y, se tiene dos realizaciones minimas entonces ellas son isomorfas.

Prueba: Si se tiene (Xl,x}),c,bl,cl), (Xz,xf,,d):,o:). Se define una funcién f: X, — X, , que es biyectiva
de tal manera que todo conmuta.

Teorema 2: La realizacién (5(,320,5, '&) es minima si vy solo si X, es accesible v observable. Esto indica
que la minimalidad implica accesibilidad y observabilidad.
Prueba: Considerando

X, = {x:accesible},

X, = {x]: X € )~(}, conjunto de las clases indistinguibles,

X, - X, j(x) =x . Inyectiva,

g X X, 8(x)= [x] Sobreyectiva.
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Hay que probur que j v 2 son isomerfismos. Se sabe que X es accesible lo que significa que para

todo x = X zxiste un u fal que X = d(%,,u)= m( \‘{ ) ) (q) (‘(J,u)> J(x). La ecuacion ncs
suglers que para =uda Xt hay una 1magc'1 en X por lo tanto j ¢s bivectiva.

Por otro lado tenemos que X, X = X .o que implica que L{x}=L{X) 6 L(x)= L(X). Entonces
dvel{x)=1{X),con c{}b(x, v)) c\q)(‘( v\), este implica que L{x)=L(X) d6L{x)= L{X).
Vemos que :

o (b {g(x), w) = 0. (6. (. 21)) =36 (x, V)= 0, (b, (), 2) = 0, (alp. (R u) =&

lo que nos dice que Z(x) # g(X).

Procedimiento 2
Acd se mostrara como redefiniendo el espacio de estado podemos obtener un modelo matematico del
preeeso linglistico.

Un nuevo espacio de estado
Este nuevo espacio de estado esta constituido por la longitud de u. Sea uv= u,u,u,..u,, v su lengitud
como Longitud de u=;u! =k,con O x, = [9] Se define:

X, = {xo }, todas las clases de longitud 0, es decir , la palabra vacia.

X, = *f{u]: ]uI = 1}, todas las clases de las palabras de longitud 1.

X, = iu] 1u| = k}, todas las clases de las palabras de lengitud k.

Una nueva dinimica

Consideremes x < X, 9(x, w) = (b([ul wi=[uw]e X, . Sise tiene una palabra v de longitud k como
v, [V]=k vy x =X, |u/=K, entonces $(x,v)= q) (Jul v)={uv]e X,., . Como se ve con ¢ se pueden

definir muchas uplicaciones de transicion.

Si se toma: §: X xQ" —X,, como una dindmica global, donde X, depende de la longitud de la
palabra. Entonces se define una dinamica lccal que corresponde a las ecuaciones en diferencia como
fy 1 XyxQ—>X,,, cuyo domino es Domfy :xe X, con Q(x)= las letras accesibles. Si se tiene

w € (x), entonces $ esta definida como fy {x, w) =(x, w). Si se tiene un estado accesible, entonces
existe u=u,u,u,..u, , tal que $(x,,u) =X, conlo que se obtiene:

k+1

X, =fo(xo:uo)=[“0]exx,
X, =f1(xl,u,)=f,([u0],u,)=[ulu0]ex
Xy =t (X, ug) =1y ([u()ul"'uK—ZluK—l)=[u0u1"'uK—1]EXK

Esta construccion nunca termina porque cada letra es accesible a la palabra anterior, ademas tiene
similitud con un control discreto, con la diferencia que esto es un modelo lingiistico.
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Una nueva funcién de costo

Consideremos W(x, ) — minima, defimda como ¥: X, — R, N, Z, funcién scbre un conjunto finito

de los reales o los enteros.

’ . . N .y a -~ . - Y 7 A b
Se presentara la minimizacién de funciones vectcriales como ¥ = (¥, ¥, . ¥ ). Para eilo es

necesario definir una relacién de crden .

Reiacion de orden

Consideremos la siguiente relacion de orden (x <), cuvas propiedades son :
1. x,yeX arbitrariocon X<y 0 y<X.

B w

Si x £y v y <X entonces x=v. Antisimetrica.
Si x<y y y <z entonces x < z. Transitiva.
Relacion de orden lineal para los elementos positives p={x:0<x}. La refacion de crden es

lineal si p es un semigrupo. Asi, x +v<v+z siysolosi x<v.

La relacién de orden entre vecteres, que poseen nctacion (x! D ST ) ) R es de des formas

s Relacion de orden parcial (<) :

» Relacion de orden completa {<):

Xy <¥y,0
Xy =Y,%; <Y, 0
X, =Y, X =Y5,%X;<Y50

X, =yi>'“’xn—! =yn-—}’xn —<‘Yn

1

Este es conccido como orden Lexicografico.

Para que ¥:D—>R", x, €D, alcance un minimo se necesita una relacion de orden. Esto es
(92" , g) Vx € D, tal que W(x), ¥(x,) son comparables, entonces ¥(x)<¥(x,).
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