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RESUMEN

El propdsito fundamental de esta investigacion fue: Proponer el método de
Moore para incentivar a los estudiantes de la carrera de Educacion mencion Fisica y
Matematica del NURR-ULA, al logro de un conocimiento significativo en la
matematica. Este estudio se enmarco en el enfoque de la investigacion cualitativa:
con disefio de teoria fundamentada y alcances de tipo exploratorio, descriptivo y
confirmatorio. La muestra empleada es no probabilistica, de tipo sujetos voluntarios y
homogénea, constituido por dos estudiantes de la carrera de Educacion mencion
Fisica y Matematica que son los mismos investigadores. Los instrumentos y técnicas
usadas fueron: la observacion cualitativa, documentos, registros, materiales y
artefactos. Se concluyd que si se puede incentivar a los estudiantes de la carrera de
Educacion mencion Fisica y Matematica del NURR-ULA, al logro de un
conocimiento significativo en la matematica; esto lo conlleva a que como docente
pueda cambiar la metodologia de dar sus clases, por otra que desarrolle en sus
estudiantes la curiosidad, creatividad e inventiva por la matematica, asi como también
la iniciativa personal, el pensamiento critico-reflexivo y el trabajo autonomo.

Palabras claves: problemas de olimpiadas matematicas, triangulo de Tartaglia,
vectores combinatorios, nimeros de Fibonacci.
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INTRODUCCION

Polya, insigne matematico y educador, comenta en uno de sus libros lo
siguiente: “Entender matematica significa ser capaz de hacer matematica ;y qué
significa hacer matematica? En primer lugar ser capaz de resolver problemas

matematicos.”

Hoy en dia los estudiantes de cualquier curso de matematica resuelven
numerosos ejercicios, pero rara vez un verdadero problema matematico; es de sefialar
que ambos términos no son lo mismo. ;jPor qué? Por la siguiente razdn: un ejercicio
se resuelve de manera mecanica siempre y cuando se haya comprendido el material
instruccional, en cambio, ante un verdadero problema, no se sabe a priori a que tema

pertenece; esto hace que la solucion no se halle de modo automatico.

De lo antes expuesto surge la problemadtica de la ensefianza de la matematica,
por la razén de que la mayoria de docentes del area utilizan métodos pocos
didécticos y emplean su tiempo en el aula a solamente dar teoria y a ejercitar a sus
estudiantes en operaciones rutinarias, provocando en ellos un desinterés en la
matematica, un impedimento en su desarrollo intelectual y una vision errada acerca
de esta disciplina. Es de recalcar que los docentes que imparten esta catedra de
matematica deben estar formados para proporcionar un cambio en la forma de
enseflar, ya que esta ha probado ser poco efectiva, asi como también cambiar la
mentalidad de que la ensefianza debe estar dirigida solo al estudiante medio y que no
se debe plantear cuestiones que no pueden ser resueltas por la mayoria de los
alumnos, esta creencia si acaso no es otra cosa que comodidad y pereza mental

disfrazada en mediocridad y aburrimiento.



Por lo tanto pensar en un problema matematico interesante e intentar
resolverlo, aunque no se halle una solucién completa es una experiencia educativa
mucho mas valiosa que aprender de memoria lo que dice un libro. Por eso el método
de Moore (resolucion de problemas) como una alternativa de ensefiar matematica, le
ofrece el docente la oportunidad de despertar el interés, la curiosidad, la imaginacioén

y la creatividad de los alumnos, restituyendo el componente lidico de la matematica.

Por esta razdn, la presente investigacion tiene como propdsito proponer el
método de Moore para impulsar a los estudiantes de la Carrera de Educacién mencion
Fisica y Matematica del NURR-ULA a profundizar temas matematicos y con ellos

obtener un conocimiento significativo sobre la disciplina.
El presente trabajo de investigacion esta conformado por:

Capitulo I: consta del planteamiento de problema, formulacion del mismo,

objetivos y justificacion de la investigacion.

Capitulo II: en este se desarrolla el marco tedrico que expone las bases

tedricas y definicién de términos basicos.

Capitulo III: contiene la metodologia a usar para que se pueda llevar a cabo el

logro de los objetivos ademas se especifica el tipo y disefio de la investigacion.

Finalmente se presenta las referencias Bibliograficas usadas para desarrollar la

presente investigacion.



CAPITULO 1

EL PROBLEMA

1.1. Planteamiento del Problema

A finales del siglo XX, la ensefianza de la matemédtica tuvo un cambio
considerable con la introduccion de lo que se dio en llamar las Matematicas
Modernas. Estas consistian en implantar la esencia del formalismo de la escuela de
Bourbaki en los curriculos escolares, con la intencidon de dejar atras la aplicacion
mecanica de las reglas y técnicas que no fomentaban ninguna comprension genuina
de los procesos matematicos. No obstante, el exceso de formalismo las llevd al
fracaso; en particular el uso inoportuno, en la busqueda de precision, del lenguaje
matematico a través de conjuntos. Ciertamente para esa €poca se afioraba un sentido
practico en la ensefianza de la matematica que fuese mas alld de la resolucion
repetitiva de ejercicios.

Hoy en dia, durante el acto de ensefianza-aprendizaje es muy comun estudiar
conceptos matematicos, teoremas, demostraciones, algoritmos, definiciones y varios
procedimientos que luego son utilizados para resolver problemas. Sin embargo, se
observa deficiencia o carencia de estos conocimientos en los estudiantes, lo cual se
traduce en una dificultad en la estrategia didactica antes mencionada. Uno de los
sectores mas afectados por esta los constituyen aquellos estudiantes que pasan a un
estudio formal de matematica, puesto que existe un salto conceptual enorme, tal es el
caso del cambio de bachillerato a la universidad o del célculo al andlisis o al 4lgebra
abstracta. Esto se debe a que se sigue imponiendo una presentacion de la matematica
como producto axiomatico deductivo y que para la solucion de problemas solo se da

una aplicacion mecdnica de reglas y técnicas.



En este sentido, se puede utilizar una alternativa en la estrategia didactica,
fundamentada en la ensefianza a través de solucionar problemas, es decir, ensefiar
matematicas a través de problemas, lo cual permitiria que los alumnos tengan la
oportunidad de leer, escribir y discutir ideas para los cuales el uso del lenguaje
matematico es algo natural; de esta forma, a medida que se comunican las ideas se
aprende a clarificar, refinar y consolidar el pensamiento matematico. Este
procedimiento se conoce como “el método Moore”, recibe su nombre por Robert
Lee Moore, un famoso matematico que era profesor en la Universidad de Pensilvania.
Puso en practica el método en cursos de matematica avanzada y probd que puede
aplicarse con las condiciones adecuadas.

De acuerdo con lo anterior Kleiner (1986) plantea que: “el desarrollo de
conceptos y teorias matematicas se originan a partir de un esfuerzo por resolver un
determinado problema” (p. 31). Por otra parte Polya (1963) insiste en el hecho de
que: “la mejor forma de aprender algo es hacerlo por ti mismo ” (p. 607). Dicho de
otro modo, a través de la solucion de problemas los estudiantes por si mismos
pueden alcanzar y consolidar aprendizajes significativos y con ello sorprenderse
genuinamente y agradarse de sus resultados; esto forma parte del hecho de que los
avances matematicos casi siempre se originan en un esfuerzo por resolver un
problema especifico.

En lo que se refiere a la ensefianza de la matematica a través de la solucion de
problemas, Halmos (1980) afirma que es la obligacion de todos los maestros en
matematica exponer a sus estudiantes a problemas mas que a hechos; esto lo hizo
notar en sus clases, puesto que impartié cursos cuyo contenido entero consistido en
que los estudiantes solucionaran problemas (y posteriormente los presentaran en
clase), lo cual fue todo un éxito. Ademas, sefialé que para cualquier curso es posible
encontrar un conjunto pequefio de preguntas-problemas que pueden hacerse con
minimo lenguaje técnico, que sean lo suficientemente llamativos para captar el
interés, que tengan respuestas triviales, y que se las arreglan para contener, en sus

respuestas, todas las ideas importantes de la materia.



Cabe resaltar que la solucion de problemas ha sido reconocida como un
componente importante en el estudio del conocimiento matematico, Halmos (1980)
afirma que: “Los problemas son el corazon de la matematica” (p. 524). Por otra
parte, Hilbert presentd en la comunidad matematica 23 problemas que han sido
fuente de inspiracion para el desarrollo del conocimiento matematico. En otras
palabras, la solucion de problemas sirve como fuente inagotable de inspiracion
matematica y da a cualquier estudiante la oportunidad de ser un matematico.

Hay opiniones que confirman esta forma de introducirse a las matematicas o
alguna de sus partes, por consiguiente de aqui en adelante la investigacion trata este
tema a partir del abordaje que le daran dos estudiantes de la carrera de Educacion
mencion Fisica y Matematica del NURR-ULA a una serie de problemas de las

Olimpiadas Matematicas, con el fin de responder a las siguientes preguntas:

(Qué solucion se hallara a los problemas de las Olimpiadas Matematicas?

(De qué manera se abordaran los problemas de Olimpiadas Matematicas para hallar

su debida solucion?

(Qué significado tendra los estudiantes la solucidén de dichos problemas?
(Cudles temas matematicos se utilizaran para la solucion de los problemas?
(Qué “tema matematico” en particular seria de gran relevancia?

(Habra contenidos del “tema matematico en particular” que profundizaran los

estudiantes después de solucionar los problemas? Si es asi ;Cudles seran?

([Habra ideas matematicas generadas por los estudiantes después que se produjo el

estudio del tema matematico?, si es cierto ;Cudles serdn?
Las preguntas antes mencionadas, conllevan a plantear la siguiente interrogante:
(Qué factibilidad hay de utilizar el método de Moore para poder incentivar a

los estudiantes de la carrera de Educacidn mencion Fisica y Matematica del NURR-

ULA, al logro de un conocimiento significativo en la matematica?



1.2. Objetivos de la investigacion
1.2.1 Objetivo General

Proponer el método de Moore para incentivar a los estudiantes de la carrera
de Educacion mencion Fisica y Matematica del NURR-ULA, al logro de un

conocimiento significativo en la matematica.
1.2.2 Objetivos Especificos

Presentar la solucién de los problemas de Olimpiadas Matematicas

propuestos.

Compilar el significado que tuvo para los estudiantes la solucion de dichos

problemas.
Resaltar los temas matematicos utilizados para la solucion de los problemas.

Exponer los contenidos del “tema matematico en particular” que fueron

profundizados por los estudiantes después de solucionar los problemas.

Mostrar las ideas que se generaron después que se produjo el estudio del tema

matematico.



1.3. Justificacion

La matematica es para el hombre sabio lo que los ojos son para el hombre, es
decir, la llave que lo lleva a abrir las puertas que conducen hacia las respuestas de los
problemas que se plantea la humanidad sobre el mundo que lo rodea. Sin embargo, es
lamentable que esta concepcidon no se tome en cuenta en la ensefianza y en el

aprendizaje de la misma.

Cabe sefialar que el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en la
actualidad, se limita a que la mayoria de los docentes del area utilizan métodos pocos
didacticos y emplean su tiempo en el aula a solamente dar “teoria” y ejercitar a sus
estudiantes en operaciones rutinarias, provocando en ellos un desinterés en la
matematica, un impedimento en su desarrollo intelectual y una vision errada acerca
de esta disciplina; asi lo expone Polya (1989) cuando comenta sobre las

oportunidades que tienen los docentes cuando estan dentro del aula.

Ahora bien, un estudiante que tenga un reportorio de conocimientos sobre
matematica (posiblemente producto de la ejercitacion de operaciones rutinarias)
puede tener la oportunidad de profundizar en algunos temas y obtener un aprendizaje
significativo si se le aplica un método de estudio que lo impulse a descubrir y

desarrollar capacidades, habilidades, destrezas y virtudes en esta disciplina.

Por esta razon, la presente investigacion tiene como proposito proponer el
método de Moore “solucién de problemas” para incentivar a los estudiantes de la
carrera de Educacion mencion Fisica y Matematica del NURR-ULA al logro de un
conocimiento significativo en la matematica. Proponer esto puede llevar al docente a
cambiar la metodologia de dar sus clases, por otra que desarrolle en sus estudiantes la
curiosidad, creatividad e inventiva por la matematica, asi como también la iniciativa

personal, el pensamiento critico-reflexivo y el trabajo auténomo.



En el marco legal, el disefio curricular nacional del Sistema Educativo

Bolivariano (2007) plantea que:
Uno de los objetivos del curriculo bolivariano es:

Promover la independencia cognitiva y la apropiacién de los
conocimientos que permitan un pensamiento autocritico y reflexivo;
asi como el interés por la ciencia, tecnologia, el conocimiento, la
innovacién y sus aplicaciones desde una perspectiva social que
favorezca el trabajo liberador, como herramienta para el desarrollo
econoémico, social politico del pais, para la seguridad y la soberania
nacional(p. 55).

En cuanto al perfil, el maestro debe ser capaz de:

Atender diferencialmente las potencialidades de los y las estudiantes;
utilizar diferentes estrategia para el desarrollo y la evaluacion de los
procesos de ensefianza y aprendizaje, a fin de optimizar el tiempo y los
recursos disponibles, manifestar capacidad de innovacion 'y
creatividad; promover la investigacion como proceso fundamental en
la ensefianza y aprendizaje; asumir como categoria la originalidad y la
creatividad....;poseer principios éticos solidos expresados en una
auténtica vivencia de valores, a partir de los cuales, utilizando
estrategias metodoldgicas, contribuir a la formacion de valores de los y
las estudiantes (p. 59).

El egresado y la egresada deben poseer:

Conocimiento, habilidades, valores y virtudes hacia el quehacer
cientifico y tecnologico, al servicio del desarrollo nacional y como
herramienta de soberania, cualidades, actitudes y valores hacia la
creacion, la originalidad y la innovacion; conocimiento habilidades,
destrezas y valoracidon de la importancia de las ciencias para la
resolucion de problemas sociales; habilidades, destrezas y valores
acerca del que hacer investigativo (p. 63).

Todo lo anterior conlleva a proponer el empleo del método de Moore
“solucidon de problemas”, en la asignatura Taller de Matemética de la carrera de
Educacion mencion Fisica y Matematica del NURR-ULA. Esta asignatura seria
ideal puesto que constituye una estrategia académica cuyo objetivo fundamental es el

producto generado por los estudiantes. Ademas, dado la flexibilidad del método de



Moore se podria emplear en cualquier otra asignatura. Asimismo, se podria
considerar su empleo en el sistema de educacidon basica de modo que se despierte la
curiosidad y se estimule la creatividad e imaginacion en el estudiante dejando a un
lado el sendero de mediocridad y aburrimiento que las clases rutinarias ocasionan.

De acuerdo con lo anterior, el disefio curricular nacional del sistema educativo
bolivariano (disefio de septiembre del 2007) plantea que algunos de los fines y
principios del Sistema Educativo Bolivariano de la institucion educativa son: El
fomento de la creatividad y las innovaciones educativas y desarrollo del pensamiento
y reflexivo, que permita el andlisis de la realidad para transformarlas desde una

conciencia critica (p. 22).



CAPITULO 11
MARCO TEORICO
2.1. Antecedentes

Cruz (2006) plantea que la matematica es una ciencia extraordinariamente
dindmica y cambiante, a tal punto que sus conceptos primarios sufren
transformaciones relativamente rapidos y hasta su propia concepcion, aunque de
modo mas lento, experimenta cambios tangibles. Las matematicas son un fendémeno
cultural y universal, pues cualquier civilizacién crea una matematica y por tanto, un
mundo sin ella, constituiria un verdadero caos, una antitesis en el cosmos. Lo
anteriormente planteado conlleva a inferir en que la ensefianza y el aprendizaje de
la matematica también tendrian que sufrir los mismos cambios y por consecuencia
que la educacion se plantee nuevos retos para el aprendizaje y la ensefianza de la
misma.

Gascon (1998) senala que: “la evolucion didactica de las matematicas esta
determinada por sucesivas ampliaciones de la problematica didactica. Cada una de
estas ampliaciones comporta cambios de sus objetos primarios, y en consecuencia,
modifica la naturaleza didactica de esta disciplina ”.

En la actualidad el aprendizaje y la ensefianza de esta disciplina toma un gran
valor para la educacion del ser humano (desde un punto de vista tedrico y legal),
puesto que fomenta el desarrollo personal, intelectual y social del mismo.
Asimismo, el aprendizaje de las matemadticas es de importancia en la vida adulta del
estudiante ya que le facilita el rol formativo que involucra la facilitacion del
pensamiento logico, la adquisicidn de estrategias cognitiva de orden logico y otras
destrezas informativas. En cuanto al rol informativo, este conlleva a la capacidad
de manejar informacion cuantitativa y cualitativa considerdndola imprescindible para

desenvolverse de manera adecuada en la vida moderna.



Lo expuesto en el parrafo anterior es “el deber ser” del propdsito de la
practica educativa, sin embargo lamentablemente no es asi puesto que en la
actualidad se observan las grandes deficiencias y carencias que tienen los estudiantes
en cuanto al dominio de la matematica; esto se debe a que los estudiantes se limitan
a memorizar y mecanizar los diversos temas matematicos con el fin de resolver los
problemas propuestos en los libros y por tanto no consolidan un aprendizaje
significativo. Este acontecimiento sucede debido a que los docentes no perciben la
evolucion de la matematica y de su didactica, llevandolos a utilizar solo el punto de

vista cldsico o lo que se conoce cominmente como dar clases magistrales.

Gascon (1998) sostiene que el punto de vista cldsico en la didactica de la

matematica es:

un arte y, como tal, dificilmente susceptible de ser analizada,
controlada y sometida a reglas, se suponia que el aprendizaje dependia
solo del grado en que el profesor dominara dicho arte y, al mismo
tiempo, de la voluntad y la capacidad de los alumnos para dejarse
moldear por el artista. Esto es, todavia, la idea dominante en la cultura
corriente y representa una “concepcion’ precientifica de la ensefianza
que sigue siendo muy influyente en la cultura escolar.

Cabe sefialar que los estudiantes dicen “voy a estudiar conceptos matematicos
para resolver problemas matematicos del texto tal”, pero esto en realidad no se da,
puesto que lo que en verdad sucede es que cuando hablan de problemas matematicos

se refieren a la version trivializada de los ejercicios de los textos.

Gascon (1998), comenta que los problemas matematicos involucran
situaciones verdaderamente complejas, capaces de potenciar el desarrollo del
pensamiento y de proporcionar modos de actuacion para enfrentar los retos de la

ciencia y la técnica, situaciones asi son dificiles de encontrar en la préactica educativa.

Por lo tanto, los cambios dindmicos de la matematica y la crisis de la
educacion actual con respecto a esta disciplina, conllevan a que la evolucion de la

didactica de la matematica se dé aceleradamente y que esta sea estudiada por los

29



educadores con el fin de lograr el perfeccionamiento de la educacioén por esta ciencia
de estudio y por su formacién como tal de €l y sus estudiantes. Con respecto al

perfeccionamiento de la educacion, Brenes (1997) afirma:

Perfeccionar la Educacion es una batalla constante a la que estan
llamado todos los educadores. Lograr que todos los educandos reciban
una adecuada educacion en correspondencia con sus niveles de
desarrollo y trabajar por alcanzar mejores resultados cada dia; saber
qué hacer para lograrlo, no solo desde el punto de vista tedrico, sino en
la practica, debe ser una meta permanente de todos (p. 93).

La idea es utilizar una didactica que conlleve a un aprendizaje
acertado de esta ciencia. Gascén (1998) propone que se dé un nuevo
punto de vista en la didictica de la matematica, en donde exista la
necesidad de disponer de un modelo de la actividad matemdtica y de
un modelo de proceso de ensefianza aprendizaje y que  dichos
objetos puedan estar debidamente relacionados. Ahora bien, Ila
solucion de problemas ocupa un lugar central en la ensefianza de la

matematica tal como lo sefiala Torres (2006):

Hacer o  desarrollar matematicas incluye el resolver problemas,
abstraer, inventar, probar y encontrar el verdadero sentido a las ideas
matematicas. Se trata de considerar como lo mas importante: que el
estudiante manipule los objetos matematicos, que active su propia
capacidad mental, que ejercite su creatividad, que reflexione acerca
de su propio proceso de pensamiento a fin de mejorarlo
conscientemente, que haga transferencias de estas actividades a otros
aspectos de su trabajo mental, que adquiera confianza y seguridad en
si mismo, que se divierta con su propia actividad mental, que se
prepare asi para otros problemas de la ciencia y de su vida cotidiana.

Asimismo, Halmos (1975) sostiene que la matematica trata realmente
sobre la solucion de un problema concreto y comenta también que Hilbert
dijo que la mejor forma de entender una teoria es encontrar, y luego estudiar,
un ejemplo concreto prototipo de tal teoria, un ejemplo que ilustre casi todo
lo que puede pasar. Por tanto, se puede relacionar lo anteriormente expuesto

y proponer una didactica innovadora sobre solucionar problemas.
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Es pertinente resaltar que en los ltimos afios el hacer matematica en
el aula ha sido entusiasmado por nuevas ideas que llevan al estudiante a su

desarrollo formativo e informativo.

En este sentido, Herndndez y Mamo(2010) comprobaron mediante su
investigacion de trabajo de grado, que cualquier estudiante de la carrera
Educacién Fisica y Matematica del NURR-ULA puede adquirir en un corto
periodo de tiempo los conocimientos basicos de lenguaje de programacion

Logo para ser aplicado como una TIC para construir geometria.

También, Hernandez y Sanchez (2010) demostraron en su
investigacion que el estudiante promedio y egresados de la carrera de
Educacion Mencion Fisica y Matematica del Nucleo Universitario Rafael
Rangel de la universidad de los Andes pueden tener la habilidad necesaria
para dominar en un corto periodo de tiempo y por si solo el software
educativo Geogebra 3.00. Asimismo, cabe mencionar a Bencomo (2010)
quien disefio un manual para la construccion de Teselados Escherianos

empleando como herramienta tecnoldgica el programa Geogebra 3.2.

Los resultados obtenidos en las investigaciones mencionadas permiten
concluir que realmente se puede auto-aprender matematica bajo una nueva
idea didactica como lo es en estos casos la utilizacion de software. Cabe
destacar que la exploracion de los software implicaba la manipulacion de
estos para ilustrar y hacer matematica y por tanto cabe decir que se puede
auto-aprender esta disciplina. En cuanto a la solucion de problemas, Pefialoza
(2011) realiz6 una seleccion de sugerencias y preguntas para modificar la
manera de abordar problemas en matematica, basado en las ideas de George
Polya. En este sentido, para el estudiante interesado en un auto-aprendizaje es
importante la manera de abordar problemas en matematica pues de alli el éxito

en hallar la solucion.
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Los trabajos de estos investigadores son de gran importancia con
respecto al objetivo propuesto en esta investigacidon, puesto que comprueban
que se puede aprender matemadtica bajo una innovacion didéactica. Cabe
sefialar que el arte de ensefiar tiene un valor fundamental en la mediacion,
formacion y el desarrollo de las habilidades del pensamiento durante el
estudio de las matematicas. Esto conduce a que el docente tenga en sus
hombros la gran responsabilidad de conocer a sus estudiantes para asi

concebir una estrategia didactica innovadora.
De acuerdo con lo anterior, Monera (1991), sefiala que:

La ensefianza de las matematicas requiere ademas de un conocimiento
adecuado del tema, una compresion profunda de lo que se ensefia y no
solo el manejo de la informacion, junto a esto, requiere también de un
conocimiento amplio de los aspectos psicopedagdgicos que permiten
reconocer las dificultades potenciales que enfrentaran los estudiantes al
abordar distintos temas, lo cual implica no solo conocer los
prerrequisitos  sino también los significados asociados y sus
representaciones (p. 36).

2.2. Bases Teoricas

Segin Herndndez y otros (2010), en la investigacion cualitativa la funcidon
esencial de las bases tedricas es de consulta, por ello y para no “empaifiar” el proceso

inductivo, a continuacion se presenta una serie de conceptos y resefias claves.
El aprendizaje de las matematicas

Segun De Guzmén (2004), la educacion matematica es el proceso de
inmersion en las formas propias de proceder del ambiente matematico. En otras
palabras, las  caracteristicas  propias de la  disciplina determinan las
condiciones que pueden favorecer el aprendizaje de la mateméatica. En este sentido,
enseflar matematicas a través de solucidon de problemas seria lo mas natural de

acuerdo con el desarrollo de esta disciplina.

32



En cuanto a las cualidades que, con mayor intensidad, se desarrollan en un
aprendizaje Optimo de las matemdticas podemos mencionar: capacidad logico-
analitica, intuicion y creatividad, capacidad para solucionar problemas. Estas
cualidades se desarrollan en un aprendizaje Optimo de la matematica, las cuales
estan condicionadas por el conocimiento cabal que pretende ensefiar el docente,
la motivacion y la capacidad de transmitirla  por parte del docente, uso de
estrategias innovadoras, los conocimientos pre-requeridos por parte del estudiante,

la motivacion y participacion activa para aprender de parte del estudiante.

Cabe destacar que la motivaciéon es el punto de partida de todo proceso,
por ello es importante mencionar algunas vias para fomentar el deseo de
aprender matematicas, las cuales seguin el proyecto académico de la Licenciatura en

Matematicas son:
El planteamiento y resolucion de problemas concretos de la realidad.
El planteamiento y resolucidon de problemas abstractos.
El conocimiento de la historia de la matematica.
La valoracion de la estética de la matematica.
Tendencias en la ensefianza de la matematica

La ensefianza de la matematica se ha caracterizado por tener en esencia los
mismos problemas fundamentales desde principios del siglo XX. Sin embargo, es de
resaltar, como ya se menciona antes, un movimiento llamado ‘“matematicas
modernas”, inspirado por los movimientos formalistas (cuyo maximo representante
es el grupo Bourbaki), en los cuales se enfatizaba el interés por las estructuras
algebraicas y formales en la enseflanza desde su nivel mas bdsico, suprimiendo la
ensefianza de la geometria en la ensefianza basica y media. Segun la ensefianza de la

matematica en niveles mas avanzados tendi®d a desarrollar mas las habilidades
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algebraicas y de manipulacion formal de las estructuras matematicas, que la intuicién

y la habilidad para solucionar problemas.

La reaccion contraria a esta corriente comienza a finales del siglo pasado y
promueve, en contraposicion al formalismo, una ensefianza que destaca y
mantiene como referencia continua el sentido de los simbolos que se utilizan, asi
como las diversas aplicaciones que surgen como problemas a solucionar. Se
propuso entonces un regreso a la geometria como disciplina cuyo estudio seria
indispensable para el desarrollo de la intuicién y de la capacidad para solucionar
problemas. En cuanto a los métodos de ensefianza, segun el proyecto académico
de la Licenciatura en Matematicas se pueden sefialar dos corrientes principales: el

método expositivo “tradicional” y el método de Moore.

Este ultimo es un método deductivo-constructivo, mediante el cual el
estudiante construye y deduce toda la teoria a partir de axiomas y/o definiciones
basicas por el docente. Esta corriente se origind en Texas, EE.UU., y existe muy poca
documentacion al respecto. Halmos (1975) sefiala que al método de Moore se le
podran hacer cientos de modificaciones, para adaptarse a los temperamentos de
diferentes maestros y a las necesidades de diferentes materias. Los detalles no
importan; lo que importa es hacer que los estudiantes formulen preguntas y las

contesten.

La adopcion de uno u otros métodos de ensefianza afectara necesariamente los
contenidos de los programas. El proyecto académico de la Licenciatura en
Matematicas destaca algunos rasgos basicos, sobre las ventajas y desventajas mas

relevantes sobre estos métodos, las cuales son:

Método expositivo tradicional: se caracteriza por dedicar un alto porcentaje
de la actividad en clase a la exposicion, por parte del docente, de la materia a
ensefiar; tiene como supuesto que la mejor manera de aprender matematica es

observar a una persona experimentada exponiendo teoremas, demostraciones,
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ejemplos y ejercicios. Le corresponde el término tradicional por ser la practica

pedagdgica predominante a lo largo de la historia de la ensefianza masificada.
Ventajas

El aspecto mas importante a favor de esta tendencia es justamente su caracter
“tradicional”. Este caracter implica que el talento de algunos expositores
brillantes influya decisivamente en el aprendizaje profundo y efectivo de sus
estudiantes con solo hacerse escuchar. Otro aspecto a mencionar es que por

la naturaleza del método permite cubrir mucho material en poco tiempo.
Desventajas

Generalmente este método de ensefianza tiende a aislar a los profesores en
su desempefio docente lo cual obliga con frecuencia a buscar su
conveniencia en el desarrollo axiomatizado y lineal del tema que le
corresponde  a ensefiar, independientemente de lo apropiada que pueda ser
esa secuencia para el que aprende. Esto genera una presentacion ya acabada
del conocimiento matematico lo que contribuye poco a que el estudiante
desarrolle habilidades  para  descubrir, @ de manera independiente,
significados en la teoria que estudia, es decir, poco contribuye a que

el estudiante “aprenda a aprender”.

Este método de ensefianza esta centrado en transmision de contenidos, la
cual incluye una gran cantidad de informacion, puesto que de alguna manera
supone que aquello que no se ha dado en el aula de clase, no serd aprendido
nunca por el estudiante. Esta suposicion es coherente con la situacion sefalada
en la desventaja anterior, debido a que el docente esta consciente de que la
independencia en el aprendizaje del estudiante no se desarrolla a plenitud en

muchos casos.

Otra desventaja de este método estd asociada a la velocidad con la cual se

dictan los temas. Como se trata de un esquema en el cual la intervencion del
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estudiante se reduce a su presentacion de examenes, es frecuente que el
docente comprenda que la velocidad no ha sido la mas apropiada cuando
ya es tarde para corregir el error. Muchas veces el estudiante, incluso
aprobando los exdmenes, no asimila adecuadamente la materia debido a

que el tiempo dedicado a ella es insuficiente.

Método de Moore: se ubica en una posicion opuesta al modelo tradicional,
como se dijo anteriormente fue implementado por Moore y usado por docentes
de talla internacional. En el contexto de la Universidad de los Andes, el profesor
Domingo sigue su propuesta en forma independiente, éste afirma que llegd a
crear ese método como fruto de su busqueda de una manera en que los estudiantes
pudieran “aprender sin estudiar”. Consiste este método esencialmente en proponer
al estudiante una sucesion de problemas disefiados especialmente para permitir o
inducir el descubrimiento de los teoremas, proposiciones y demds elementos de la

teoria en cuestion.
Ventajas

El estudiante que construye su propio conocimiento, no lo olvida con
facilidad, puesto que lo ha descubierto por si mismo. Ademds, las horas
de clases son al mismo tiempo horas de entrenamiento y estudio, lo que
implica un uso mas eficiente del tiempo del alumno. En este sentido, al mismo
tiempo que el estudiante entrena o estudia, también desarrolla su intuicién y
su capacidad para solucionar problemas; esto muestra que el método se
encuentra alineado con las tendencias mdas recientes en cuanto a la
concepcion de lo que debe ser ensefiar matematicas. Ademas, es destacable
que este modelo es dinamico en el sentido de que siempre es posible mejorar
y/o adaptar los problemas al grupo particular de estudiantes; esto ha
demostrado mantener en alto la motivacién y el interés tanto en docentes

como en estudiantes.
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Por otro lado, al desarrollar la capacidad del estudiante de
aprender por si mismo, contribuye a la formacion de un espiritu de
investigacion. En lo que se refiere a la evaluacion, es contante durante el

progreso del individuo, muy diferente por cierto, de la evaluacion continua.
Desventajas

El hecho de ser un modelo “no tradicional” despierta recelo y desconfianza
en algunos, temores en otros: resistencias humanas naturales que dificultan su
adopcion. El desarrollo de las clases, puede verse afectado con respecto a la
velocidad. Es necesario recalcar que este es un modelo experimental, por lo

cual no existe suficiente documentacion sobre su aplicacion.

Para finalizar, = Chalice (1995) comenta que una parte (posiblemente una
parte bastante grande) de la educacion estudiantil deberia ser expuesta bajo este
método. Adicionalmente, en lo que se refiere a resultados, comenta que, cuando se
encuentra con ex-estudiantes graduados que tienen trabajos en el “mundo real” y le
pregunta qué cursos los ayudaron mas, a menudo se consigue con la respuesta:
“los cursos impartidos con el método de Moore”, porque en ellos
tuvieron que aprender a expresar sus propias ideas convincente y enérgicamente a un

grupo grande.

La solucion de problemas

La solucion de problemas es una actividad primordial en la clase de
matematica, no es Unicamente un objetivo general a conseguir sino que ademas es un
instrumento pedagdgico de primer orden. En matematica, hablar de solucion de
problemas es hablar del insigne matematico y educador George Pdlya (1887-
1985), quien en 1945 publica un libro que rapidamente se convertiria en un cléasico:
How to solve it. En éste, Polya rescata la antigua palabra “heuristica” y la aplica a la
comprension del proceso que lleva a la soluciéon de problemas mateméticos, en

particular a las operaciones mentales tipicas en ese proceso. En esta obra se plantea
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una metodologia de solucion de problemas con cuatro fases, a cada una de las cuales
se le asocia una serie de preguntas y sugerencias que aplicadas adecuadamente

ayudaran a solucionar el problema.

Polya (1989) sefiala las cuatro fases y preguntas asociadas a ellas, las cuales

se sefialan a continuacion:

Comprension del problema.
(Cual es la incognita?
(Cuales son los datos?
(Cuadl es la condicion?
(Es la condicion suficiente para determinar la incognita?
(Es nsuficiente?
(Redundante?
(Contradictoria?

Concepcion de un plan
(. Se ha encontrado un problema semejante?
(Ha visto el mismo problema planteado en forma ligeramente diferente?
(Conoce un problema relacionado con este?
(Conoce alglin teorema que le pueda ser util?

Mire atentamente la incdgnita y trate de recordar un problema que le sea
familiar y que tenga la misma incdgnita o una simular. He aqui un
problema relacionado con el suyo y que se ha resuelto ya. ;Podria
utilizarlo? ;Podria emplear su resultado? ;Podria utilizar su método?

(Podria utilizarlo introduciendo algun elemento auxiliar? ;Podria enunciar
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el problema en otra forma? ;Podria plantearlo en forma diferente
nuevamente? Con respecto a las definiciones. Si no puede solucionar el

problema propuesto, trate de solucionar primero algun problema similar.

(Podria imaginarse un problema andlogo un tanto mas accesible? ;Un
problema mas general? ;Un problema mas particular? JUn
problema andlogo? ;Puede solucionar una parte del problema? Considere
solo una parte de la condicion; descarte la otra parte: jen qué
medida la incégnita queda ahora determinada?, ;en qué forma puede
variar? ;Puede usted deducir algun elemento util de los datos? ;Puede
pensar en algunos otros datos apropiados para determinar la incognita?
(Puede cambiar la incognita? ;Puede cambiar la incognita o los datos, o
ambos si es necesario, de tal forma que la nueva incdgnita y los nuevos
datos estén mas cercanos entre si? ;Ha empleado todos los datos? ;Ha
empleado toda la condicion? ;Ha considerado todas las nociones esenciales

concernientes al problema?

Ejecucion de un plan

Al ejecutar el plan, compruebe cada uno de los pasos.
(Puede ver que claramente el paso es correcto?
(Puede demostrarlo?

Vision retrospectiva
(Puede usted verificar el resultado?
(Puede verificar el razonamiento?
(Puede obtener el resultado en forma diferente?
(Puede verlo de golpe?

(Puede emplear el resultado o el método en algtin otro problema?
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Las Olimpiadas matematicas

A continuacion, se expone un resumen de algunos hechos y datos publicados
por el Boletin de la Asociacion Matematica Venezolana en la seccién “El rincén

olimpico” (del volumen VIII al XVIII) y cuyo autor es Rafael Sanchez Lamoneda.

Las competencias de resoluciéon de problemas matemadticos son una vieja
tradicion en muchos paises que probablemente se remonta hasta la antigua Grecia. En
Francia hubo competencias matematicas en el siglo XVIII y Hungria comenz6 a
realizar en 1894 las competencias E6tvos, las cuales (con el nombre de Kurschak a
partir de 1947) han continuado hasta el dia de hoy y son el més cercano antecedente
de las modernas Olimpiadas Matematicas. La primera Olimpiada Matematica, con
ese nombre, tuvo lugar en San Petersburgo en 1934, y la segunda en Moscu en 1935.
De alli que las Olimpiadas Matematicas se popularizaron en toda la (para entonces)
Unién Soviética y se extendieron a paises como Rumania, Polonia, Alemania,

Bulgaria y Checoslovaquia.

En 1959 se celebra en Rumania la primera Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO por sus siglas en inglés), la cual es una competencia anual para
estudiantes preuniversitarios. La competencia consiste en dos cuestionarios con tres
problemas cada uno; cada pregunta da un puntaje maximo de siete puntos, para un
puntaje maximo de cuarenta y dos puntos. La competencia se desarrolla, en dos dias,
cada dia el concursante dispone de cuatro horas y media para solucionar tres de los
problemas. Los problemas se escogen de varias areas de la matematica estudiada en
secundaria, los cuales pueden clasificarse en geometria, teoria de
nimeros, dlgebra y combinatoria. No se requieren conocimientos de matematicas
superiores y se espera que las soluciones sean cortas y elegantes. Encontrar las

soluciones requiere, sin embargo, ingenio excepcional y habilidad matemaética.

Este espiritu ha permanecido hasta nuestros dias en la preparacion de los
alumnos para las olimpiadas a diferencia de lo que ocurre en la ensefianza tradicional,

en la cual los alumnos realizan ejercicios mecéanicos sobre temas especificados en el
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programa de estudios, dejando de lado el placer de entender y pensar por si mismos.
En las olimpiadas Matematicas se presentan verdaderos problemas que no requieren
del conocimiento de muchos contenidos, pero si presentan un desafio tal que en la
buasqueda de sus soluciones se construyen significados, se redescubren conceptos

basicos y se adquieren habilidades y destrezas.

Cabe resaltar que en Venezuela la historia de las olimpiadas matematicas
comienza en 1975, cuando el profesor Saulo Rada Aranda elabora un proyecto de
olimpiadas como medio para promover la matematica en la ensefianza media
venezolana. El proyecto fue acogido por el Centro Nacional para el Mejoramiento de
la Ensefianza de la Ciencia (ENAMEC). Es asi como en 1976 se organiza por
primera vez, con caracter experimental, la Olimpiada Matematica Venezolana
(OMYV). Este programa se mantiene durante 27 afios, alcanzando una participacion
global de mds de un millon de joévenes de todas las regiones del pais y de
instituciones educativas tanto publicas como privadas. A partir del afio 2001 las
autoridades del Cenamec comenzaron a mostrar un desinterés cada vez mayor por las
actividades olimpicas, hasta que en el ano 2003 cancelaron el programa de olimpiadas

matematicas.

El espiritu olimpico en Venezuela no decayd sino que, por el contrario, tomoé
un nuevo aliento. La OMYV ya habia dado origen a otras competencias matematicas en
Venezuela, entre las cuales cabe destacar la Olimpiada Recreativa de Matematicas,
promovida por el profesor Jorge Salazar desde el afio 1993. Por otra parte, en el afio
2002 se inicia la Olimpiada Juvenil de Matemadticas, con el objeto de atender a los
alumnos que cursan desde segundo afio de educacion bésica hasta segundo afio del
ciclo diversificado. Se cred la Asociacion Venezolana de Competencias Matematicas
(AVCM) y con el apoyo de la Asociacion Matematica Venezolana se comenzo a

desarrollar un amplio programa de seleccidon y entrenamiento de estudiantes.

Entre los logros obtenidos por estudiantes venezolanos en competencias

internacionales en los ultimos 12 afios cabe mencionar que en IMO se obtuvieron 2
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medallas de plata, tres de bronce y 11 menciones honorificas. Esto es muy importante
puesto que en afios anteriores al 2000 nunca se habia obtenido algiin premio en esta
competencia. Los estudiantes participantes en estas olimpiadas han realizado con gran

¢éxito carreras en las dreas de matematica, computacion, ingenieria y otras ciencias.
Corrientes sicopedagogicas:

Teoria constructivista de Jean Piaget

Segun la teoria Piagetiana, el desarrollo intelectual estd claramente
relacionado  con el desarrollo biolégico. Por otro lado las etapas
del desarrollo cognitivo  descubre los estadios de desarrollo cognitivo desde
la infancia a la adolescencia: como las estructuras psicologicas se desarrollan
apartir de los reflejos innatos, se organizan durante la infancia en esquemas de
conducta, se internalizan durante el segundo afio de vida como modelos de
pensamiento y se desarrollan durante la infancia y la adolescencia en complejas
estructuras intelectuales que caracterizan la vida adulta. Piaget divide el
desarrollo cognitivo en cuatro periodos importantes y una de ellas es la etapa de las
operaciones formales que se da desde los 11 afios en adelante, en esta etapa se

desarrolla pensamiento hipotético deductivo.

En este orden de ideas, para la solucion de problemas es necesario estar en la
etapa de las operaciones formales en donde el estudiante sea capaz de hacerse

suposiciones de algo posible o imposible para deducir de €stos consecuencias.

Cabe mencionar que hay un concepto de suma importancia: ;qué ocurre
cuando el equilibrio establecido en cualquiera de esos tres niveles se rompe? Es decir,
cuando entran en contradiccion bien sean esquemas externos o esquemas entre si. Se
produciria un conflicto cognitivo que es cuando se rompe el equilibrio cognitivo. El
organismo, en cuanto busca permanentemente el equilibrio busca respuestas, se
plantea interrogantes, investiga, descubre, hasta llega al conocimiento que le hace

volver de nuevo al equilibrio cognitivo.
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En este sentido, la solucién de problemas en muchos casos conducen al
estudiante a un conflicto cognitivo, el cual permite que el estudiante se dé la
oportunidad de buscar respuestas, plantearse interrogantes, investigar, descubrir

hasta llegar a una solucion satisfactoria que fortaleceria sus conocimientos.

Construccionismo

El construccionismo es una teoria del aprendizaje desarrollada por Seymour
Papert que destaca la importancia de la accidn, es decir, del proceder activo en el
proceso de aprendizaje. Se inspira en las ideas de la psicologia constructivista y de
igual modo parte del supuesto de que, para que se produzca aprendizaje, el
conocimiento debe ser construido (o reconstruido) por el propio sujeto que aprende a

través de la accidon, de modo que no es algo que simplemente se pueda transmitir.

Papert (1985), toma de Piaget el modelo del nifio constructor de sus propias
estructuras intelectuales y postula que, como tal, necesita materiales para  esa
construccion y es la cultura circundante la que provee al nifio de esos materiales. El
aprendizaje construccionista involucra a los estudiantes y los anima a obtener sus
propias conclusiones a través de la experimentacion creativa. El docente
constructivista asume un papel de mediador en lugar de adoptar una posicion
instructiva. La enseflanza se sustituye por la asistencia al estudiante en sus propios
descubrimientos a través de construcciones que le permiten comprender y entender

los problemas de una manera practica.

El construccionismo se aplica sobre todo el aprendizaje de las matematicas y
de la ciencia (en forma aprender ciencia basandose en la investigacion), aunque se
aplica en una forma diferente, en otras areas: en psicologia de la comunicacion, por

ejemplo, y en el aprendizaje de las profesiones y oficios afines.
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Aprendizaje por descubrimiento

El aprendizaje por descubrimiento, también llamado heuristico, es aquel que
se conoce como el que promueve a que el estudiante adquiera conocimientos por si
mismo, de tal modo que el contenido que se va a aprender sea descubierto por el

estudiante.

El aprendizaje por descubrimiento es un tipo de aprendizaje en el que el
sujeto en vez de recibir los contenidos de forma pasiva, descubre los conceptos y sus
relaciones y los reordena para adaptarlos a su esquema cognitivo.
La ensefianza por descubrimiento coloca en primer plano el desarrollo de las
destrezas de investigacion del escolar y se basa principalmente en el método

inductivo y en la leccidon inductiva.

La teoria del aprendizaje por descubrimientoy la solucion de problemas
crean conjuntamente con las teorias antes sefialadas, la fusion perfecta para el

proposito de esta investigacion puesto que esta teoria persigue:

1. Superar las limitaciones del aprendizaje mecanicista.

2. Estimular a los alumnos para que formulen suposiciones intuitivas que
posteriormente intentaran confirmar sistematicamente.

3. Potenciar las estrategias metacognitivas y el aprender a aprender. Se parte
de la idea de que el proceso educativo es al menos tan importante como su
producto, dado que el desarrollo de la comprension conceptual y de las
destrezas y las estrategias cognitivas es el objetivo fundamental de la
educacion, mas que la adquisicion de informacién factual.

4. Estimular la autoestima y la seguridad.

Aprendizaje social

Vygotsky (1979, 1995) citado por Sandia(s/f) describe la necesidad de una
expresion grupal, o mas bien social, de los conflictos cognitivos, con la finalidad de

darle rienda suelta a la discusion de contenidos y experiencias que generen soluciones
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colectivas y que, una vez interpretadas, el sujeto las pueda incorporar a su forma de
analisis y pensamiento personal. Esto es, el cambio de la estrategia intrapersonal por
una interpersonal para solucionar los problemas; es decir, el uso del conflicto

sociocognitivo como herramienta para la construccion del conocimiento.

Cabe mencionar un concepto importante en esta teoria, el cual Pefia (s/f) lo

plantea como:

La zona de desarrollo préximo es la distancia entre el nivel real de

desarrollo, determinado por la capacidad de resolver

independientemente un problema y el nivel de desarrollo potencial,

determinado a través de la resolucion de un problema bajo la guia de

un adulto o en colaboracidén con otro compaifieros.

En este sentido, la zona de desarrollo proximo tiene mucha importancia en
la ensefianza porque implica que el nivel de desarrollo no esta fijo; es decir, hay una
diferencia entre lo que puede hacer una persona sola y lo que puede hacer con la

ayuda de un compafiero mas apto o de un instructor.

Aprendizaje significativo

Ausubel, Novak y Hanesian (1989) citado por Masachs y otros (2005)
exponen la importancia de la significatividad del aprendizaje que se logra cuando la
nueva informacion, pone en movimiento y relacidn conceptos ya existentes en
la mente del que aprende, es decir, conceptos inclusivos o inclusores. Para este tipo
de aprendizaje, Ausubel menciona que debe existir lo que denomina “actitud para el
aprendizaje significativo”, que se trata de una disposicidn por parte del aprendiz para
relacionar una tarea de aprendizaje sustancial y no arbitraria, con los aspectos

relevantes de su propia estructura cognitiva.
Cabe mencionar que Masachs y otros (2005) sostiene que:

Para Ausubel la resolucion de problemas es la forma de actividad o
pensamiento dirigido en los que, tanto la representacion cognoscitiva
de la experiencia previa como los componentes de una situacion
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problemdtica actual, son reorganizados, transformados o
recombinados para lograr un objetivo disefiado; involucra la
generacion de estrategias que trasciende la mera aplicacion de
principios. Los problemas matematicos entrafian un no saber, o
bien una incompatibilidad entre dos ideas que se transforma en un
obstaculo que se necesita atravesar.

En este sentido, la solucion de problemas pone en juego el despliegue de
contenidos conceptuales, procedimentales y actitudinales, es decir, implica tanto
significatividad loégica como sicolégica o fenomenologica. El aprendiz en su
naturaleza puede  particularmente, transformar el significado légico de la

materia en producto de aprendizaje psicoldégicamente significativo.
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CAPITULO III
MARCO METODOLOGICO

A continuacidon se presenta la metodologia de investigacion en la cual se
apoya el presente estudio, esto es, los aspectos importantes tales como: el enfoque, el
alcance de la investigacion, el disefio, el universo y la muestra ademas de describir las

técnicas y los instrumentos utilizados para la recoleccion de la informacion.
3.1 Enfoque y alcance de la investigacion

La presente investigacion se inicio con la interaccion de dos estudiantes
seleccionados con el campo de estudio, con el fin de determinar la manera en como
abordaban los problemas de Olimpiadas Matematicas; en base a esto se plantearon
varias preguntas de investigacion que condujeron a formular el siguiente objetivo
general: Proponer al método de Moore para incentivar a los estudiantes de la carrera
de Educacion mencién Fisica y Matemadtica del NURR-ULA, al logro de un
conocimiento significativo en la matematica.

Por lo tanto, se afirma que la investigacion se desarrolla bajo un enfoque
cualitativo de alcance exploratorio, descriptivo y confirmatorio. En base a esto, Arias
(2006) comenta lo siguiente:

La investigacion exploratoria es aquella que se efectua sobre un tema u
objeto desconocido o poco estudiado, por lo que sus resultados
constituyen una visidon aproximada de dicho objeto, es decir, un nivel
superficial de conocimiento. (p. 23).
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La investigacion descriptiva consiste en la caracterizacion de un hecho,
fenémeno, individuo o grupo, con el fin de establecer su estructura o
comportamiento. (p. 24).

En lo que respecta a la investigacion confirmatoria Herndndez y otros (2003)

sostienen lo siguiente:

La investigacién confirmatoria de verificacion empirica es aquella cuyo
objetivo consiste en verificar la veracidad de una hipdtesis, derivada de
una teoria a partir de la experiencia directa. (p.103).

Es apropiado destacar lo expuesto por Herndndez y otros (2010) el cual
sostienen que en la practica una investigacion puede iniciarse como exploratoria y

después puede alcanzar otro tipo de investigacion.

3.2 Diseiio de la investigacion

Una vez planteado el objetivo general se empezd a dar una serie de
actividades con el fin de darles respuestas a las preguntas de investigacion
mencionadas  anteriormente. Con respecto a esto Hernandez y otros (2010)
plantean que los estudios cualitativos no son estandarizados porque la
investigacidon no se planea con detalles y estd sujetas a la circunstancias de cada
ambiente o escenario en particular. Asimismo establece que en el enfoque
cualitativo, el disefio se refiere al abordaje general que habréd de utilizarse en el
proceso de investigacion.

Durante el transcurso del tiempo se desarrolld las actividades mencionadas
para comprobar la utilidad del método de Moore para incentivar a los estudiantes de
la carrera Educacion mencion Fisica y Matematica del NURR-ULA, al logro de un
conocimiento significativo en la matematica. Estas actividades utilizadas son propias
de los disefios de teoria fundamentada que segun Herndndez (2010), es uno de los
disefios utilizados dentro del enfoque cualitativo y que tiene como propdsito
desarrollar teorias fundamentadas en datos empiricos, este disefio se basa en la

utilizacion de procedimientos para generar una teoria a partir de la explicacion



conceptual de una accién, una interaccidon o un area especifica. Con base a lo
expuesto se corrobora que el disefio que se utiliza en el presente estudio es el disefio

de teoria fundamentada.

Hernandez y otros (2010) sostienen lo siguiente “el planteamiento basico del
disefio de la teoria fundamentada es que las proposiciones teodricas surgen de los
datos obtenidos en la investigacion, mas que de los estudios previos.” (p. 697). De

aqui en adelante toda cita sin referencia corresponde a Hernandez y otros (2010).

La teoria fundamentada abarca dos tipos de disefios de investigacion: el
sistematico y el emergente. En este sentido a medidas que se vayan haciendo las
actividades se estara analizando los datos empiricos recolectados de manera
cuidadosa para ver la evolucion a partir de pasos determinados, por lo tanto la
presente investigacion de disefio de teoria fundamentada es de tipo sistematico en

donde se utiliza la codificacion abierta, axial y selectiva.

El disefio sistematico: “resalta el empleo de ciertos pasos en el andlisis de los
datos y esta basado en los procedimiento de Strauss y Corbin (1990 y

1998)..." (p. 688).
En la codificacidn abierta:

El investigador revisa todos los segmentos del material para analizarlo y
generar -por comparacidn  constante-categorias  iniciales de
significado....las  caracteristicas se basan en los datos
recolectados...estas tienen propiedades representadas por subcategorias
las cuales son codificadas (las subcategoria proveen de detalles de cada
categoria. (p. 688).

En la codificacion axial: “de todas las categorias codificadas de
manera abierta, el investigador selecciona a la que considera
mas importante y la posiciona en el centro del proceso que se

encuentra en exploracion...” (p. 689).



En la codificacion selectiva: “una vez generado el esquema, el
investigador regresa a las unidades o segmento y compara con su

esquema emergente para fundamentarlo.” (p. 691).

3.3. Poblacion y Muestra

3.3.1 Poblacion

La poblacion o universo es el conjunto de todos los casos que concuerdan con
determinadas especificaciones. Por su parte Tamayo (2001) la define como la
totalidad del fendmeno a estudiar, grupo de entidades y personas o elementos cuya

situacion se estd investigando.

En esta investigacion, la poblacion esta conformada por los dos estudiantes de
la carrera de Educacién mencion Fisica y Matematica del Nucleo Universitario

“Rafael Rangel” de la Universidad de los Andes.
3.3.2 Muestra

Una vez ya planteado cual es la poblacion de estudio, se procede a
tomar un subconjunto de ella a la cual se le va a llamar muestra, esto se debe
a que la poblacién estd compuesta por un elevado numero de sujetos y la
recoleccion de informacion de todos ellos haria que la investigacion fuese
engorrosa y por tanto dificil de hacer por el tiempo y el gasto que esto
implicaria. Sin embargo, no es primordial en esta investigacion analizar a
todos los sujetos, puesto que en los estudios cualitativos el tamafio de la
muestra no es importante desde wuna perspectiva probabilistica, pues el
interés del investigador no es generalizar los resultados de su estudio a una
poblacion mds amplia; .asi lo plantea Hernandez y otros (2010). El autor
también expone lo siguiente:“la muestra en el proceso cualitativo, es un

grupo de personas, eventos, sucesos, comunidades, etcétera, sobre el cual se



habran de recolectar los datos, sin que necesariamente sea representativo del

universo o poblacion que se estudia” (p. 562).

En esta investigacion la muestra es de tipo no probabilistico, en ésta
se hace una suposicion de un procedimiento de seleccion informal poco
arbitrario; cabe seflalar de que este tipo de muestra no todos los sujetos
tienen la oportunidad de ser seleccionados, sino que es el investigador quien

decide cudles seran sus objetos de estudios.

La muestra en esta investigacion estd formada por sujetos que se ofrecieron
como voluntarios debido al objetivo de estudio. Dentro de la muestra no
probabilistica se pueden ubicar la de los sujetos voluntarios, que son muestras usadas
en las ciencias sociales y ciencias de la conducta. En estos casos la eleccion de los
individuos que seran sujetos de analisis depende de las circunstancias fortuitas. Del
mismo modo se aplica la muestra de caso-tipo que su objetivo se basa en el caracter
cualitativo, donde lo importante es la riqueza y la calidad de la informacién y no su
caracter cuantitativo.

Para el caso de esta investigacion se toma la decision de utilizar sujetos con
caracteristicas similares al problema planteado, centrandose en la demostracion de
la utilizacion del método de Moore para poder impulsar a los estudiantes de la
carrera Educacion  mencion Fisica y Matematica a la profundizaciéon y al
conocimiento significativo de esta disciplina. En este caso la muestra es de tipo
homogénea, Herndndez y otros (2010), sefiala que son:“las unidades a seleccionar,
poseen un mismo perfil o caracteristica, o bien, comparten rasgos similares. Su
propdsito es centrarse en eltema a investigar o resaltar situaciones, procesos o

episodios en un grupo social”. (p. 567).

Por lo anteriormente sefialado, en este estudio, la muestra esta constituido por
dos estudiantes cursantes del décimo semestre de la carrera de Educacion Mencion
Fisica y Matematica del Nucleo Universitario “Rafael Rangel” de la Universidad de

los Andes que son los integrantes del presente trabajo de grado.



3.4. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

La recoleccion de datos o resultados es fundamental, ya que con esta accion se
obtienen datos utiles de sujetos, comunidades, contextos, entre otros, que permiten
capturar de manera completa (lo mas que sea posible) los motivos subyacentes, los
significados y las razones internas del comportamiento humano a partir de
descripciones profundas de imdgenes mentales, interacciones, percepciones,
experiencias, actitudes, creencias, emociones, pensamiento y conductas. Las técnicas
fundamentales para la recoleccion de datos cualitativos son la observacion, la
entrevista, los grupos de enfoque, la recoleccion de documentos y materiales y la
historia de vida. Las que se utilizaran en las fases de la investigacion son las

siguientes:
3.4.1 Observacion Cualitativa

“La observacion cualitativa no es una mera contemplacion (sentarse a ver el
mundo y tomar notas); nada de eso, implica adentrarnos en profundidad a situaciones
sociales y mantener un papel activo, asi como una reflexion permanente. Estar atento
a los detalles sucesos, eventos e interacciones” (p. 587). De este modo la observacion
permite que el investigador se ubique en el marco de referencia de las personas

observadas y asi tenga mayor acceso a su forma de ver el mundo.

En este sentido, en el presente estudio se utiliza de manera continua la
observacion para conocer como la resolucidn de problemas influye sobre los

estudiantes para impulsarlos hacia el mundo de las matematicas.

La observacidn se puede clasificar en dos tipo: observacion participante y no
participante; para el primer caso el observador interacttia con los sujetos observados y
en el segundo caso no ocurre ninguna interacciéon. A su vez existen dos tipos de
observacion participativa: natural y la artificial. En la presente investigacion, se aplica
la observacion participativa natural, debido a que los observadores interactiian con la

resolucion de problemas.



3.4.2 Los formatos de observacion

La observacion cuantitativa es distinta que la cualitativa, por la razén de que
en la primera se usan formatos o formularios de observacion estandarizados mientras
que en la segunda no se utilizan éstos durante la inmersion inicial, puesto que
conforme a como avanza la induccién, se puede ir generando listados de elementos
que no se deben dejar por fuera y unidades que deban analizarse. Por tanto en la
presente investigacion se utilizaran formatos de observacion, ‘‘anotaciones”, para
captar en el momento de inmersion los elementos y unidades fundamentales para la

demostracion de la misma.
3.4.3 Documentos, registros, materiales y artefactos

Una fuente valiosa de datos cualitativos son los documentos, materiales y
artefactos diversos, porque practicamente a partir de ellos la mayoria de las personas,
grupos, organizaciones, comunidades y sociedades los producen y narran sus historias
y estatus actuales. Los datos cualitativos principales que se utilizan para una
investigacion cualitativa son: documentos, registros, materiales y artefactos. Los
documentos grupales son documentos generados con cierta finalidad oficial por un
grupo de personas; por tanto los datos cualitativos utilizados en esta investigacion son
documento de caracter grupal ya que ellos aportan evidencia exacta que demuestran
dicha estimulacion de los estudiantes hacia la profundizacion de temas “matematicos”

y hacia un conocimiento significativo de esta disciplina.



CAPITULO IV

SOLUCION DE PROBLEMAS DE OLIMPIADAS MATEMATICAS

4.1. Introduccion

En las paginas que siguen se presenta una seriec de problemas de las
Olimpiadas Matematicas con sus respectivas soluciones, estas fueron desarrolladas
por los estudiantes seleccionados de la Carrera Educacion mencion Fisica y
Matematica del NURR-ULA usando sus esfuerzos intelectuales y el repertorio de
conocimientos obtenidos hasta el momento en la carrera sobre los diferentes temas
matematicos. Es necesario acotar que estos problemas fueron planteados por el

profesor Jos¢ Romano Fatale, tutor de esta investigacion.

Cabe sefialar que al inicio de cada una de las soluciones de los problemas se
introducird un comentario hecho por los propios estudiantes donde describen de

manera detallada:

1. La manera en como abordaron y el significado que tuvo para ellos cada
solucion.
2. Los temas que utilizaron.
Nota: algunos problemas tendran diferentes soluciones puesto que los estudiantes
tuvieron perspectivas diferentes y otras solo tienen una solucidn las cuales fueron

desarrolladas individualmente por razones diversas.



4.2. Presentacion de los problemas de Olimpiadas Matematicas con sus

respectivos comentarios y soluciones

4.2.1 Problema 1

Los armarios estudiantiles en cierto College American College se numeran
consecutivamente comenzando con el numero 1. Los digitos plastificados usados para
numerar dichos armarios cuestan 2 centavos (de dolar) por pieza. Esto es, numerar el
armario 9 cuesta 2 centavos y numerar el armario 10 cuesta 4 centavos. Si el costo

total fue de 137.94 $, ;cuantos armarios en total fueron numerados?
Comentario N°1

Este problema plantea que los armarios estudiantiles en cierto American
College americano se numeraron consecutivamente comenzando con el 1 y que cada
digito plastificado con los que se numeraron los armarios costo dos centavos de
doélar. La incognita consiste en determinar el nimero total de armarios numerados con
un costo total de 137.94 §. Esta solucion del problema consiste en determinar, a
través de métodos de conteo, los costos de numerar los armarios con un digito, dos
digitos y tres digitos, es decir, del 1 al 999. Luego de verificar que la cantidad
restante de dinero es insuficiente para numerar hasta los armarios con cinco digitos,
se calcula la cantidad de armarios numerados con el dinero restante. De esta forma la
cantidad de armarios numerados es 999 mas la cantidad de armarios numerados con

el dinero restante.

Los temas matematicos utilizados son: métodos de conteo y numeros

combinatorios.



Solucion N°1

El problema plantea que los armarios estudiantiles en cierto college americano
se enumeraron consecutivamente a partir del 1 y que los digitos plastificados usados
para numerarlos cuestan 2 centavos de dolar por pieza. En este sentido, el costo de

numerar los armarios con respecto a la cantidad de digitos utilizados es:

Un niimero de un digito cuesta 2 centavos.
Un niimero de dos digitos cuesta 4 centavos.
Un niimero de tres digitos cuesta 6 centavos.

Un numero de cuatro digitos cuesta 8 centavos.

Un numero de » digitos cuesta 2-n.

De esta manera, numerar los armarios del 1 al 9 tuvo un costo de 9-2=18
centavos, puesto que se numeraron 9 armarios y cada uno costo 2 centavos. En cuanto
a los armarios estudiantiles del 10 al 99 es evidente que son 90, sin embargo es
posible determinar esta cantidad a través de un sencillo principio de conteo con el
proposito de en adelante aplicarlo en situaciones de mayor dificultad; este establece

que si una actividad se puede hacer en p,, p,, p;,..., p, pasos sucesivos, entonces
dicha actividad se puede realizar de p,-p, - p,----- p, maneras distintas. En el caso

de que un armario estudiantil le corresponda un numero constituido por dos digitos,

el primer digito puede tomar los valores del 1 al 9 y el segundo digito del 0 al 9, esto

9) (1
es, que hay (1 j ( 1 j: 9-10=90 numeros formados por dos digitos, luego como

cada armario tiene un costo de 4 centavos se tiene que numerar los armarios del 10 al

99 tuvo un costo de 90 - 4 =360 centavos.

Andlogamente, la cantidad y el costo de numerar los armarios con tres y

cuatro digitos, respectivamente es:



Cantidad Costo

. 9) (10) (10
Tres digitos: e =900 5.400 centavos.
. 9) (10) (10) (10
Cuatro digitos: IR =9.000 72.000 centavos.

Ahora, el costo numerar hasta el armario 999 es igual a la suma de los costos
de numerar los armarios con un digito, dos digitos y tres digitos, esto es,

184360+ 5.400 =5.778centavos. Por otra parte, el costo total de 137,948 =13.794

centavos de dolar es insuficiente para numerar hasta armarios con cinco digitos,
puesto que si se hubiera numerado hasta algun armario con cinco digitos como
minimo el costo total fuese de 5.778+72.000+10=77.788  centavos. Por

consiguiente la cantidad que buscamos de armarios numerados es de 4 digitos.

En este sentido, 13.794—5.778 =8.016 centavos fue entonces el costo con
que se numeraron los armarios con cuatro digitos, luego como cada nimero de
cuatro digitos tiene un costo de 8 centavos, se obtiene que con 8.016centavos se

8.016 .
numeraron T:1.002 armarios.  Por tanto, en total fueron numerados

999+1002 =2001 armarios. [



Comentario N°2

El problema consistia en conocer la cantidad de armarios que se numeraron en
un American Collage bajo ciertas condiciones. La dificultad a la hora de abordar el
problema no fue algo que estuvo presente en dicho emprendimiento puesto que, la
manera en como estaba planteado el problema condujo a llevar a cabo una serie
acciones; entre ellas: la inferencia de que los armarios que iban a tener los niimeros
10 y 100 (por ejemplo) estarian compuesto por dos y tres digitos plastificados
respectivamente, esto dio pie a dividir el dinero gastado (una vez que se hizo el
cambio de conversion de dolar a centavo de ddlar) por el valor monetario que valia
cada digito, con el fin de determinar los digitos plastificados que se utilizaron en
total. Todo lo anterior conllevo a construir una tabla tipo financiera donde se
describe de manera detallada la cantidad de digitos que se utilizaron para numerar los

armarios cuya numeracion contenia nimeros que estaban compuestos por 1,2,3 y

mas digitos.

Cabe sefialar que hubo cierta inconformidad después de haber resuelto el
problema por la razén de que la misma se solucion6 bajo una idea poco
fundamentada sobre el concepto  de digito, sin embargo, la indagacion de esto
confirmé que la manera en como se considerd el concepto estaba bien; esta
indagacién condujo a leer temas como la numeracion arabiga, tipos de sistemas de
numeracion y el sistema de numeracion base diez. Este ultimo le dio mds significado
a la solucidn del problema que se planted ya que se pudo reconocer que los armarios

estan numerados tomando en cuenta dicho sistema.

Los temas matemadticos utilizados para la solucién son: definicidon de digitos,
conversion de moneda, regla de tres, operaciones basicas de matematica y sistema de

numeracion base diez.



Solucion N°2

Imaginese las puertas de los armarios una al lado de la otra y numeradas de
una manera tal que si un armario tiene un nimero de » digitos, entonces para ese
armario se utilizaran » piezas a las que se llamaran digitos plastificados (véase la
figura 1) por ejemplo, para numerar el armario numero tres se va usar un digito
plastificado y para el 12 se va usar dos. Esta explicacion es con la finalidad de poder
conocer cuantos armarios se numeraron si se gastaron 137.94 $=137940 centavos de
ddlares para realizar dicho trabajo, siendo el costo de cada digito plastificado igual a

2 centavos de dolar.

Figura 1

Puertas numeradas con cada digito plastificado

1 2 1|0 111 1] 1{ O 1] 1| 1

Para conocer el nimero de armarios numerados, véase el cuadro N° 1 que
muestra de manera desglosada y partiendo de una regla de tres: la numeracién de los
armarios, el nimero de armarios numerados, la cantidad de digitos utilizados por

armario y los digitos plastificados por utilizar para llegar a dicho objetivo.

Se presenta ahora la regla de tres que se mencion6 antes para asi conocer los
digitos plastificados que se hicieron con los 137.940 centavos de ddlar que se

gastaron:



1 Digito plastificado cuesta . 2 centavos de ddlar

7

X ‘equivale a 13.794 centavos de ddlar.

N

Luego, se tiene que:

_ (1 digito) - (13.794 centavos)
2 centavos

X

= 6.897digitos.

Cuadro N° 1

Cantidad de digitos utilizados para los armarios




4.2.2 Problema 2

Sea n un nimero impar mayor que 1. Pruebe que la sucesion:

n
n n

1 s seens | m—1

2 - -
2

Contiene un niimero impar de numeros impares.
Comentario

En primera instancia el abordaje de este problema no estuvo tan facil por la
razén de que el planteamiento del mismo no tenia suficientes datos como para
atacarlo, sin embargo al variar los valores de #» en la sucesion produjo una lista de
sucesiones que al observarlas de manera global se noté una similitud con una tabla
numérica llamada tridngulo de Tartaglia, la comparacion de la lista con el tridngulo
dirigi6 el rumbo de los planes de utilizar a esta tabla numérica como una herramienta

para desarrollar la solucién al problema.

Con base a lo expuesto se presentd nuevamente otros inconvenientes por la
razon de no saber cdmo utilizar el tridngulo, sin embargo después de meditar sobre el
asunto se hizo una evocacion sobre un problema relacionado con este tema, esté se
abordé en la materia de analisis matematico y consistia en la demostracion de una de
las propiedad del tridngulo de Tartaglia. Aparte de esto, un punto clave fue la
simetria observada en el triangulo (la sucesion en cuestion se encontraba de manera
doble en una fila de la misma) esto produjo conjuntamente con la propiedad
mencionada a obtener un resultado; este hecho fue analizado con otros conocimientos
(suma de numeros pares ¢ impares) que se obtuvieron en el curso de analisis
matematico de la carrera, conduciendo asi hacia la soluciéon del problema. Los temas
utilizados fueron: sucesion, tridngulo de Tartaglia y algunas propiedades de los

numeros enteros como: potencia de base par, suma de nimeros pares e impares.



Soluciéon

Considérese el tridngulo de Tartaglia y una recta perpendicular que pase por los

puntos medio de cada una de las filas que las conforman (ver figura 2).

Figura 2

El triangulo de Tartaglia, la recta perpendicular y sus filas impares

5 n—1
2

n
La sucesion [n]’ (nj" .., | —1 | esta conectada con las filas impares del triangulo,
1

menos la fila 1 por las condiciones del problema, tal cual como se muestran encerradas en los
recuadros rojos de la figura 2, en ellas existe una simetria que formulada matematicamente

se escribe de la siguiente manera:

(e 2ot o] o oo o[22

2 2

De esta se obtiene la siguiente igualdad:



n
Al restarle 0 a ambos lado de la igualdad conduce a obtener la siguiente expresion:

I o))

Luego, se obtiene que:

Esta expresion indica que la sumatoria de los términos de la sucesion en
cuestion es igual a 2" —1, es decir, un nimero impar, se afirma lo anterior puesto
que cualquier potencia de base par es un numero par y si a esto se le resta una
unidad el resultado es un nimero impar; en este sentido se hace el siguiente analisis:
si en la sucesion existiese un nimero par de nimeros impares, la suma de estos seria
par y por mas que se le sume un numero par o impar de numeros pares esto seguiria
siendo par; por tal motivo se puede concluir que en dicha sucesion existe un nimero

impar de numeros impares. .



4.2.3 Problema 3

Veinticinco muchachos y veinticinco muchachas se sientan alrededor de una
mesa. Pruebe que es siempre posible encontrar una persona cuyos vecinos sean

muchachas.
Comentario

El problema consiste en demostrar que si  veinticinco muchachos y
veinticinco muchachas se sientan alrededor de una mesa, es siempre posible encontrar
una persona cuyos vecinos sean muchachas. La demostracion se efectué por
reduccion al absurdo, delimitando y acotando la cantidad de muchachas y muchachos
por cada agrupacion de muchachas (muchachas sentadas juntas) sentadas alrededor
de la mesa. La realizacion de esta demostracion con llevo varias horas de trabajo, el
punto clave fue disponer en una mesa, una serie de fichas que representaran los
muchachos y muchachas sentados alrededor, luego intentar colocarlos de tal forma
que no fuese posible encontrar una persona cuyos vecinos fuesen muchachas. Todos

los intentos fueron fallidos, sin embargo, dieron la base para la demostracion.



Solucion

Consideremos los veinticinco muchachos y veinticinco muchachas sentados
alrededor de una mesa. Supongamos que cualquier persona (muchacho o muchacha)
tiene como vecinos un muchacho y una muchacha o dos muchachos. Cada agrupacion
de muchachas (muchachas sentadas juntas) tiene un maximo de dos muchachas,
puesto que si tuviera tres o mas, entonces una o mas personas tendrian como
vecinos muchachas. Al sentarse consecutivamente cada agrupacion de muchachas
necesita como minimo un muchacho a cada extremo (dos muchachos por cada grupo
de muchachas). En resumen, los veinticinco muchachos y veinticinco muchachas
sentados alrededor de una mesa, tienen un maximo de dos muchachas y minimo de

dos muchachos por cada agrupacion de muchachas.

Luego, tenemos que con las veinticinco muchachas podemos formar
como minimo 12 grupos con dos muchachas y 1 grupo con una muchacha, es
decir, 13 grupos de muchachas. Pero por cada grupo de muchachas hay un minimo

de dos muchachos y en consecuencia hay como minimo 13-2 =26 muchachos. Esto

es una contradiccion. l



4.2.4 Problema 4

Dado un numero racional, escribalo como una fraccion en donde numerador y
denominador no tengan términos en comun y calcule el producto de ambos ;para

cuantos numeros racionales entre 0 y 1 sera 20 el resultado?
Comentario

El problema trata sobre conocer cuantos numeros racionales entre 0 y 1
pueden escribirse como una fraccion (en donde numerador y denominador no tengan
términos en comun) pero siendo el producto del numerador y denominador igual a 20.
La primera actividad fue leer y releer puesto que al principio, la compresion del
problema no estuvo facil por razones de confusion entre lo que era un nimero
racional y un nimero decimal (de hecho la descripcion del problema al comienzo de
este parrafo fue la forma en como lo reescribi para poderlo entender cada vez que lo
leia), sin embargo a partir de una revision bibliografica se encontré que estan

conectados, porque este Ultimo es una forma de escribir un numero racional.

Lo anterior permitié seguir con el abordaje del problema formando
ecuaciones e inecuaciones con las condiciones planteadas en el mismo, todo esto
dividio en dos casos el emprendimiento del plan por la razon de haberle aplicado
algunas propiedades de los axiomas orden de los nimeros reales a las condiciones;
De aqui en adelante se hicieron una serie de sustituciones que llevaron a conseguir
varios resultados, a estos se les aplico la definicion MCD alcanzando asi la solucion

del mismo.

Temas matematicos utilizados: mimeros fraccionarios, MCD, ecuaciones,
inecuaciones, manejo de condiciones con inecuaciones y propiedades de las

inecuaciones.



Solucion

Sea a4
q

un  numero racional (con ¢g#0) que cumple con la

condicién de que el mcd( p,q)zl. La idea es buscar fracciones de la forma

v que también satisfagan las condiciones siguientes:
q
p-q =20, para ello realicese el siguiente analisis:

Para que P 50 se tiene que cumplir que:

q

Primer caso:

Con p y g ambos positivos lo que implica que p <gq.

Segundo caso:

Con p y g ambos negativos lo que conlleva a que p > q.

Luego, como p-gq =20, se tiene que:

2 20 .
e —<gyp<— cuando p yg sonambos positivo.
p

20 20 .
e —>gvy p>— cuando p y g son ambos negativos.

De esto se deduce:

g>>20 y p’<20.

0<£<1y
q



Con la condicidn expuesta en la parte de arriba se deriva lo siguiente:

1. Cuando pes positivo y cumple con la condicién de que p* <20. Luegose
obtiene que los valores de pson 1,2,3,4y partiendo de que p-g=20 se
consigue que los valores de g son respectivamente 20,10 y 5(cuando pes
igual a 3, ¢ no es un numero entero) determinando asi que los niimeros

. . .. . 4
fraccionario que cumplen con las condiciones son los siguientes: 50°10 y 3

2. Analogamente se procede cuando p es negativo y cumplen con p’ <20, se
consigue que los valores de pson —1,-2,-3,—4y partiendo de la férmula de
que p-q=20 se obtiene que los valores degson respectivamente

—20,—10 y—5. Logrando asi obtener que los nimeros fraccionarios que

-1 2 —4
cumplen con las condiciones deseadas son —,—— y —.
20 -10 © -5
-2 2 L
Como o = 0 no cumple la condicion de que el mcd ( p,q) =1, se concluye
. , . . -1 1
que los unicos numeros que satisface las condiciones deseadas son: E=%y

—4_4
-5 5



4.2.5 Problema 5

La sucesidon creciente 1, 3,4, 9,10, 12, 13, ... consiste de todos aquellos

naturales tales que, o son potencias de 3, o son suma de distintas potencias de 3.
Encuentre el centésimo término de esta sucesion asumiendo que, 1 es el primero, 3 el

segundo y asi sucesivamente.
Comentario

En un primer momento se procedié a escribir los elementos de la sucesion en
potencias de base tres para luego analizarlas y asi conocer como es que se genera
cada término. La manera en como se producia cada término llevd a evocar a el
tridngulo de Tartaglia y a partir de esto se utilizd esta como herramienta matematica

para armar un plan y buscar asi el centésimo término de la sucesion.

Hubo obstaculos en cuanto a encontrar el término deseado puesto que aun
cuando se tenia una idea de como se generaba la sucesion por medio del tridngulo de
Tartaglia no se podia conseguir de modo exacto la posicion de cualquier término que
se quisiera, sin embargo después de un tiempo y con trabajo en equipo se descubrio el
talon de Aquiles de la dificultad, esto era, que la posicion de ciertos términos en la
sucesion coincidian con un valor especifico; a partir de esto se pudo llegar a
determinar el término que se pedia. Temas matematicos utilizados son los de

sucesion, conversion de nimero y el triangulo de Tartaglia.



Solucion

Considere la sucesion creciente pero escrita en potencias de base tres, tal

como se muestra en el cuadro 2.

Cuadro 2

Sucesion creciente escrita en potencias de base 3

1 2 3 4 5 6 7
1 3 4 9 10 12 13
3° 3! 3% +3 32 30 +3? 3 +32 3°4+3'4+3?

Ahora bien, examinando la sucesidon a partir del segundo término

(ver cuadro 2), en ella se observa que:

1. Elsegundo término es 3.

2. El tercer término resulta de la suma “combinacion” del primer término y el

segundo.

El cuarto término es 9 =37

3

4. FEl quinto término es la suma del cuarto término y el primero.
5. EI sexto término es la suma del cuarto término y el segundo.
6

El séptimo termino la suma del cuarto término y el quinto.



En este sentido, la forma en como se genera los términos de la sucesion se

explica a partir del tridngulo Tartaglia, es decir, de la siguiente manera:

1. La fila 1 estd vinculada con el exponente 0 de la potencia, ella nos indica

que la cantidad de términos que hay desde 3° hasta 3°*' es 2'.

2. La fila 2 estd vinculada con los exponente 0 y 1; estos nos indica que la
cantidad de términos que hay desde 3° hasta 3" es 2°

3. La fila 3 esta vinculada con los exponente 0, 1 y 2; estos nos indica que la

cantidad de términos que hay desde 3° hasta 3°"'es 2°.
4. En general la fila » estd vinculada con los exponentes

0,1,2,3,...,n—1; estos nos indica que la cantidad términos que hay desde

3% hasta 3" =3" es 2".

Cuadro 3

El tridangulo de Tartaglia y su conexion con la sucesion

1 1 fila1l: 0

1 6 15 20 15 6 1 fila6: 0,1, 2, 3,4, 5



Por consiguiente, conocemos con exactitud los términos correspondientes a
las potencias de 3, esto es que el término 2"es 3". Luego como se quiere hallar el
centésimo término, el cual es resultante de la suma del término nimero 64 y 36.
Tenemos que el término 2° =64 es 3° y que el término nimero 36 es igual a la
suma del término 32=2° que es 3’y el cuarto termino 3°=9. Por tanto, el

centésimo término es 3¢ +3° +3? =729+243+9=981. ||



4.2.6 Problema 6

(Cuéntos niimeros naturales que no exceden al 2001 son multiplos del 3 y

del 4 pero no del 5?
Comentario N° 1

Una de las dificultades que presento el problema fue la de comprender su
sentido practico, puesto que en el enunciado se propone una conjuncion (multiplos
del 3 y del 4) que implicaria que el problema se simplificaria a determinar los
multiplos del 12 y en todo caso plantearlo asi no significaria un reto. Es de recalcar
que este hecho fue aclarado por nuestro tutor, a partir de alli el camino fue sencillo
puesto que incluso el haber resuelto el problema de la primera forma mencionada
adelantaba una parte del cédlculo a realizar. Este calculo se fundamentd en la
cardinalidad de la union de conjuntos que para conjuntos finitos 4 y B, esta dada por

#(AVWB)=#A+#B—#(ANB). En cuanto a los temas utilizados se puede mencionar

de manera general a la teoria de conjuntos.



Solucion N°1

Sea A el conjunto de los numeros naturales multiplos del 3 yno del 5 que
no excedan al 2001 y B el conjunto de los nimeros naturales multiplos del 4 y no
del 5que no exceden al 2001. El cardinal de 4B es la cantidad de nimeros
naturales que no exceden al 2001 que son multiplosdel 3 o del 4 y no del5,
lo cual es la solucioén del problema; claro estd considerando al “y” de la pregunta
como una disyuncion. En este sentido cabe recordar que

#(AUB)= #A4 + #B — #(ANB).

Visto el problema de esta manera, es sencillo y se reduce en tres partes, las

cuales se presentan a continuacion:

1. Para hallar el cardinal de A4 consideremos primero los numeros naturales
multiplos del 3 que no excedan al 2001 (un numero natural » multiplo de

3 es de la forma 3-k para algin k< ). Para ello veamos la siguiente

lista:
k=1 n=3-1=3
k=2 n=3-2=6
k=3

n=3-3=9

k=666 n=3-666=1998
k=667 n=3-667=2001.

Esto nos indica que hay 667 nimeros naturales multiplos del 3 que no
exceden al 2001, sin embargo en esta cantidad hay multiplos del 5 que debemos
excluir, por ejemplo el numero 15. Para conseguir esto vamos a contar los multiplos
del 3 ydel 5 que no excedan al 2001 (un nimero natural » multiplo del 3 y del 5 es

de la forma 15-k paraalgink € ). Utilizando el método anterior tenemos que:



k=1 n=15-1=15
k=2 n=15-2=30
k=3

n=15-3=45

k=133 n=15-133=1995
k=134 n=15-134=2010.

De lo antes expuesto hay 133 numeros naturales multiplos del 3 vy
del 5 que no exceden el 2001; esta cantidad por ser multiplo del 3

estd incluida en los 667 numeros naturales antes hallados, por tanto el

cardinal de A esta dado por #4=667—-133=534.

2. Para hallar el cardinal de B, se procede de igual forma a la primera

parte, por consiguiente en este caso daremos la cantidad obtenida:

#B =500-100 = 400.

Donde 500 es la cantidad de nimeros naturales multiplos del 4 que no
excedan al 2001 y 100 es la cantidad de niimeros naturales multiplos

del 4y del 5 que no exceden al 2001.

3. Solo falta determinar el cardinal de ANB, ¢€lcual consiste de los
nimeros naturales multiplos del 3 'y del 4 pero no del 5 que no
excedan al 2001; esto es equivalente a considerar los multiplos del 12
pero no del 5 que no exceden al 2001. Para esto consideremos primero
los multiplos del 3 ydel 4 que no excedan al 2001, veamos la siguiente

lista:



k=1 n=12-1=12
k=2 n=12-2=24
k=3

n=12-3=36

k=166 n=12-166=1992
k=167 n=12-167=2004.

De lo anterior tenemos que hay 166 nimeros naturales multiplos del 12 que no
excedan al 2001. Analogamente hay 33 nimeros naturales multiplos del 12y del 5

que no exceden al 2001, luego obtenemos que # (AN B)=166—33=133.

Finalmente hemos conseguido que:

#(AUB)=534+400-133 =801



Comentario N°2

La interrogante que se presento fue la siguiente: ;cudntos numeros naturales
que no excede al 2001 son multiplos del 3 y del 4 pero no del 5?7 Al empezar no
hubo ningiin momento de preocupacién porque lo primero que se hizo fue escribir
varios nimeros que tenian las condiciones deseadas y las no deseadas para analizar el
terreno; esto llevo a construir varios conjuntos con condiciones concretas para
abordar el problema; una de estas condiciones utilizadas fue la de algunas ecuaciones
que inducian a conocer el cardinal aproximado de cada conjunto pero convirtiéndolas

en inecuaciones.

Se presentaron dificultades en el momento de determinar la cantidad de
nameros que cumplian con la condicion del problema, puesto que cuando varios
conjuntos tienen elementos en comun y se los quiere contar, se debe tener en cuenta
que hay elementos repetidos por tanto hay que restarlos; este incidente pasd pero fue
percatado cuando se revisoé la solucion. En cuanto los temas matematicos utilizados se
pueden mencionar: multiplos de un numero entero, teoria de conjuntos, ecuaciones,

Inecuaciones y aproximaciones.



Solucion N°2

Se quiere conocer cuantos nimeros naturales no son de la forma (3-5)-a,
(4:5):b y (3:4:5)-c en donde a,b,ce ,para ello se prosigue de la siguiente

manera:
Considérese los siguientes conjuntos:

A={xe |x<2.001, x=3-n A ne }.El conjunto de los multiplos de tres que no

exceden al 2.001.

B={ye |y<200l, y=4-t n te }.El conjunto de los miltiplos de cuatro que

no exceden al 2.001.

C={ze [z<200l, z=@3-5)-a ~ ae }.El conjunto de los multiplos de tres y

cinco que no exceden al 2.001.

D= {b € |b<2001, b=(4-5)-c A ce }.El conjunto de los multiplos de cuatro y

cinco que no exceden al 2.001.

Ez{de |d <2001, d=(3-4-5)-e A e€ }.El conjunto de los multiplos de tres,

cuatro y cinco que no exceden al 2.001.

El artificio es conocer: #4,#By el #(AUB)=#A+#B—# AN B)para

determinar: #C, #D y #E. Luego conjuntamente con #(AUB)se podra

encontrar la cantidad de niimeros que son multiplos del 3 y del 4 pero no del 5, es

decir, #(AUB)-#C—-#D+#E. En adelante se determinard el cardinal de los

conjuntos antes mencionados.



Tenemos que cada elemento de 4 es de la forma:

3-1=3
3-2=6
3-3=9

3-n<2001.

Si se utiliza la ecuacion 3-n7=2.001 facilitard determinar el cardinal de 4, a

2001
partir del valor de n;esto es: #4=n= N =0667. Para encontrar #B #C,#D,#Ey

#(A N B) se procede de la misma manera a cdémo se conocié el cardinal de 4. Para los

otros casos tenemos que:

1. Con la ecuacion 4-7=2.001 se tiene que #B =500, puesto que:
#B=t= # =500.25 = 500.
(Si se toma 501 al multiplicarlo por 4, este elemento no cumpliria con las

condiciones del conjunto B)

2. Con laecuacién (3-4)- p=2.001 se halla que #(A mB) =166, puesto que:

p=221 16675 ~166.

3. Con laecuacion (3:5)-a=2.001 se tiene que #C =133, puesto que:

a=@ =133.4~133.
15

4. Con la ecuacion (4-5)-¢=2.001 se tiene que #D =100, puesto que:

c =% =100.05 ~100.

4.5



e Con la ecuacion (3-4-5)-e=2.001 se halla que #E =33, puesto que:

e= 2001 =33.35~33.
60

Reuniendo los datos buscados de lo antes expuesto se obtiene que:

HAUB)-#C—#D+#E=667+500-166—-133-100+33 =801.

Se suma el cardinal del conjunto #E por la razon de que los multiplos
(3:4-5)-e se descontaron del conjunto C yD al momento de determinar la

cardinalidad de ambos. l



4.2.7 Problema 7

Determine el nimero de maneras de escoger 5, de entre los primeros 18
numeros naturales, de tal manera que cualesquiera 2 de los numeros escogidos,

difieran por lo menos en 2.
Comentario

Para hallar esta cantidad un punto clave fue considerar su complemento, es
decir, el nimero de maneras de escoger cinco, de entre los primeros 18 numeros, tal
que al menos 2 nuameros escogidos difieran en 1; esta fue la forma en como se
abord¢ el problema, luego se procedid a estudiar todos los casos en donde al menos 2
nameros difieran en 1, claro estd para hacerlo se tuvo que considerar no recontar ,
para ello en cada caso se excluian los subconjuntos o maneras de escoger contadas en
los casos anteriores. Después de estudiar algunos casos se observo cierto patrén que
permitié6 conseguir un resultado inmediato. Es de destacar que en una primera
oportunidad se desarrollaron todos los casos obteniendo el mismo resultado, sin
embargo para sacar mas provecho a la solucién se hizo el presente cambio. Cabe
mencionar que algunos contenidos utilizados fueron teoria de conjuntos, métodos de

conteo, numeros combinatorios y sumatorias.



Soluciéon

Sabemos que hay exactamente [ 5) formas distintas de escoger 5, de entre

los primeros 18 numeros naturales. Cada forma seleccionada es un subconjunto de
5 elementos de los primeros 18nimeros naturales. Si tomamos un subconjunto
cualquiera y al menos un par de sus elementos difieren en 1, implicaria que este
subconjunto debe ser excluido de la cantidad que queremos determinar. En este
sentido la solucidon del problema esta enfocada en hallar la cantidad de subconjuntos
de 5 eclementos, de entre los primeros 18 numeros naturales, de tal manera que

algtn par de sus elementos difieran en 1.

Consideremos el conjunto de los primeros 18 numeros naturales y veamos

cuantas formas hay de escoger un par de nimeros de tal manera que difieran en 1,

para ello veamos la siguiente lista:

10-11
11-12
12-13
13-14
14-15
15-16
16-17
17-18.

[ [
O© 0 90 N W A o N

O 0 90 N L BN W N
|

|
—_
(=)

Seglin lo antes expuesto, hay 17 formas de tomar un par de nimeros entre los
primeros 18 nimeros naturales de tal manera que difieran en 1. En adelante se
procedera a contar todos los subconjuntos de 5 elementos, tal que estos contengan

alguno de estos pares de elementos.



Caso 1. Los subconjuntos que contienen al par de elementos 1 y 2, pueden

contener a cualesquiera 3 elementos mas de los 16 restantes. Por otro lado hay
16 : - :
subconjuntos distintos tomados de estos 16 elementos y que al unir cada uno
de estos con el subconjunto que contiene al par de elementos 1 y 2, obtendriamos
16 ) .
3 subconjuntos distintos de tal manera que 2 de sus elementos (al menos los

elementos 1 y 2) difieran en 1.

16
Caso 2. Los subconjuntos que contienen al par de elementos 2 y 3  son [3 j, no

obstante debemos excluir de esta cantidad los subconjuntos que contengan al par

2 y 3 contados en el caso anterior, esto es, los subconjuntos que contengan al
15 .
I, 2 y 3 los cuales son ’ puesto que los subconjuntos de esta forma pueden

contener a cualesquiera 2 elementos mas de los 15 restantes. Por tanto en este caso
16 15 15

el resultado es - = .
3 2 3

Caso 3. Los subconjuntos que contienen al par de elementos 3 y 4 son [3 ] Al

igual que en el caso antes expuesto se deben excluir los subconjuntos contados
anteriormente.Con respecto a los subconjuntos contados en el primer caso son 14
puesto que cada subconjunto estd obligado a contener a los elementos 1, 2, 3,y 4; lo
cual solo permite que dichos subconjuntos contengan un elemento adicional que

puede ser cualquiera de los 14 restantes. Los subconjuntos contados en el caso 2 son

de la forma {2,3,4,_,_},65 decir, admiten 2 elementos mas que pueden ser



cualquiera de los 15 restantes excepto el “1” ya que en el caso 2 no fueron contados

los subconjuntos que lo contienen. Por tanto se obtiene el siguiente resultado:

16\ (14) (14 15
Total: - - = .
3 1 2 3
Caso 4. De aqui en adelante solo se hard mencion a los resultados puesto que el

analisis y la argumentacion son analogos a la de los casos anteriores.
. : 6
Los subconjuntos que contienen al par de elementos 4 y 5 son 3 )

Los subconjuntos contados en el caso 1 de la forma {1, 2, 4,5,_} , son 14.

Los subconjuntos contados en el caso 2 de la forma {2,3, 4,5,_}, son 13.

14
Los subconjuntos contados en el caso 3 de la forma {3, 4,5, _,_} , son ( 5 j .

16 14 13 14 15
Total: - - - = -13
3 1 1 2 3
Caso 5. Lossubconjuntos que contienen al par de elementos 5 y 6 son
16
5 |
Los subconjuntos contados en el caso 1 de la forma {1, 2,5, 6,_} , son 14,

Los subconjuntos contados en el caso 2 de la forma {2,3, 5, 6,_}, son 13.

Los subconjuntos contados en el caso 3 de la forma {3, 4,5, 6,_} ,son 13.



14
Los subconjuntos contados en el caso 4 de la forma {4, 5,6, _,_}, son [ 5 j—l.

16 14 13 14 15
Total: - -2 - +1= —25.
3 1 1 2 3
. . 6
Caso 6. Subconjuntos que contienen al par de elementos 6y 7 son( 3 j

Los subconjuntos contados en el caso 1 de la forma {1, 2,6, 7,_}, son 14.
Los subconjuntos contados en el caso 2 de la forma {2,3,6, 7, _} ,son 13.
Los subconjuntos contados en el caso 3 de la forma {3, 4,6,7, _} ,son 13.

Los subconjuntos contados en el caso 4 de la forma {4, 5,6, 7,_} ,son 13.

14
Los subconjuntos contados en el caso 5 de la forma {5, 6,7, , _}, son [ 5 j— 2.

16 14 13 14 15
Total: - -3. - +2= —37.
3 1 1 2 3
Podriamos continuar de esta forma, procediendo caso a caso, sin embargo es

necesario estudiar un comportamiento en cuanto a los resultados que ha venido

arrojando cada procedimiento, estos hasta el momento han sido respectivamente:

16) (15) (15) (15 15 15
s ) 5 _133 _25 y _37
3 3 3 3 3 3
Lo primero que se observa es un comportamiento decreciente a partir del

tercer resultado, luego se hace interesante que después de esté los resultados van



decreciendo con una magnitud de 12 unidades. Esto ademas de ser interesante se hace
util puesto que podria sustituir el estudio de los 11 casos faltantes, que para estos

momentos tiende a ser mecanizado, por conseguir un resultado de forma mas rapida.

Ahora bien, en cada caso estudiado en un primer momento se determinaron
todos los subconjuntos que contenian al par de elementos correspondientes, que de
o 16 .,
forma invariante para todos los casos fue 3 luego se procedio a restar de esta

cantidad el nimero de subconjuntos contados en los casos anteriores. En este sentido

los subconjuntos contados en el primer caso son de la forma {1, 2, , _,_}, y puesto

que los otros tres elementos pueden ser cualesquiera de los 16 restantes antes
mencionados, significa que al momento de determinar en los casos posteriores la
cantidad de subconjuntos contados en el caso 1 siempre vamos a obtener dos
resultados: el primero es el obtenido en el segundo caso por tener un elemento en
comun, y el segundo en ¢l resto de los casos que no hay ninglin elemento en comun,
es decir, estos subconjuntos admiten 1 elemento de los 14 restantes, por tanto de aqui

en adelante la cantidad de subconjuntos contados en el primer caso son 14.

Con respecto a la cantidad de subconjuntos contados en los casos que no
tienen ningin elemento en comun, tenemos que siempre van a ser 13 la cantidad de
subconjuntos excluidos, puesto que por la forma consecutiva de estudiar los casos
hay 3 elementos en comin con respecto a los subconjuntos excluidos del caso
anterior; el elemento no comun es precisamente el elemento excluido de los 14.

Hasta ahora sabemos que para los casos posteriores el resultado esta dado por una

diferencia, que consiste en restarle a 3 los subconjuntos contados en los casos

anteriores; en este sentido los subconjuntos contados en el primer caso siempre van
hacer 14 y los subconjuntos contados en los demds casos que no tengan ningin

elemento en comun van a ser 13. Solo falta determinar de qué modo varia la cantidad



de subconjuntos contados que tengan un elemento en comun, para ello observemos el
siguiente patron en cuanto a la cantidad de subconjuntos contados con un elemento en
comun:

15 . .
En el caso 2 solo se excluyeron 5 subconjuntos contados en el primer

14
caso, en el caso 3 y4 se excluyeron en particular 5 subconjuntos contados en el

caso 2 y 3, en el caso 5 se excluyeron en particular 5 —1 subconjuntos

14
contados en caso 4 y en caso 6 se excluyeron en particular 5 —2 subconjuntos

contados en caso 5.

Todas estas cantidades representan la forma en que ha ido variando caso a
caso la cantidad de subconjuntos contados con un elemento en comun, lo mas
resaltante es que a partir del caso 4, la cantidad de subconjuntos empieza a decrecer a
razon de una unidad, este hecho ocurre por el incremento casos a determinar la
cantidad de subconjuntos ya contados. Ahora es claro que esto ocurre a partir del caso
4, la razon por la cual no ocurre en los casos anteriores queda como actividad para el

lector.

En resumen, en cada caso a partir de 4, la cantidad a restar va a ser los 14
subconjuntos contados en el caso 1, 13 subconjuntos por cada caso que no tenga
ningiin elemento en comun y para los casos que tengan un elemento en comun va a
ser una unidad menos que en el caso anterior. Luego como solo hay un caso adicional
de los cuales los subconjuntos no tienen ningln elemento en comun, la cantidad a
restar se incrementa 13 menos una unidad del caso en el que los subconjuntos tienen
un elemento en comun, en consecuencia se obtiene que cada caso decrece con

respecto al anterior con un magnitud de 12.



Luego la suma de todos los resultados obtenidos por célculos directos y por el

analisis antes hecho son:

casol caso2 caso3 caso 4 caso 5 caso 6 casol17

Es decir:

16 15
{3 j+16-[3 j—(13+25+37+--~+169)=6566.

Por tanto, el nimero de manera de escoger 5, de entre los primeros nimeros
18 nmimeros naturales, de tal manera que cualesquiera 2 de los numeros escogidos,

difieran por lo menos en 2, esta dado por:

18
[ L j— 6566 =8568 —6566 = 2002..



4.2.8 Problema 8

Pruébese que, entre cualesquiera 16 mimeros naturales que no excedan al 100,

existen 4 de ellos (distintos entre si) a, b, c y d tales que a+b = c+d.

Comentario

El desarrollo de esta demostracion no fue en un corto tiempo, cabe resaltar
que muchas veces fue un acompafiante del dia a dia, tanto en los momentos de
dedicacion exclusiva a su realizacion como en aquellos ratos de espera en las paradas
de autobuses o en la interminables colas del comedor de la universidad. La idea
fundamental para desarrollar la demostracion consistid en hacer un pequefio cambio
equivalente en el planteamiento del problema, especificamente considerar que era
posible encontrar 4 nimeros a, b, ¢ y d tales que a-b=c-d. Una vez hecho esto se
utilizé el principio del palomar en los valores absolutos minimos y maximos de la
diferencia de cualesquiera dos nimeros contenidos en los 100 primeros numeros
naturales con respecto a la cantidad de subconjuntos de dos elementos tomados de
los subconjuntos de 16 elementos planteados en el problema, luego en conjunto con
otros resultados se obtuvo la demostracion. Es importante mencionar que un tiempo
después de realizar el problema se encontrd un resultado asombroso, con el cual la
demostracion es directa, trata sobre un tipo de conjuntos llamados “conjuntos de

Sidon” y es desarrollado por el gran matematico Paul Erdos.



Soluciéon

Antes de empezar la demostracion veamos primero algunos pares de
numeros distintos que tengan la misma suma, un ejemplo de ello son aquellos pares

de numeros distintos que al sumarlos den como resultado 10, los cuales los podemos

observar en la siguiente lista:

10

9
8
7
6

W oo =

Graficando dos pares de estos en la recta real obtenemos:

T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 3 6 7 3 9 10
I | I |
T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 3 6 7 3 9 10

En las graficas anteriores se sombreo la distancia entre los dos primeros
nimeros mas proximos al 0 y los dos siguientes, donde es de resaltar que el valor
absoluto de la diferencia entre los dos primeros nimeros es el mismo que el de los
dos ultimos, lo que conduce a conjeturar, si el hecho que dado 4 numeros distintos
y dos de ellos tienen la misma diferencia que los otros dos, entonces dos de ellos

tienen la misma suma que los otros dos. Es claro que la respuesta es afirmativa,



puesto que dados a,b,c yd nimeros naturales de tal manera que a—d=c—b,

entonces sumando (b +d) obtenemos:

a—d+(b+d)=c-b+(b+d)
a+[-d+(b+d)|=c+[-b+(b+d)]
a+[-d+(d+b)|=c+[(-b+b)+d]
a+[(-d+d)+b]=c+(0+d)
a+(0+b)=c+d
a+b=c+d.

A este resultado en adelante lo llamaremos lema 1.

Demostracion:
Consideremos cualesquieras 16 nimeros naturales que no excedan al 100, sabemos

16
que hay ( 5 J =120 subconjuntos distintos de 2 elementos y puesto que ninguno de

los elementos de cada subconjunto exceden al 100, el maximo valor absoluto de la
diferencia de los elementos es 99 y la minima es 1, cualquier otro valor
comprendido entre 1 y 99 esta dado por otro par de elementos de alguno de los 120
subconjuntos, es decir, hay 99 valores absolutos de diferencias posibles. Tal vez
podamos pensar que es momento de aplicar el principio de palomar, sin embargo,
debemos considerar primero que al aplicarlo podriamos obtener dos subconjuntos
que tuvieran un elemento en comun, esto es, que tendriamos “3 elementos tal que
se cumple la propiedad” y necesitamos 4 elementos. En este sentido, si esto
ocurriera tendriamos como maximo 16 pares de subconjuntos, de tal manera que

cada par tenga un elemento comun, distinto en cada caso.



Ademas, (Es posible que hallan 3 subconjuntos distintos con un elemento en
comun, de tal manera que sus diferencias sean las mismas?, la respuesta es que no es
posible, ya que si consideramos 3 subconjuntos distintos con un elemento en comiin

{a,b}, {a,c} y {c,d} de tal manera que los valores absolutos de la diferencia de los

elementos de cada subconjunto sean las mismas. Luego, aplicando la definicion de

valor absoluto y considerando que los subconjuntos son distintos, obtenemos que:

Para a,b y d se cumple s6lo una de las siguientes identidades:

r . . . . a—
Para a,c y d se cumple solo una de las siguientes identidades:
a

Luego, combinando cada caso obtenemos:

1. Si a-b=d-a y a—c=d—a, entonces:

b—a=c—-a = b=c.

2. Sita-b=d—-a y a—d=c—a, entonces:

(a—d)y+(d—-a)=(c—a)+(a—-b) = b=c.

3. Si a—d=b—a y a—c=d—a, entonces:

(a—d)y+(d—-a)=(b—-a)+(a—c) = b=c.

4. Sia-d=b—a y a—d=c—a, entonces:

b—a=c—-a = b=c.



Para cada caso se obtiene que b=c, por tanto {a,b}={c,a} lo cual es una

contradiccion.

Es momento de aplicar el principio del palomar, en el cual en un primer
momento 99 subconjuntos les corresponden diferencias distintas, luego los otros
21 subconjuntos le corresponderian en principio al menos una de esas diferencias. Es
necesario acotar que de los 21 subconjuntos hay como maximo 16 que podrian
compartir la misma diferencia con otros 16 subconjuntos (de los 99), de tal manera
que tengan un elemento en comun, distinto para cada par de subconjuntos. En este
sentido, si alguno de estos 16 le corresponde una diferencia en comin a otro
subconjunto, con ningun elemento en comun, el problema estaria resuelto, sin
embargo es posible que a cada subconjunto (de los 16) le correspondan diferencias

con otros subconjuntos que tengan un elemento en comun.

En este caso, a cada uno de los 16 subconjuntos le corresponderia una
diferencia que compartiria con otro subconjunto (de los 99), con el que tendria un
elemento comin. A los otros 5 subconjuntos le corresponderian diferencias
distintas a la de los 16, puesto que no hay 3 subconjuntos distintos con un
elemento en comun, de tal manera que los valores absolutos de las diferencias de sus
elementos sean las mismas. Si a estos 5 subconjuntos le corresponden diferencias
con otros subconjuntos que no tengan ningin elemento en comun, entonces el
problema estaria resuelto, en el caso contrario tendriamos dos subconjuntos con un

elemento en comuin , este elemento en comun estd entre los 16 subconjuntos antes



mencionados, de esta forma tendriamos otros dos subconjuntos mas con el mismo
elemento en comun. De manera general, tendriamos los subconjuntos
{a,b},{a,c} vi{a,d},{a,e} donde a es el elemento en comin, en donde aplicando
la definicién de valor absoluto y considerando que los subconjuntos son distintos,

obtenemos que:

- . a—
Para a,b y ¢ se cumple sélo una de las siguientes identidades:

. . . a
Para a,d y e se cumple sélo una de las siguientes identidades:

Luego, combinando cada caso obtenemos:

1. Si a—=b=c—a y a—d=e—a, entonces:

(a—d)+(c—a)=(e—a)+(a—b),luegoc—d =e—b.

2. St a—b=c—a y a—e=d-—a, entonces:

(a—e)+(c—a)=(d—a)+(a—b),luegoc—e=d—b.

3. Si a—c=b—a y a—d=e—a, entonces:

(a—c)+(e—a)=(b—a)+(a—d),luegoe—c=b—d.

4. Si a—c=b—a y a—e=d-—a, entonces:

(a—c)+(d—-a)=(b—-a)+(a—e),luegod —c=b—e.

En cualquier caso obtenemos que hay 4 nlimeros naturales que no exceden al
100 tal que sus diferencias sean iguales. Luego por el lema 1 queda esto

demostrado. .



4.2.9 Problema9
Sea S un conjunto con 6 elementos. ;De cuantas maneras se pueden
seleccionar 2 subconjuntos de S, no necesariamente distintos, de forma tal que la

union de dichos subconjuntos sea S?
Comentario

Lo primero que se hizo fue leer muchas veces el problema, esto
acarred utilizar el conjunto de partes de S y su cardinalidad, para conocer la
cantidad de  subconjuntos de S§. Cabe mencionar el hecho de que los
subconjuntos no necesariamente sean distintos, generd muchas dudas a la hora
de dar un paso hacia la solucion del problema, sin embargo el intercambio de
conocimiento y el debate mientras se estaba resolviendo el problema aclaro la duda
que se tenia, puesto que se infirié que el unico subconjunto que se podia unir con el

mismo para que diera § es el mismo §'.

*r . r . . 6 . .
La aclaracion mencionada llevo a usar el combinatorio @ jque indican la

cantidad de pares de subconjuntos que se pueden formar con el conjunto de partes
de § mas no la solucion del problema. Luego de esto, el interés fue buscar lo

opuesto de lo que pedian (parecié mas facil), es decir, el complemento para luego

6 . r . b4
restarselo a (z jy asi determinar lo que se queria. Para continuar los planes se valid

del uso de los cardinales de los subconjuntos de S para formar conjuntos y asi

utilizar el combinatorio con repeticion C, =28que indica de cuantas maneras se
7,2

puede tomar dos subconjuntos de distintos o igual cardinal y de esta forma observar si
el resultado es mayor, menor o igual a 6 para hacer un respectivo analisis a partir
de un cuadro detallado y el tridngulo de Tartaglia. Es necesario mencionar que el

triangulo de Tartaglia se us6 de una manera tal que no se explicd dentro del



problema, sin embargo esta manera se describe detalladamente en la segunda parte

del capitulo V.

Temas matematicos utilizados: teoria de conjunto: tipo de conjuntos,
operaciones basicas, conjunto de partes, nimeros combinatorios, combinacidon con

repeticion y el triangulo de Tartaglia.



Soluciéon

Sea §'= {1, 2,3,4,5, 6} ,la idea consiste en buscar de cuantas maneras se puede
escoger dos subconjuntos de §como por ejemplo {1, 2,3, 4}y {5, 6,3}, de forma tal

que al unirse suceda que {1,2,3,4}U{5,6,3} ={1,2,3,4,5,6}.

En lo que respecta a que los subconjuntos no tienen que ser necesariamente
distinto, el unico subconjunto que cumple con esa condicion es el mismo S por

tanto no hay que preocuparse por esa parte. Ahora bien, considérese el nmimero de
subconjunto que se pueden formar con el conjunto S, esto es, #P(A4)=2°=64.

Para conocer con detalle estos subconjuntos observamos el siguiente cuadro:

CUADRO 4

El triangulo de Tartaglia y los
subconjuntos de S

R

11

121
1 331
14641

1 5101051

K 161520156 1 J




En la parte anterior se expone el tridngulo de Tartaglia, en este se puede
observar, en la parte sombreada, que la cantidad de subconjuntos de S de acuerdo a
sus elementos son: 1 subconjunto con 0 elementos, 6 subconjuntos con 1 elementos,
15 subconjuntos con 2 elementos, 20 subconjuntos con 3 elementos, 15 subconjuntos

con 4 elementos, 6 subconjuntos con 5 elementos y 1 subconjunto con 6 elementos.
Por otro lado, puesto que el numero de subconjuntos que se pueden formar con el

64
conjunto S es #P(S)=2°=64, entonces significa que existen ( 5 ): 2016 maneras

de escoger dos subconjuntos S, pero ;cudntos de ellos cumplen con la condicién que

nos indica el ejercicio?

En este sentido si se examina primero aquellos subconjuntos que no cumplen

con la condicidn, es decir, los subconjuntos que al unirlos no den como resultado el

conjunto Sy asi una vez obtenido esto, se le resta a ( 5 j: 2016 para obtener lo que

realmente se quiere. Para esto se considera un conjunto A:{O,1,2,3,4,5,6},

conformado por elementos que indican la cardinalidad de los subconjuntos de S,y

=C

también a Cj = R

=Cp ., , =28 que indica de cuantas manera se puede tomar
dos subconjuntos de distintos o igual cardinal. Esto se hace con el fin de sumar los
cardinales de cada par de subconjuntos y observar si el resultado da mayor, menor o
igual o menor que 6 (véase el siguiente cuadro) para asi hacer su respectivo andlisis y
conseguir la cantidad los subconjuntos que al unirlos no den como resultado el

conjunto S. Dicha condicidon en adelante la denotara con (*).
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Se realizd algunas observaciones como: Por cada subconjunto de dos
elementos hay 2 subconjuntos de cinco que al unirlo con él da el conjunto S, es
decir, que en realidad hay dos subconjuntos de cinco elementos que tienen cuatro
elementos en comun y que cuando se unen con el conjunto de dos elementos da como
resultado el conjunto S. Para conocer coémo se consiguieron estos datos del cuadro
remitase a la segunda parte de capitulo V donde se habla sobre vectores

combinatorios en el tridngulo de Tartaglia. Esto le permitira aclarar sus dudas.

Existen 1.652 pares de subconjuntos de S que no cumplen con la condicion de

que al unirlo den el conjunto S, por tanto el nimero de subconjuntos que cumple con

(*) es:
2016 —-1652 =364.

Sin embargo, dentro de los 2016 no entra el par de subconjuntos
{#S,#S}={6,6}y este cumple con (*), lo cual significa que la cantidad de

subconjuntos que al unirlos no dan como resultado el conjunto § es:

2016-1652+1=365.]]



4.2.10 Problema 10

Definase la “suma” de un conjunto formado por nimeros, como la suma de
sus elementos. Sea S un conjunto de nimeros naturales ninguno de los cuales es
mayor que 15. Supongase que ningun par de subconjuntos disjuntos de S tienen la
misma “suma”. ;Cudl es la mayor suma que un conjunto S con estas propiedades

puede tener?
Comentario

Este problema fue dificil para abordarlo por la definicion dada en el
planteamiento del mismo y por la manera en como estaba planteado, la idea tenia que
ver con conseguir de un conjunto U conformado por los 15 primeros niimeros
naturales un subconjunto que cumpla con las siguiente condiciones: que ningin par
de subconjuntos disjuntos del subconjunto de U tengan la misma suma y averiguar
cudl es la mayor suma que un subconjunto U de con estas propiedades puede tener, a

este subconjunto se le llamo §,,.

Para su solucion en primer lugar fue analizar varios conjuntos pero de menor
cardinal y con las misma condiciones que el planteado en el problema, el fin era ver
un patron de comportamiento pero aparentemente no conseguia nada, hasta que
después de mucho tiempo se percibid algo muy interesante, tres numeros
consecutivos cualesquiera cumplian con una de las condiciones del problemas; esto
conllevo a buscar los tres nimeros consecutivos mas alto del conjunto U para asi
completar las condiciones planteadas y luego ponerlos como elementos de S, (el
conjunto que se quiere buscar para solucionar el problema) y a partir de ellos otros

numeros de U que me permitiesen conocer los elementos restantes del conjunto a

buscar. En general se utilizé la teoria de conjuntos.



Soluciéon

Cuando se define la suma de un conjunto, se refiere a que si tenemos un
conjunto cualquiera como A:{a,b,c,d,e} entonces, para hallar la suma lo que se
hace es simplemente sumar los elementos del mismo; de esta manera la suma de ese
conjunto estd dada por: a+b+c+d+e. La idea principal del problema es trabajar
con un conjunto U conformado por los 15 primeros numeros naturales y de él1
encontrar un subconjunto que cumpla con la siguiente condicion: ningin par de
subconjuntos disjuntos de él tienen la misma suma. Existen muchos con esta
condicion pero la idea es encontrar aquel que tenga la mayor suma, (a este

subconjunto llamémoslo S, ), para hacerlos mas inteligible partamos de la siguiente

reformulacidn del ejercicio:

Sea U:{1,2,3,...,15}y U, un conjunto conformado por todos los

subconjuntos de U que cumplen con la condicién: de que ningin par de

subconjuntos disjuntos de él tengan la misma suma. En este sentido, §,, es aquel
elemento de U, cuya suma de sus elementos es mayor a las otras sumas de los
otros subconjuntos de U, Por ejemplo {3, 5, 6,7} c Uy al mismo tiempo pertenece a

U, porque cumple con la condicion de que ninglin par de subconjunto disjuntos tienen

la misma suma; esto es:

(O8]
——
<

{5,6,7} endonde 3%18 {3,5} y {6,7} endonde 813
5}y {3,6,7}endonde 516 {5,6} y {3,7} endonde 1110
6}y {357} endonde 615 {3,6} y {5,7} endonde 912
j

Ty {3,5,6} en donde 7 # 14



La suma de los elementos de este subconjunto 3+5+6+7=21 vy
comparandola con la suma de los elementos del conjunto {14,15} e U, se observa que

estd es menor que la suma sacada anteriormente. De estos dos ejemplos se puede

inferir que §,, debe contener niimeros naturales cercanos al nimero 15 para asi

obtener la mayor suma.

Lema:
Todo subconjunto de Z conformado por tres numeros consecutivos cumplen

condicion de que ningln par de subconjuntos disjuntos de €l tienen la misma suma.

Sea BcZ Y B={n,n+1,n+2}en déonde neZ. Los pares de subconjuntos

disjuntos de Bson:

n} y {n+1} donde n<n+1
n}y {n+2}donde n<n+2
n+1} y {n+2}donde n+1<n+2

{

{

{

{n} y {n+Ln+2}donde n<2n+3
{n+1} y {n,n+2}donde n+1<2n+2
{

n+2} y {n,n+1} donde n+1<2n+1.

Del lema anterior mas la inferencia de que S§,, debe contener nimeros
naturales cercanos al nimero 15 conduce a deducir que los numeros 13,14,15 son
elementos pertenecientes de S,,. Para conocer el resto de los elementos de S,, se

tiene que evaluar los nimeros altos cercanos a trece, para esto observe el siguiente

cuadro:



Cuadro 8

Evaluacion de los nimeros cercanos al trece con los nimeros 13,14,15

9+15=11+13=24

1+12=13

Por tanto SM={8,11,13,14,15} y la suma de los elementos de este conjunto es:

8+11+13+14+15=64.]]



CAPITULO V
EL TRIANGULO DE TARTAGLIA

5.1. Introduccion

Al realizar una lectura detallada de los comentarios de cada problema del
capitulo 1V, se halla los temas matematicos utilizados en cada solucion. Entre ellos
las propiedades del Triangulo de Tartaglia. En este sentido, durante el transcurso de
la investigacidn se observo interés sobre este tema logrando con ello el presente

estudio del Triangulo de Tartaglia.

A continuacion, se expondran los contenidos correspondientes al Triangulo
de Tartaglia; la cual consta de dos partes, en la primera se encuentran puntos muy
concretos sobre la historia, la construccidn, la relacién que tiene con los nimeros
combinatorios y con el binomio de Newton; asi como también algunas propiedades
de este con sus debidas demostraciones. En cuanto a la segunda parte esta compuesta
por las interpretaciones propias desarrolladas sobre el Tridngulo de Tartaglia a partir
de los nimeros combinatorios. Aparte de esto se presentara la idea de “vectores

combinatorios” como innovacion propia de esta investigacion.

Todo esto es con el fin de dar a conocer los frutos que género el método de
Moore, esto es, la curiosidad, la indagacion, la creatividad y la innovacion por parte

de los estudiantes.



5.2.Historia

El Triangulo de Pascal o de Tartaglia es una tabla numérica en forma de
triangulo que data del siglo X en India, se halla en los comentarios del
Chandashastra, un libro antiguo indio de procedia del sanscrito escrito por Pingala
alrededor del afio 200 a.C, en este libro se sefiala que habia un personaje de nombre
Halayudha que recogia combinaciones de sonidos en forma de tridngulo. Aparte de
esto, algunas de las propiedades del tridngulo fueron discutidas después por los
matematicos persasAl-Karaji (953—-1029) y Omar Khayydm (1048-1131); de aqui
que en Irdn sea conocido como el triangulo Khayyam-Pascal o simplemente el
triangulo Khayyam. Se conocian también muchos teoremas relacionados, incluyendo
el teorema del binomio.

En China, este tridngulo era conocido desde el siglo XI por el matematico
chino Jia Xian (1010-1070). En el siglo XIII, Yang Hui (1238-1298) presenta el
triangulo aritmético, equivalente al triangulo de Pascal, de aqui que en China se le
llame triangulo de Yang Hui. Hay una prueba irrefutable que se ha popularizado
ampliamente, se trata del viejo método del diagrama de los siete cuadrados
multiplicativos del Szu Yuan Yie Chien (el precioso espejo de los cuatro elementos).

Luego, Petrus Apianus (1495-1552) publico el triangulo en el frontispicio de
su libro sobre calculos comerciales Rechnung (1527). Este es el primer registro del
tridangulo en Europa. En Italia, se le conoce como el tridngulo de Tartaglia, en honor
al algebrista italiano Niccold Fontana “Tartaglia” (1500-1577). También fue
estudiado por Michael Stifel (1486-1567) y Francois Viete (1540-1603).

Actualmente esta tabla lleva por nombre del triangulo de Pascal o de Tartaglia
en honor al filosofo y matematico Blaise Pascal (1623-1662). Nicolds fontana
“Tartaglia”, el primero por el Tratado del triangulo aritmético que publicd en 1654,
en donde retine varios resultados ya conocidos sobre el tridangulo, y los emplea para
resolver problemas ligados a la teoria de la probabilidad; y el segundo por ser el

primer italiano que lo public6 en Europa.



Para evitar dicotomia, de ahora en adelante a esta tabla numérica la

llamaremos Triangulo de Tartaglia.

5.3. Construccion del Triangulo de Tartaglia

El tridngulo se construye desde la cuspide (el unico vértice del triangulo que

se conoce) hacia abajo. Luego se prosigue de la siguiente manera:

1. El primer elemento (la cuspide) es el elemento 1 formando asi la fila 0.

2. Lafila 1 esta formada por los elementos 1y 1.

3. Lafila 2,3,..,n se construye de la siguiente manera:
Cada fila estda formada por un elemento mas que la fila anterior, el primer y
ultimo elemento de la fila siempre serd 1 y cada elemento interior sera el
resultado de sumar los dos elementos que se sitlian por encima de él.
Para un mejor entendimiento lea lo escrito en la parte de arriba y al mismo

tiempo observe la figura 3.

Figura 3:
Triangulo de Tartaglia

Cuspide 1 fila:0

1 \1 %(%k;lla 22
N 3N 3N T fila:3
4

6 4 1 fila:4
: fila:n



5.4. Tridngulo de Tartaglia y los nimeros combinatorios C, ,
Cada uno de los elementos del Triangulo de Tartaglia se puede escribir como
. n
nameros combinatorios C,, = (k] en donde n representara la fila en donde se

encuentra y k el lugar que ocupa en ella. Recordemos que el C, , indica la cantidad

de listas de tamafio k que se puede formar con un conjunto de tamafio » en donde

0<k<n.yelorden de los elementos no importa. Véase figura 4,

Figura 4

El Triangulo de Tartaglia escrito a partir de nimeros combinatorios

1 fila: 0
1 1 fila: 1
1 2 1 fila: 2
1 3 3 1 fila: 3

!
()
) ()=
() ()
) ) w
HANEES

fila: n

fila: n
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Un binomio es una expresion algebraica que estd formada exactamente por

dos términos separados por + 0 —, como x+ y o ab—cd. El binomio de Newton nos

indica que la expresion general (x+ )", es decir, un binomio cualquiera elevado a la

n-ésimo potencia, esta dada por:

n

n(n-1) Y22 n(n—1)(n—-2) "3

n(n—=1) , .,
+-.-+—
12 7 123 Y 1.

(x+y)'=x" +nx""1y+ X7y +nxy"_1 +y

(x+y)n= n 4 n xn—1y1+ n xn—2y2+ n xn—3y3+.”+ n xy"‘1+ n y"
O 1 2 3 n—1 n

Este teorema fue formulado en la edad media y desarrollado (alrededor de
1676) para exponentes fraccionarios por el cientifico inglés Sir Isaac Newton, lo que
le permitio el uso de sus recién descubiertos métodos de célculo para resolver muchos

problemas dificiles.

(Qué relacion guarda con el Tridngulo de Tartaglia?

Cada uno de los n+1 términos del desarrollo completo del binomio tiene
coeficientes, los cuales se pueden escribir como nimeros combinatorios (véase las
formulas descritas anteriormente), Estos numeros mencionados coinciden
exactamente con los elementos de la fila del Tridngulo de Tartaglia cuyo nimero

de orden es la potencia a la que esta elevada el binomio.



5.6. Propiedades del triangulo de Tartaglia

Algunas propiedades del Triangulo de Tartaglia son:

n n—1 n—1
Tl. = + .
k k-1 k
n n
T2. = .
k n—k
n n n n n
T3. + | Lt +|=2"
0 1 2 n—1 n
n n n n n
T4. - + —-k + =0.
0 1 2 n—1 n
n n n n n ol .
TS. + + 4+t + =2""siendo n impar.
1 3 5 n—2 n
n n n n n nel s
+ + oot + =2"" siendo n par.
1 3 5 n-3 n—1
n n n n pel
Té6. + ] + =2"" siendo n par.
0 2 4 n—2 n
n n n n n nel .
+ + et + =2"" siendo n impar.
0 2 4 n—3 n—1

para n impar.

T8. Principio de Hockey
(nj (n+1j [n+2) [n+t—1} [n+tj [n+t+1j
+ + oot + = )
n n n n n n+l1
n n+l1 n+2 n+t—1 n+t n+t+1
+ + oot + = )
0 1 2 r—1 t t



5.6.1Demostraciones de cada una de las propiedades

S

Demostracion

Por definicion tenemos que

(n—lj (n—lj (n—1)! (n—1)!

+ = +

k-1 k (k=Dt[n-1-(k-D]! k+(n—-1-k)!
_ (n—1)! N (n—1)!
(k=DM (n—k)! nt(n—k-1)!

Luego multiplicando y dividiendo el primer término por #-ky en el segundo
por n-(n—k), se tiene que

(n—lj [n—lj (n-k)-(n—1)! n-(n—k)-(n—1)!
+ = +
k-1 k (n-k)-(k=D+(n—k)!' n-(n—k)-kt(n—k—-1)!
3 k-n-(n-1)! (n—k)-n-(n-1)!
k(=D (n—k)! n-kb(n—k)-(n—k—1)!

k-n! (n—k)-n!

+

nk!(n—k)! nk!(n—k)!

n! (k n—kj
— MM IS T2.
k!~(n—k)! n n

_ n! _(k+n—kj
k!-(n—k)! n

n!
k(n—k)!




Demostracion

Por definicion se tiene que

n n! n!

n!

( H(

k

n—k)l (n-k)k(n-n+k) (n—

K [n—-(m-k]"

Esta es justamente por definicion lo que queremos obtener, esto es

n n!

|
|

}:(n—k)!-[

M2

k n—(n—k)]!

n

k

n

n—k

Demostracion

Por teorema del binomio tenemos que:

2 —(141)’ :@W@lm .1+@lnz.f+...
R

n
0

n
1

n
2

n

n n—1 n n
+ 1- 1" + 1
n—1 n



Demostracion

La demostracién se divide en dos casos:

Primer caso

Para nimpar la propiedad queda:

G

PorT2se obtiene que:

S © 3

—

Por tanto:




Segundo caso

Para n par la propiedad queda:

CHEMG{g-

Luego porT1se obtiene que:

Ao e i e AN b
A




bdigital.ula.ve



Se logra que:

n n—1 n—1 n n
n|\- (n—l)—l - (n—1)+1 =ln|T|n =0
2 2 2 2 2
n n n n n pel s .
TS. + + +- 4 + =2"" siendo »n impar.
1 3 5 n-2 n

n n) (n n n pel s .
+| |+ e+ + =2"" siendo »n impar.
1 3 5 n—2 n

Demostracion

Por T1 se consigue que

n n—1 n—1
= =+ ,

1 0 1

n n-1 n—1
= + ,

3 2 3

n n-1 n-1
= + ,

5 4 5




Luego por T3, se tiene que:

LB

L O HS )

— 2}171

Para npar se utiliza el mismo método.

n\ (n n n n
Té6. +| |+ [+t + =2""siendo 7 par.
0 2 4 n—2 n

Demostracion

Por T1se obtiene que:

ny n—1

0) Lo )

n n—1 n—1
= +

2 1 2

n n—1 n—1
= +

4 3 4



Por tanto:

LM

Se deja al lector que demuestre la propiedad para » impar.

T A A N YA A Y

para » impar.

Demostracion

Para n impar, por T1se consigue que

[ RN
S

—- I
Il
N
| S
—_
~—

S
S

NS}
S

|
NS}

S

| S

w

1 .
S

+ S

w

N— N——

[\S)
[\S)

N
|
—_—
Il
N
+ S
—_

N ‘
N ‘
N——



Luego, por suma telescopica se obtiene

T A P R A MIRA T A N R

2

2 2 2

T8. Principio de Hockey

Demostracion

Para =0 , por definicidon tenemos que

-

Consideremos que es cierto parat =k, esto es,

)



Veamos si es cierto para t =k +1, de esta forma se debe cumplir que
[nj [n+lj [n+2j (n+kj (n+k+&] [n+(k+D+&] [
+ + 4ot + = =
n n n n n n
Usando hipétesis inductiva queda lo siguiente:

n+k+1 N n+k+1 3 n+k+2
n+l1 n B n ’

n+t n+t+1
¢ ¢ ’
Demostracion

Para 7 =0, por definicidon se cumple que

)

Consideremos que es cierto parat =k, esto es,

A



Luego para r =k +1, se cumple que

(nj (nwtlj [n+2J [nJrk—lj [n+kJ (n+k+lj
+ + Het + + =
0 1 2 k k k+1

B n+((k+1)+1

- k+1

B n+k+2

T ok+1 )
Usando hipétesis inductiva queda lo siguiente:
n n+l1 n+2 n+t

+ + 4+ =

0 1 2 t
n+k+1 n+k+1 n+k+2
= =+ = .
k k+1 k+1

5.7. Interpretacion de sus filas

En la seccion 5.3 de este capitulo se menciona que cada elemento del

triangulo de Tartaglia se puede escribir como un nimero combinatorio C, , =[kj,

donde n representa la fila donde se encuentra el elemento y & su lugar que ocupa en
ella. Aparte, se utiliza la definicion de numeros combinatorios pero desde una

perspectiva de conjuntos, esto es lo siguiente, el C, , indicara de ahora en adelante la

cantidad de subconjuntos de cardinal £ que se puede formar con un conjunto que

contiene » elementos; recordando nuevamente que 0 <k <n_

Con lo descrito anteriormente se interpretan las filas del tridngulo de la siguiente

mancra:



1. El niimero de orden de cada fila coinciden con el cardinal del conjunto que se
quiere analizar. Cada fila (empezando con la fila 0) da informacion sobre las
cantidades de subconjuntos (de distintos tamafios) que se pueden hacer con
un conjunto que tienen 0, 1, 2, 3,..., n elementos respectivamente, por
ejemplo, la fila 5 da informacién sobre las cantidades de subconjuntos que se
pueden hacer con un conjunto que tiene 5 elementos.

2. Consideremos al conjunto de cero elementos denotado por &. Los demas
conjuntos mencionados en el parrafo anterior, es decir, aquellos conjuntos que
tienen 1, 2, 3,..., n elementos se forman cuando al conjunto se le va
agregando uno a uno elementos hasta a que contenga » de ellos.

3. Con los dos parrafos anteriores se infiere lo siguiente:

4. Si se selecciona una fila cualquiera, llamémosla fila #», esta da informacién
sobre las cantidades subconjuntos que se forma si se le afiade un elemento
mas a el conjunto de cardinal »—1 y la fila n—1 (fila anterior a la fila »), da
noticia sobre las cantidades subconjuntos que se forma con un conjunto de
cardinal n—1.

5. Si se trabaja con la fila n+1(fila siguiente a la fila n), esta da nocion sobre
las cantidades de subconjuntos que se forma si se le afiade un elemento mas al
conjunto de cardinal ny la fila » contiene informacidn sobre los subconjuntos
que se forman pero con un conjunto de cardinal 7.

Nota: guiense solamente por lo que dice la primera vifieta si solo se quiere
conocer las cantidades de subconjuntos (de distintos tamafios) que se pueden

hacer con un conjunto que contiene » elementos.



5.8. Interpretacion de sus propiedades

(A = G

Esta propiedad estd ligada a la manera en cdmo se construyé el tridngulo e
indica que cada elemento interno del tridngulo se produce por la suma de los
elementos que se encuentra en la parte superior de este. Se le conoce como la

propiedad de Stifel en honor al matematico Michael Stifel.

Desde un punto de vista de conjuntos esta propiedad nos sefiala que si se

tiene un conjunto de cardinal nconformado por los elementos a,,a,,...,a, ,a

n-1°""'n>
entonces la cantidad de subconjuntos de cardinal k& que se pueden formar con un

conjunto de cardinal » va hacer igual a la cantidad de subconjuntos de cardinal k-1

. : n=1)
que se puede formar con un conjunto de cardinal n—1, esto es,( J mas la

cantidad de subconjuntos de cardinal £ que se pueden formar con un conjunto de
. . [(n-1
cardinal n—1, es decir, ( r ]

La propiedad T1 pone en manifiesto que el [Z 1] (el que estd en la parte

superior izquierda del elemento [kj) es la cantidad de subconjuntos que contiene



al elemento a,, es decir ,los que contienen al elemento nuevo que se agregd al

no

-1
conjunto de cardinal #—1 para formar asi un conjunto de cardinal » y ( ; j(el que

. n . .
estd en la parte superior derecha de [kj) sefiala la cantidad de subconjuntos que no

contiene al elemento a, .

Lo anterior se puede expresar de aqui en adelante de la siguiente manera:

-1
Del [Zj hay (Z J subconjuntos que tienen un elemento en comun y que del (Zj

n—1 ) . ,
hay ( i )subconjuntos que no tienen en comun a este elemento.

Nota: todos los elementos de un conjunto de tamafio n, esto es,aq,,a,,...,q, ,,d,,

-1 n-1
tienen las mismas posibilidades de estar o no estar en(/}: 1) y ( L j

respectivamente.

Propiedad T2

W)

Con esta propiedad se puede entender el porqué de la simetria del tridngulo.

Consideremos una bolsa que contienen » objetos y luego se tomen de ella £
objetos, es de notar que dentro de la bolsa quedan n—k objetos, de esto se puede
inferir que, por cada eleccion de k elementos que se haga de un conjunto de cardinal

n siempre quedara n—k elementos y por tanto la cantidad de subconjuntos de

. . . . n
cardinal £ que se puede formar con un conjunto de cardinal #, es decir, (kj va hacer



igual a la cantidad de subconjuntos de cardinal »n—k que se puede formar con un

: . n
conjunto de cardinal #, esto es ( kJ .
n f—

Propiedad T3

Esta propiedad desde un punto de vista del tridngulo nos sefiala que, la suma
de todos elementos de una fila » va hacer igual a 2"y desde la perspectiva de la teoria
de conjuntos nos indica que, si se tiene un conjunto que contiene 7 elementos,
entonces el cardinal del conjunto de parte de este conjunto mencionado va hacer igual
a 2".Recuerde que el conjunto de partes de un conjunto, llamémoslo 4, por ejemplo,
es el conjunto conformados por todos subconjuntos que se pueden obtener con el

conjunto 4.

Propiedad T4

Por propiedad T2 la expresion descrita en la parte de arriba es igual a cero.
Esto en cierto sentido demuestra la simetria que tiene cada fila del tridngulo y por

ende de toda la tabla numérica en si.



Propiedad T5

n n n n n ) )

N S R Erp +|  |=2"" siendo nimpar.
1 3 5 n—2 n
n n n n n .

+ + 4t + =2"" siendo » par.
1 3 5 n—3 n—1

A partir de la propiedad T2 y T3 se deducen dichas igualdades, ellas sefala

que, la suma de los numeros combinatorios que se encuentra en la posicion impar de

la fila #» (contdndolos desde (TJ) es igual 2" y desde la visién de la teoria de

conjuntos nos proporciona la siguiente informacion: la cantidad de subconjuntos de
cardinal impar que se puede formar con un conjunto de tamafio » es igual a la
cantidad total de subconjuntos que se pueden formar con un conjunto de cardinal

n—1.

Propiedad T6

n n n n n .
T +|  |=2""siendo n par.
0 2 4 n—2 n
n n n n n . i
+ + et + =2""siendo » impar.
0 2 4 n-3 n—1

Al igual que la propiedad e.1 y e.2 estas se deducen a partir de la propiedad

T2 y T3, estas seflalan que la suma de los nimeros combinatorios que se

n
encuentra en la posicion par de la fila » (contandolos desde (OJ) es igual 2" y
desde el punto de vista de la teoria de conjuntos ellas nos proporcionan la siguiente
idea: la cantidad de subconjuntos de cardinal par que se puede formar con un

conjunto de tamafio » esa la cantidad total de subconjuntos que se pueden formar con

un conjunto de cardinal n—1



Propiedad T7

UUUH[—]UUUH[—J -

Esta propiedad también se demuestra por la propiedad T2 y da conocer de
manera clara la simetria del tridngulo pero con respecto a las filas impares, con esta
propiedad se demostrd el problema nimero dos del capitulo 1V, a partir de aqui se

deduce que dicha expresidon contiene un nimero impar de nimeros impares.

Principio de Hockey

s S R )
MM

El Principio de Hockey indica que, la sumatoria de los elementos de una
diagonal del tridngulo, (desde el primero de ella hasta uno en especifico) va hacer
igual al numero combinatorio que estd en la parte inferior izquierda o derecha
(dependiendo de la diagonal que se esté usando) del tltimo nimero que se sumo. Este
principio tiene un poco que ver con la seccion 5.12.2 y 5.12.3 de esta seccidn; se le

recomienda al lector que lo lea muy bien para que vea su relacion.



Propiedad T7

eI TR VRN AT R

Esta propiedad también se demuestra por la propiedad T2 y da conocer de
manera clara la simetria del tridngulo pero con respecto a las filas impares, con esta
propiedad se demostrd el problema nimero dos del capitulo 1V, a partir de aqui se

deduce que dicha expresidon contiene un nimero impar de nimeros impares.

Principio de Hockey

s S R )
MM

El Principio de Hockey indica que, la sumatoria de los elementos de una
diagonal del tridngulo, (desde el primero de ella hasta uno en especifico) va hacer
igual al numero combinatorio que estd en la parte inferior izquierda o derecha
(dependiendo de la diagonal que se esté usando) del tltimo numero que se sumo. Este
principio tiene un poco que ver con la seccion 5.12.2 y 5.12.3 de esta seccion; se le

recomienda al lector que lo lea muy bien para que vea su relacion



Las Diagonales con pendiente positiva

Son aquellas que si se ven como rectas tendran pendientes positivas (véase

las rectas de color azul de la figura 5). Estas simbolizan de la siguiente manera D,

Desde el punto vista de conjunto las diagonales con pendientes positivas se escriben

o n)(n+l)(n+2 n+k-1\(n+k
de la siguiente forma: D, = , , yeens , .
" n n n n n

Por simetria en el tridngulo se obtiene lo siguiente: D, =D

5.10. “La perpendicular del triangulo”

La perpendicular del triangulo es un conjunto de infinitos nimeros naturales
o combinatorios (como guste verlo) en forma de “recta perpendicular” ella tiene un

origen y se extiende hacia el infinito. (Véase la figura 6).

Figura 6

El Triangulo de Tartaglia y su perpendicular

fila:0
| 1 fila:1
| 2 | fila:2
| 3 3 | fila:3
| 4 0 4 | fila:4

~ 2

fila:n




Esta perpendicular se denota con el simbolo P, y desde un punto de vista de

conjuntos se puede representar de la siguiente forma:

= _ Para ar
P. = : n par.
T 0 s 1 s 2 s n 2 p

n
2 2

Interpretacion de la perpendicular del triangulo

iSe recuerdan de la bolsa que contienen » objetos y que luego nos indicaban
que tomdramos k objetos para luego decirnos, que observaramos dentro de la bolsa
y notarfamos que quedaron n—k objetos!, me imagino que si; Ahora bien

imaginese que » es par, es decir, que en la bolsa una cantidad par de objetos y luego

. n , n
tomen la mitad de ellos, estos es 5 ,,Cuantos quedaron en la bolsa?.La respuesta es 5
. . ., n
. De esto se puede inferir que, por cada eleccion de 5 elementos que se haga de un
. . . ., N .
conjunto de cardinal » siempre quedara también 5 elementos y por tanto la cantidad

. . n . .
de subconjuntos de cardinal 5 que se puede formar con un conjunto de cardinal »

n
(en donde 7 es par) es decir, | 5 | va hacer igual a la cantidad de subconjuntos de
2



. n . ~
cardinal 5 que se puede formar con un conjunto de tamafio #n, esto es , €8

RS S

n
decir, n |
2

RIS
|

Se preguntaran que tendrd que ver lo leido con la perpendicular del tridngulo; la
respuesta es la siguiente: P, es el conjunto que contiene a todos aquellos nimeros

combinatorios del Triangulo de Tartaglia que cumplen con la situacion descrita en el

n
parrafo anterior, ;Cual situacion? Que el simétrico de | 5 | es ¢l mismo.
2

SIEEE

5.11. “Vectores combinatorios” en el Triangulo de Tartaglia

Los “vectores combinatorios” en el Triangulo de Tartaglia son subconjuntos
de las diagonales del triangulo, estos tienen forma de vector (segmento dirigido) tal
como se indica en la figura 6. Existen dos tipos de vectores los vectores noroeste y

los vectores noreste.

Figura 6
El Triangulo de Tartaglia y varios de sus “vectores combinatorios”

L fila:0 l l o) e
fila: 1
1 fila: 2

I fila:3 (3
4 1 fila: 4 m [

ﬁla: n : fila: n
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Tipos de vectores

Vectores noroeste

Son subconjuntos de las diagonales con pendiente negativa, véase los vectores

de color rojo de la figura 6, estos pueden tener origen en un combinatorio cualquiera,

n . n-1\(n-2)(n-3 n—k+1\ (n-k
llamémosle, y posibles extremos , . A, ,
k k=1)k=2)k=-3 k—k+1)\k—k

para n>1.

Estos vectores se denotan asi V), :V(n )y se pueden reconocer cuando el
k

€

numero inferior del nimero combinatorio extremo es distinto al inferior del nimero

combinatorio del origen.

También se pueden trabajar con los vectores noroeste

_ _ n
Vo i VimoinsioVinsimare > Vi msenynp Si€mpre y cuando se trabaje con el( j
o I i o e [ VA k

k=1 k=2 k=20\ k-3 k—4 k—k+1)\k—k

El vector que se representa en la figura 7 es V, =V

) G

Figura 7



Vs

(o

El vector I7n en el Triangulo de Tartaglia
k

(o)~

fila m

Vectores noreste
Son subconjuntos de las diagonales con pendientes positivas, véase los

vectores de color azul de la figura 6, estos tienen origen [kj y posibles extremos

(N e

Estos vectores se denotan asi V,, :V(n)( )y se pueden reconocer cuando el
kN2

?

namero inferior del nimero combinatorio extremo es igual al inferior del niimero

combinatorio del origen.

Se pueden trabajar con los vectores noroeste V(n;l)(n;z), (nzz)(nf),l/(n?)(n; 4),. . (k/fl)(ﬁ)
siempre y cuando se trabaje con el [Zj

El vector que se representa en la figura 8§ es I7n

(o)~

Figura 8



El vector 17 2174

AN

0 . 0 100
[0] fila: 0 0] fila:

)en el Triangulo de Tartaglia

fila; 2

| G B
) e W

5.12. : fla:n

Interpretacion de “los vectores Combinatorios”

La contenencia o no contenencia de elementos en determinados subconjuntos
de un conjunto de cardinal » se puede conocer a través de la idea de los vectores

combinatorios en el tridngulo de Tartaglia.

n
Interpretacion de los vectores con respecto a (k]

Los vectores mas faciles de explicar son el vector noreste V(,Z

1y el vector
i)

k-1

noreste 17(n

.\ porque sus interpretaciones nacen exactamente de la interpretacion
%)

k

que se le dio a la propiedad T1len la seccion 5.8.1, las interpretaciones de dichos

vectores son las siguientes:



El vector I7n

sl

_ -1
un elemento en comun y el vector V(n)(nfl) sefiala que del [Zj hay {nk j
K\ k

-1
sefiala que, del [Zj hay (Z 1) subconjuntos que tienen

subconjuntos que no tienen en comun al elemento mencionado.

N

i) < ") )

Los “vectores combinatorios” noroeste y noreste tienen su debida
interpretacion a partir de la propiedad T1, de hecho una pequefia explicacion se hizo

en el parrafo anterior.

Interpretacion de los vectores noroeste

Como se dijo antes, los extremos posibles que puede tomar cualquiervector

_ n—1\(n-2)(n-3 n—k+1)\ (n—k
noroeste V, ... son , , yenes , .
(G k=1 k=2) k=3 k—k+1)\k—k

L tores v v . interpreta de 1
0s vectores (Zj)(/?j) ('Zii)('ii) (Z:i)(ﬂ:i) (ﬁﬂ)(ﬁ) se interpreta de la
misma manera en como se interpretd la propiedad T1 pero con respecto a la

contenencia de elementos,| puesto que en cada vector sefialado el extremo de uno es

el origen del vector que le sigue, por ejemplo, Vv o V (a2 implica que se
() (=)

puede formar un nuevo vector (por representacion grafica de vectores) que seria



(192

o €Ste, se interpretaria de la misma manera que la propiedad “a” pero con
k) k—z)
respecto a la contenencia de elementos, con la diferencia de que en vez de sefialar la

cantidad de subconjuntos que tienen un elemento en comin ahora va indicar la

cantidad de subconjuntos que tienen dos elementos en comun.

Por consiguiente los vectores noroeste indican la contenencia de elementos

comunes en ciertos subconjuntos, es decir, que: V(Z)(H)’V(Z)(Z:%)’V(Z)(Zj)y“’V(Z)(Ziﬁ)

n—1

o n n-1\(n-2\(n-3 n—k+1\ (n-k
indican que del hay , , yeers ,
k k—=1)\k=-2){k-3 k—k+1)\k-k

subconjuntos que tienen 1,2,3,...,nelementos en comun respectivamente. De la

misma manera se pueden interpretar los vectores noroeste

VooV aios Vo iotaeees Vo .

() Gl sl (alt)
Ejemplo:

Sean n=5yk=3. Los vectores (ver figura 9) V(i)(g:{)’ V(i)(i:iﬁ)’ V(§)(§:§) 0

17(3)( ‘2‘) , 17@ (13) , 17(3)(%) Indican respectivamente lo siguiente:
Del j =10 hay ;‘j = 6 subconjuntos que tienen un elemento en comun.
Del =10 hay lj =3 subconjuntos que tienen dos elemento en comun.
Del =10 hay i} =1 subconjuntos que tienen tres elemento en comun.



Figura 9
Los vectores 17(5)(51), 17(3)(5%1), 17(2)(53) en el triangulo de Tartaglia

3\3-1 3-3+1 3-3
0
fila: 0
i

NE

e

I —
N e B

ila: n=5yk=3.

1 fila: 0
1 1 fila:1
1 2 1 fila:2
1 3 3 1 fila:3
\ I 4 6 4 1 fikd
\ 1 5 10 10 5 1 fila:5

Es de sefialar que esta interpretacion se uso para estudiar el problema numero 9 del
capitulo IV.

Interpretacion de los vectores noreste

De la misma manera en cdmo se interpreta los vectores noroeste se puede

concebir a los vectores noreste V(”)((,) pero con extremos posibles
k)\?

n—1)(n-2)(n-3 k-1)\(k ) ) L.
, , yeres , en donde la diferencia es que estos indican la
k k k k k

contenencia de elementos en comuin, esto es que los vectores

v v

e sy oy

no
V. .V
) G
n-1\(n-2\(n-3 k—1\ (k ) . ,
, , yeees , subconjuntos que no tiene en comun
k k k k k
1,2

n
) sefialan que del ( ] hay
k
,3,...,nelementos respectivamente (incluyendo aquellos que tengan al menos un

k



de ellos). De la misma manera se pueden interpretar los vectores noroeste

o e eon
Ejemplo:
Los vectores (ver figura 10) 17(5)(521),17(2)(2+1),I7(5)(2)

2 2 32

Indican respectivamente lo siguiente:

5 4
Del [J =10 hay [2j = 6 subconjuntos que no tienen un elemento dado en comun.

5 3
Del [2j=10 hay (2]=3 subconjuntos que no tienen dos elementos dados en

comun.

5 2
Del [J:l() hay (J:l subconjuntos que no tienen tres elementos dados en

comun.

Figura 10

Los vectores 17(3)(521),

175 1 ,175 , en el triangulo de Tartaglia
e

(2 2)\2

o [
. )

o

N
e

] @ @ fila:n=5yk=2.




5.12.1.3 Observaciones importantes:

En los vectores noroeste y noreste el nimero que acompaifia al valor de » en
los numeros combinatorios extremo de dicho vectores indican la cantidad de
elementos comunes o no comunes respectivamente de ciertos subconjuntos del

conjunto de » elemento. Ejemplo:

Elv,, =V indica la contenencia de \ elemento en comun en ciertos subconjuntos.

(D)=
Elv,, = V(Z)(”{%%

subconjuntos.

indica la no contenencia de % elementos en comun en ciertos

Interpretacion de los vectores con respecto a los combinatorios:
n+1 n+1
1) YLk S

Al igual que los analisis hechos en los casos anteriores estas también seran
analizada a partir de la propiedad T1, la variedad con respecto a los otros analisis es
que aqui los vectores noroeste y noreste se van a conectar con el fin de que nos den
informacién util acerca de la contenencia y no contenencias simultanea de ciertos
elementos en determinados subconjuntos del conjunto de cardinal .

. n n—1 n—1
Recordemos nuevamente la propiedad T1: (kj = (k J +£ i ]

Esta propiedad se puede ver también como:



+1 1
n NEAN v n+ =(n\+[n\‘
k+1 k) \k+1 k Lk—l} Lk}
Esto es con el fin de que aparezcan los numeros combinatorios

n+1 n+l1 (ver la fi 9)
. (ver la figura 9).
k Y k+1 8

Figura 9

El Triangulo de Tartaglia y la propiedad T1 escrita de otras formas

Interpretacion de los vectores con respecto al combinatorio:

n+l
k+1)



|
|

Consideremos a VNO =V wm Y Ve =V, . . (ver figura 9) el primero
(e (i)

n+l n
indica que del [k 1jhay (k] subconjuntos que tienen un elementos en comun y el
+

segundo sefiala la cantidad de subconjuntos de [k] que no contienen un elemento

comun (distinto al comun mencionado). Los dos vectores mencionados se pueden
conectar entre si porque el extremo de uno es el origen del otro y como el primero
indica la contenencia de un elemento en comun y el segundo la no contenencia de un
elemento comun (distinto al mencionado en la linea anterior) se pueden inferir lo

siguiente:

n+l n—1
Del Ek J hay [ 1 Jsubconjuntos que aun teniendo un elemento en
+

comun no tiene en comun a uno distinto a este. Lo anterior se puede expresar asi

Py

De lo antes escrito mas la interpretacion de los vectores noroeste y noreste se

puede hacer la siguiente generalizacion.

Generalizacion:

Vv 172)("](3) - 17(2)( k) estan

(&)

conectados por la razon de que el extremo del vector V,, coincide con el origen de

El vector noroeste 17(,”1

Ny los vectores noreste Vn nel)?
el (e

k

cada vector noreste; estos en comnjunto da informacion sobre la cantidad de
subconjuntos que aun teniendo un elemento en comun no tienen en comun a los

1,2,3,....mendonde m=n—k elementos restantes del conjunto de cardinal n. Estos



- ?
vectores  se  denotan  asi: V(M)(?) en  donde [?J pueden  ser

N

Ejemplo:

Sea n=3yk=1 el vector noroeste V(3+1)(3) = 17( 4)(3

y el vector noreste
1+ )1 2 1)

-

)~

origen del segundo, escribiéndose de la siguiente manera: 17( 4)(2
21

) ) 3+1 4 3-1 2 )
mismo tiempo que del = =6 hay . = : = 2 subconjuntos que aun

)(Ver figura 11) estan conectados porque el extremo del primero es el

) e indicando al

1+1 2
teniendo un elemento en comun no tienen en comun a uno distinto a este.

Figura 11

El vector 17(13:11)(?) = 17(4)(3

2)\1

)y el 173)(3 1) = 17(3)(2) , es decir, en el Triangulo de

(1‘ 1

1

Tartaglia

ope
b e
3w

Hp
MRS
AR



Interpretacion de los vectores con respecto al combinatorio:

n+l1
k

n

Igual que en el caso anterior consideremos ¥, =I7(n+1)( ) Y Vo = (n)(n—l)’
k \k k

+1 n
ver figura 9) el primero indica que del " hay subconjuntos que no tienen
k k

un elemento en comin y el segundo sefiala la cantidad de subconjuntos de

que contienen un elemento en comun (distinto al elemento comun mencionado). Los
dos vectores mencionados estan conectados entre si porque el extremo de uno es
el origen del otro ycomo el primero indica la no contenencia de un elemento
en comin y el segundo la contenencia de un elemento comun (distinto al
mencionado en la linea anterior) se puede inferir lo siguiente:

n+1 n—1

Del . ay ; subconjuntos que aun no teniendo un
n_

elemento en comun tienen en comun un elemento distinto a este. Lo

anterior se puede expresar asi V(M)(H )
k \n—k

De lo antes escritos mds la interpretacion de los vectores noroeste y noreste se

puede hacer la siguiente generalizacion.

Generalizacion



El vector  noreste V(M) (n) y los vectores noroeste

17 s I7 N I7 geeey V 1 7 t d l , d
) N2 (o) (e e Comectados por fa razen G2
que el extremo del vector VNE coincide con el origen de cada vector

noroeste; estos en conjunto da informacion sobre la cantidad de
subconjuntos que aun no teniendo un elemento en comun tienen en

comun al 1,2,3,...,k Elementos restantes del conjunto de cardinal n.

s ?
Estos vectores se denotan asi: V(M)(?) en donde [‘J puede ser

k)\?

iy v o

Ejemplo:

Sea n=4yk=2 el vector noreste V(4+1)(4) = V(;)@

) y el vector noreste
2 \2

:17(4 ) (ver figura 12) estan conectados porque el extremo del primero

i )

V
(31e3)
de la siguiente manera: V( 5)(3) e

2)\2-1

es el origen del segundo, escribiéndose asi

oo : . 4+1 5 4-1 3
indicando  al mismo tiempo que, del 5 = 5 =10 hay 51 = : =3

subconjuntos que aun no teniendo un elemento en comin tienen en comin a uno

distinto a este.



Figura 12

=V.

)]

El vector /. m

()G

yel 17( 3)( 47%) = 17( 42%3) , es decir, en el Triangulo de

2—

Tartaglia

o
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NN
o
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Estos dos andlisis tienen similitud con el principio de Hockeypero por la
forma en como se analiza en el tridngulo (no es que se suman los términos) salvo que
en vez de empezar de arriba abajo se empieza de abajo hacia arriba aunque en el

fondo estan muy ligados.

Consecuencias de la interpretacion

Estas interpretaciones son base para poder hacer otras interpretaciones
parecidas a estas con la diferencia que en vez de buscar lo que se explico, se podria
usar para buscar cantidades de subconjuntos que aun no teniendo o teniendo
2,3,4,...,n-k elementos en comuin tienen o no los elementos restante del conjuntos »

para aclarar esto saquemos las consecuencias de estas interpretaciones.

Consecuencia 1



L t VoV, N ZRVRN AV /A !
T e e e e e
VNE = 12%)(3)’17(2%)(3)’17(1’2%)(3)"V(H H)(]Z) estan conectados por la razon de que hay

—

vectores V,,,cuyos extremos coinciden con el origen de algunos vectores V,, estos

en conjunto da informacion sobre la cantidad de subconjuntos que aun teniendo

2,3,4,....k elementos en comun no tienen en comun a los 2,3,4,...,n—k elementos

restantes del conjunto de cardinal n.

Con base a esta interpretacion se podria analizar el problema ntimero dos del

capitulo IV.

Consecuencia 2

—

Los VNE y VNO estan conectados por la razon de que hay vectores V,, cuyos

extremos coinciden con el origen de algunos vectores V), estos en conjuntos dan

informacion sobre la cantidad de subconjuntos que aun no teniendo 2,3,4,....n—k
elementos en comun tienen 2,3,4,...,melementos en comun (los restantes del

conjunto de cardinal n). Recuerde también que 0 <m < k.

El Principio de Hockey la suma de los ¢ primeros nimeros naturales.

Hay dos diagonales que contienen a los ¢ primeros numeros naturales; estas son:



Iy (1+1) (1+2 t+1-1) (t+1
D = > H AR H .
h 1 1 1 1 1
LY (1+1) (1+2 k+1-1) (k+1 . . .
D = , , yees , y si se le aplica a estas diagonales
! 0 1 2 k k

el principio de Hockey se podrd encontrar la suma de los t primeros nimeros
naturales. Cabe de destacar que al aplicar el Principio de Hockey el ultimo nimero de
la sumatoria es & +1 sin embargo no es un obstaculo para conseguir lo que se quiere.

A continuacidn se presentara la demostracion de lo antes expuesto como lemas.

Lema 1
n n+l n+2 n+t—1 n+t n+tr+1
Para n=1y + + Feeet + _ se
n n n n n n+1
. r+1
obtiene que 1+2+3+---+(t—1)+t=£ b j

Demostracion

Cuando n=1 la expresion del lema es
1 1+1 1+2 I+7-1 1+1¢ I+7+1 i
+ + +-ot + = , es decir D
1 1 1 1 1 1+1 h
1 2 3 t t+1 t+2
+ +| |+ |+ = .
1 1 1 1 1 2
t+2
5 )

n r+1
Como {1j=n se consigue que: 1+2+3+---+(t—1)+t+( 1 j

Aparte:

1+2 t+1
1+2+3+-~-+(t—1)+t=[ ) j—[ . )

Como:



1+2 t+1 t+1 .
[ ) j_( | J:[z jPorpropwdad T1 queda que:

t+1
1+2+3+-~+(t—1)+t=( 5 J,almismo tiempo:

t+1)  (e+1)! e+ () (-1 2(2+1)
[2 ]_21(z+1—2)!_ 20(e=1) 2

Se alcanza que:

1+2+3+--+(-1)+1=

t(t+1)
5
Lema 2
1 1+1 1+2 k+1-1 k+1 )
Para n=1y + + +ooe + se obtiene que
0 1 2 k k
r+1
1+2+3+---+(t—1)+t:( 5 j

Nota: se le dejar al lector que lo analice a partir de la propiedad” b” puesto
que los términos de esta sumatoria son simétricos a la sumatoria de los términos de la

sumatoria del lema 1.
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CAPITULO VI

La sucesion de Fibonacci

1,1,2,3,5 8 13 -
=)




6.1. Introduccion

Durante la alta Edad Media la productividad matemdtica disminuyo
considerablemente, sin embargo un matematico brillante destaco, Leonardo de Pisa
(1.175-1.250, aprox.), también llamado Fibonacci (abreviatura de filius Bonacci, es
decir, hijo de Bonacci). Los detalles de su vida son muy fragmentados, no obstante es
conocido que le fue ensefiado el uso del dbaco a muy temprana edad. Ademas es de
resaltar que su padre fue un mercader-diplomatico, gracias a ello, tuvo la
oportunidad de viajar extensivamente en el area mediterranea teniendo contacto con
comerciantes portadores de tradiciones matemadticas de muy diversas culturas,
buscando asi ansiosamente el conocimiento matematico de cada pais. En el curso de
estos continuos viajes, aplicd su talento y capacidad de sintesis para amalgamar
muchos de estos conocimientos matematicos.

Fibonacci encontrd los nimeros hindu-ardbigos muy superiores a cualquier
otro sistema conocido de numeracion, invirtié un gran esfuerzo por fomentar su uso
en Europa Occidental. Asi en 1.202publica un tratado de aritmética y algebra,
llamado Liber Abacci (libro del abaco o de contar), esta obra contenia casi todos los
conocimientos algebraicos y aritméticos de aquel tiempo y desempefid un papel
notable en el desarrollo de la Matematica de Europa Occidental, es el primer lugar
donde se encuentran los nimeros hindu-arabigos ampliamente. Cabe resaltar que
desde que los 4rabes se opusieron al cristianismo, estos digitos infieles se les
prohibieron; esto podria considerarse la razén principal de su ausencia en esa época
en Europa Occidental.

En Liber Abacci, se describian reglas elementales para sumar, restar, multiplicar
y dividir semejantes a la que nosotros utilizamos hoy en dia, y en las que se pueden
apreciar las grandes ventajas del sistema de notacion posicional. Hay una

contribucién muy destacable en esta obra, se trata de los problemas que planteaba



como ejercicio para los lectores, cuyo caracter atractivo y moderno contribuyo a que
fueran tomados por muchos autores para su posterior estudio. Uno de esos problemas
es el que da origen a la tan conocida sucesién, centro de estudio del presente
capitulo, y que humildemente intenta resaltar la inagotable belleza de la Matematica

presente en este caso en la sucesion de Fibonacci.

6.2. La sucesion de Fibonacci. ;Un problema de conejos!

Como sucede muchas veces en la historia de la Matematica, el principio de

todo es un humilde problema en apariencia bastante trivial, que en este caso dice asi:

Un par de conejos genera cada mes a un nuevo par de conejos de sexos
opuestos. Al inicio del segundo mes cada nuevo par va a producir un
par cada mes. Encuentre el nimero de pares de conejos generados por

el primer par al término del afio.

Visto el problema de otra forma equivalente, podriamos considerar una
situacion en la que un par de conejos recién nacidos es liberado en una isla, una vez
transcurridos dos meses este par va a producir o procrear un nuevo par de conejos de
sexos opuestos cada mes, las demds parejas procreadas se comportaran del mismo
modo. Esto supone que cada pareja solo se reproduce entre si. Por otro lado si
consideramos que no hay mortalidad, cabe preguntarse ;Cual es el numero de parejas

nacidas al n-ésimo mes?

Para responder la incdgnita, llamaremos f, al namero de parejas nacidas

al n-ésimo mes, y denotemos por ©© a las parejas en condiciones de parir cada
mes y ®® a las parejas inmaduras (parejas recién nacidas o de un mes de

nacidas). El proceso mediante dibujos es el siguiente:



O
S=lh=1f=
fi=3
COPBB
OB

OCRBBBE

OCrBBBE
O©C»B®

f5=5/=8

f,=13

En cualquier caso wuna vez transcurrido el primer y segundo
mes, el numero de parejas nacidas es 1, es decir, f, =1 y f,=1
Por otro lado considerando que haya transcurrido 3 o mas meses, es

decir, para n>3, el nimero de parejas nacidas f, sera 1igual al

numero de parejas nacidas el mes pasado f, mas las parejas

procreadas ese mes y  puesto que cada pareja estd en condiciones de
procrear una vez transcurridos dos meses, las parejas procreadas ese

mes son la misma cantidad que las parejas nacidas hace dos meses

f,,.Luego se obtiene que f, = f, ,+f,,, paratodo n>3.



De esta forma podemos determinar el mimero de parejas nacidas el n-ésimo
mes, estos resultados, de los cuales los obtenidos hasta el momento son

L1,2,3,5,8,..., constituyen los términos de la sucesion de Fibonacci. Es de

observar que la sucesion se ha obtenido a través del problema propuesto, y que cada
término representa un resultado particular de dicho problema. La férmula antes
expuesta representa la formula de recurrencia de la sucesion y de ahora en adelante

representa la propiedad 1 (F1), de acuerdo con esta formula la sucesion esta

conformada por dos términos iniciales f, =1y f, =1 y cualquier otro termino es el

resultado de sumar los dos términos anteriores a esté. Muchas propiedades son las
que contiene esta bella y fructifera sucesion, las cuales algunas de estas seran

estudiadas a continuacion.

6.3. Propiedades de la sucesion de Fibonacci

FI. f,=f +f,, ¥ n>3.

Demostracion

Considerando el problema de Liber Abacci, tenemos que f, es el nimero

de parejas nacidas al n-ésimo mes, en cualquier caso una vez transcurrido el

primer y segundo mes, el numero de parejas nacidas es 1, es decir, f, =1y f,=1.
Ademas si se considera que haya transcurrido 3 o mas meses, es decir, para n>3
el nimero de parejas nacidas f,  sera igual al nimero de parejas nacidas al mes
pasado f,, mas las parejas procreadas ese mes y puesto que cada pareja estd

en condiciones de procrear una vez transcurridos dos meses, las parejas procreadas



ese mes es la misma cantidad que las parejas nacidas al mes f, ,. Por tanto:

fo=fa+tf . v nZS.l

F2 j;,+1:f;,+f;,_l, Y nx=2.
.‘f;’+2:~f;7+1+~f;’l’ V }’ZZI.

Demostracion

Por F1, tenemos que

fn+1:f(n+1)—1+ (n+1)-2 Vn+lz23 = fn+1:fn+fn—1 V nz2
fn+2:f(n+2)—1+f(n+2)—2 V n+t223 = fn+2:fn+1+fn vV nzl.

F3./

m+n

=f foat Lo foas Y n22ym=>1. Identidad de Honsberger.

Demostracion

Si m=1, por F1 se cumple que
Srin= Lo =Lt o =0 o+ fi foae

De alli que la identidad se cumpla para m=1. Supongamos ahora

que la propiedad sea cierta para algin m =k, esto es
Jeen = Jo Jeat Sy fooparaalgink e

Veamos que también es cierta para n=k+1, es decir, que su cumpla la

siguiente identidad:



f(k+1)+n = fn 'fk+2 + fk+1 'fn—l-

Luego, como hemos supuesto que la propiedad es valida para algin m=k,

Obtenemos que f(k+1)+n = fl‘c+(n+l) = -](;'H—l .f}{+1 + f}( ’ f;7

Aplicando F2, se tiene

f(k+1)+n = (fn +fn—1)'fk+1 +fk fn
Jaryn =S Jes ¥ Lo S + S 1,
f(k+1)+n = fn '(fk+1 + fk) + fn—l 'fk+1
f(k+1)+n = fn 'fk+2 + fn—l 'fk+1

f(k+1)+n =ty St S S

Esto es, que la identidad es cierta para n=/k +1, luego por el principio de

induccién matematica queda esto demostrado. l

Fa. f, . =f7+f},V n>l

Demostracion

Tenemos que para n=1 se cumple la identidad, puesto que

fi= fz-(1)+1 = .flil +f12 = (1)2 + (1)2 =2.
Supongamos ahora que la propiedad sea cierta para algiin »n =k, esto es
Sown = S+ S paraalgink e

Queremos probar que esta identidad es cierta para n =k +1, es decir, que se

2 2
cumpla que fz.(k+1)+1 = Jfia+ S



Luego, por F2tenemos

f2~(k+1)+1 = ft2~(k+1)+1]—1 + f[zA(k+1)+1]—2
/[24(k+l)+l = fz.(k+1) + fz-(k+|)—1
f2~(k+1)+1 = forea t Joan

f2~(k+1)+1 = fowa ¥ ok + Sogar-

Sustituyendo f,,,, (la hipdtesis inductiva), obtenemos

2 2 2 2
JFZ-(k+1)+1 :fl‘c +fk+l +.f2~k +ﬁc +fl‘c+1'

Si k>2 y aplicando la identidad de Honsberger en f,,, obtenemos

2 2 2
fz-(k+1)+1 :fk2 +Soat S Ton T LD+ I+ Tiae
Nuevamente aplicando F2se tiene que

2
fz-(k+1)+1 = fk+1 + fk ’fk+1 + fk (fk + f/H) + fk2 + fk2+1
2
fz-(k+1)+1 = fk+1 + fk 'fk+1 + fk 'fk+1 +fk2 + fk2+1
fz. k+1)+1 :fk2+1 +2'fk 'fk+| +ka +fk2+1
(k+1)
fz.(k+1)+| = (fk+1 + fk)2 + fk2+1
f2~(k+1)+1 = fk2+2 + fk2+1
fz- kDl — fk2+1 +fk2+2'
(k+1)

De esta forma si k > 2, la identidad es cierta para k+1. En el caso que k£ =1,

no podemos aplicar la identidad de Honsberger, sin embargo es facil verificar que

también se cumple esta propiedad, puesto que

2 2

fz-(1+1)+1 =Jfiat S
fi=L+
fs= 1> +2°=5.



Luego, puesto que la propiedad es valida para m=1 y si es cierto para &k,

entonces también lo es para k+1, por el principio de induccion matematica queda

esto demostrado. [

FS-fnzu _fnz =f S VYV n22.

Demostracion

Debido a que los nimeros de Fibonacci son nimeros reales, se cumple que

fnz+1 _fnz =(fn+1 +fn)'(fn+1 _fn)

Luego por F2, obtenemos

fr;2+1 _fn2 =Jor S =10 'fn+2-l

A manera de recordatorio, se dice que dos numeros enteros ayb

son primos entre si o coprimos, si en el conjunto formado por los divisores
comunes de estos solo estd el 1, dicho de otra forma, que el maximo comun

divisor de aybes igual a 1 (mcd(a,b)=1). Por otro lado, dados dos
nimeros enteros no nulos ay b con a>0, podemos siempre hallar su

maximo comun divisor a través del algoritmo de Euclides, el cual plantea el

siguiente procedimiento:

Aplicar el algoritmo de la division sobre ayb y luego  hacerlo

sucesivamente sobre los dividendos y restos. De esta forma se generan las

siguientes ecuaciones:



b=g,-a+r, con 0<r<a
a=q,-r,+r, con 0<r<p

n=q,-n+r, con 0<n<r
bR 2 = mcd(a,b)=r,.

r.,=q,1_+r, con 0<r <r

n-1 = qn+l ’ ’/;1 .

F6. Dos numeros de Fibonacci consecutivos cualesquiera son siempre primos
entre si.

Demostracion

En particular, si queremos hallar el maximo comun divisor de dos ntimeros de

Fibonacci, para n>3 por F1 se cumple que

So=V- S+ f, con O0<f ,<f.,
fn—l = l'fn—z + fn—3 con 0< fn—z <Jna

fi=1-fi+ 1, con 0<f,<f,
fi=1f +1

Esto es, que el mcd(f,,f, )=f,=1 para n=3.Enelcasode f, ¥ f,

es claro que su maximo comun divisor es igual a 1. De esta forma se ha demostrado

que cualesquiera dos numeros de Fibonacci consecutivos son primos entre si. l



F7. La suma de diez numeros consecutivos de Fibonacci es igual a 11
veces, el 7° elemento de ese grupo. (No hay que comenzar

necesariamente por f,).
Demostracion

Si hacemos la suma de los primeros diez numeros de Fibonacci,
obtenemos que 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143=11-13.Esto nos da una
pista, puesto que se puede observar que hay grupos de numeros, cuya suma es
multiplo de 13. Estos son:

13 =13

7° niimero

548 =13

5°y 6° numero

2+3+21 =2-13

3°,4° y 8° numero

1+1+34+55="7-13.

1°,2°,9°y 10° nlimero
Teniendo en cuenta como se generan los multiplos del 7° nimero de

Fibonacci, obtenemos que dados ﬁc’ ﬁcH’ f}c+2’ f;c+3’ f}c+4’ »f;chS b ﬁc+6’ f}c+7’ f}c+8 y f}c+9
se cumple por FI que

f}c+6 = f}c+6 :

7° nimero

fk+4 + fk+5 = fk+6'

5° y 6° nimero

ﬁc+2 +f;c+3 +f;{+7 = fk+4 +fk+5 +f;c+6 = f;c+6 +f;c+6 = 2'f}c+6'

3°,4° y 8° niimero

fk +f}c+l +f}c+8 +f}<+9 = f}c+2 +f}c+6 +j}c+7 +f;c+7 +f}c+8

1°,2°,9° 10° ntimero
= Jroo T Srss T Sras ¥ Jrws + Fros ¥ Fess ¥ s + Jran
=4 frost Szt Jes ¥ Jraa+ Jras ¥ s+ Jras
=5 frsst Jroat Jewat Jios + Jras + s
=5 frus T Jrss ¥ Jiss
=T frse:



Luego, se obtiene que

9
Zﬁc+i :fk + f}wl + f}c+2 + f}{+3 + f}{+4 + f}(+5 + .fk+6 + f}{+7 + ~f;(+8 + f}c+9
i=0

= (ﬁc+6)+(ﬁc+4 +ﬁc+5)+(ﬁc+2 +fk+3 +f;€+7)+(f;c +f;c+l +f;c+8 +ﬁc+9)
= Jero t Jers 2 Jras 7 Jrus
=11-7, .

Por tanto, dados 10 numeros de Fibonacci consecutivos cualesquiera,

siempre su suma sera 11 veces el séptimo nimero. l

F8.nz_%‘fi:fl+f2+f3+---+fn_2:fn—1

Demostracion

Partiendo deFl: f, =f ,+f,, ydespejando f ,,estoes f,,=/f —f. 1

podemos escribir cada término de la sumatoria de la siguiente manera:

h=F-1
f=1i— 1
fi=1— T
Jo=Js— 1
»/;1—2 :fn _f;zfl'

Si sumamos los términos que estan a la derecha de la igualdad y lo igualamos

a la suma de los términos que estan después del mismo, tenemos

Sthtlttfo =it it i fat ot S = Lo



Luego:
Sitht ittt =1,- 1

Siendo f, =1 queda que

h+h+fitetf=1-1LK
F9-Zn:f2-i—1 =h+ ittt =

Demostracion

Empecemos a observar un patron de comportamiento a través de algunos

ejemplos:

f1+f2-271 :1+2:f4 :fz-z
f1+f3+f2-371 :1+2+5:f6 :f2-3
h+ it S+ fou, =1+245413=f, = f,.,.

Si analizamos la segunda y la tercera fila, tenemos que

Sus=ht it fs=lit 5= fasat ran
Joa :f1+f3 +f5 +f7 :f6+][7 = fraat Sra-

De lo antes expuesto, la sumatoria de una fila se puede ver como la
sumatoria de la fila anterior mas el ultimo término; de esto podemos obtener el

siguiente lema:

Lema 1

Son=Jonort fons ¥ 122,



Esto es cierto, puesto que si hacemos 2-n =4k queda por F1 que

Se=Fatfia

El lema anterior se realizd con la finalidad de relacionar el Gltimo término de
la sumatoria con el resultado de la sumatoria, para asi hallar una idea de como

desarrollar la demostracion.

En este sentido, cada término de la sumatoria es de la forma f,, ,, por lo que

cada uno de ellos se puede escribir usando el lema, de esta forma se obtiene

fi= 1
L=t 1o
== 1ss

fr=Ff—Ss

S 2= Jon = Jrna

Sumando los términos de la derecha de la igualdad e igualandolo con la suma

de los términos que estan después del mismo, vemos que:

Nttt =htfi-htfo—fat fs= S et t Loy = fona

Luego

St St fotet fon = Fon



F10.D f, = fi+ fut fotoot fon = frna =1
i=1

Demostracion

Partiendo de la misma manera a como lo hicimos en el problema anterior,

vemos que

L+ fi=1+3=f -1
frtfit fos=1+348=1 -1
L+ it fot+ o =143+48+21=f, —1.

Como cada fila (de arriba) se puede escribir en términos de la anterior, por

ejemplo
Sit fat fos= 1 =L
Se puede ver como

fi-1=fi—1+,
fr=I+ [

De esta forma, podemos obtener el siguiente lema

Lema 2
f\2<n71+;](\2-n :fz.n+19 V nZl.

Esto es cierto, puesto que si hacemos 2-n =k, por F2obtenemos que

Jen =Fa + 1i



En virtud del Lema 2, cada término de la sumatoria de la forma £, se puede

escribir como

f‘Z'n = f2~n+l_ﬂ~n—l'

Esto es
f=5-1
ﬁ :ﬂ_j;’

Jo=1i=Is

ﬁ~n = ﬂ~n+1 - /;<n—l’

Sumando los términos de la derecha de la igualdad e igualandolo con la suma

de los términos que estan después del mismo, obtenemos
LHtlatfotth,=h-ht Lt h- it fonfon
Luego, se obtiene que

Lt Lt fotot fon==Si+ fowi = rna =11

DI ER AL A =
F11. £

Demostracion

Teniendo en cuenta la manera en como hemos procedido anteriormente,

hagamos algo breve:



h=5-1
P+ =0+ =f,-f,
[P+ =P+ 422 = - f,.

Reescribiendo la ultima sumatoria, a partir de la anterior tenemos que

f+ A+ =1fi,. Se puede ver como f,-f,+fi=f., f,. En general,

podriamos considerar el siguiente lema:
Lema 3
Joa ot 5 =10 s ¥ 22,
Operando se tiene que

Jo =T = o
Jo- 1, :ﬂ(ﬂ+1_ﬁt—l)
fnz =Jfo Lo =S S -

Luego, despejando f, - f,.,, queda que

fo ot fi=f fons ¥V 022,

Rescribiendo cada término de la sumatoria a través del Lema 3, tenemos que

K= f

f=hh = fi o
L=t fi-fafos
fE=t fs=fi S

fnz Sl Y SRR S



Sumando los términos de la derecha de la igualdad e igualdndolo con la suma

de los términos que estan a la izquierda, queda que
DI ARN VANV AV AT A AN AV AV AN VLS A A
i=1

Finalmente obtenemos que

R+ it =1 Sl
F12. fi- fo+ fo ot o oot fon fon = 1

Demostracion

Veamos que

N A RN A AN A )
St o ot o St [ fot Sor fo = [ D).

Relacionando 1y 2, obtenemos
2
FHfo it f fo= 15
De esta forma, obtenemos el siguiente lema

Lema 4
f‘Z-n—Z ’ f‘Z»n—l + f‘Z-n—l .f‘2<n = ﬁ»nz _f‘Z%n—Z’ V nz 2
Haciendo k =2-n tenemos que f, - fi+ fii i =1 —fin

Luego



Joa oot fia fi=Fo - (ot )

- . M
i {8228
_ o [ J2 = e
o oLt
:fk—l'(fk—z""fk)'(fk-z_fk)
_f}c—l
:_(fk—zz_sz)

= sz - fkfzz-

Haciendo el cambio queda que

2 2
f2n72 ) ]627171 +f£n71 'ﬁn = f2n _f;n72'

Despejando de la ecuacién anterior f,, |- f,, vy escribiendo algunos términos

de la sumatoria en funcion de esto, tenemos que

heh=1

Lfs=10=F = fi fos
fo fo= 1S = I3 = faotss
ol =1 =1 = fo /s

2 2
ﬂw—l : f‘Z-n = f‘2~n - ﬂw—Z - Aw—Z ' ﬂ~n—l N

Sumando los términos de la derecha de la igualdad e igualdndolo con la suma

de los términos que estan a la izquierda, queda que
St S s+ o St fona fon =

=L L L S S S e fs S S S A ) = S = faa o



Luego

Kbt h bt fo s+ o fotot o ow=—Fo fim fa fs et )

Pasando los términos de la derecha, de la forma f -/ ala izquierda nos

queda que

Kohor ot ot fo st S ot oo oot o Son = o B

F. fi- ot o it St o st 4 fo fon = oy o

Demostracion

Tenemos que por F12se cumple que

Koo+ fo i+ far fotoot frua Jon = Lo

Luego, sumando el tltimo término de la sucesidon en cuestion tenemos que

Koot o ot f fot ot Lo fon* Jrn P = Fou+ fon Frna
= ﬁ-n : (on + f‘2-n+1)
= fz-n .ﬁ~n+2'



F14 f,, es un multiplo de f,, para todo k >1.

Demostracion
Tenemos que para k=1, se cumple puesto que
Jin =L
Supongamos que se cumple la propiedad para &, es decir, que se cumple
fion=cC-f,, paraalgunce

Luego para k+1, obtenemos:

Jeyn = Jenen:
Aplicando la identidad de Honsberger, tenemos que:

f(k+1)~n = Jinin
=10 S ¥ Lo T
=1 et Lo (€2 1)
=1 S + Joa - ©)-

De esta forma por el principio de induccidén queda esto demostrado. .

F15. f, - f...— /7 =(=1)". Identidad de Cassini.

Demostracion

Veamos que si n=2 se cumple la identidad puesto que



Joi fou _f22 = fo fon _f22

=h S Sy
=1-2-(1)*
= (1)

Supongamos ahora que la propiedad sea cierta para algin n = k, esto es
Jeo Jea _fk2 = (_l)k-

Luego para n=k +1, tenemos que por F2 se cumple que

D" =(=D" (=D
=(fio fen = 1) (D)
=1 = fia fen
=1~ fea =) fin
=i =S+ i o
:fk2 +fk 'fk+1 _.fk+12
=fio- (it )= S
=fi Soz = St

Esto es que la identidad es cierta para k +1, de esta forma por el principio de

induccién matematica queda esto demostrado. l

F16.f - f. .. —f. - f,.=D"-f. .. Identidad de Ocagne.

Demostracion

Veamos que para n=1 se cumple que



fm 'f1+1 _fl 'fm+1 :fm'fz_fl 'fm+1

:fm _fm+l

=Ju =0+ 10r)
=T =S S
=(_1)1 S

Supongamos que esta identidad sea cierta para n =k, esto es

S Soa =i S = (_l)k Sk

Luego

(‘Dkﬂ 'fm—(k+1) = _(_l)k 'fm—k—l
= _(_l)k 'f(m—l)—k
=S Sea =S 1)
=S o= Teat S Sea = S S
=S Sut o e =T S =T T
=S i+ fo) = Soa (L + 10)
=S o2 = Jen S

Esto es que la identidad es cierta para n=k+1. l

F17. 7'~ f,. - f., =(=D)""-f?. lIdentidad de Catalan.

Demostracion

En este caso es conveniente hacer el siguiente cambio: x=n—r y a=r,

de esta forma se obtiene
Soa=Fora S =D 1)

Luego aplicando la Identidad de Honsberger, obtenemos que



Foa=Fena o= fan + for F) =(fe fran * fow fo) S

Desarrollando la expresion de modo que aparezca el factor £, se tiene que:

Lo Feza o= L Ll 42 o o S S+ 1 S
[ S LD S S fa+ Lo LD ] L.
=[Sl A2 S o S S LS
[ S L Lo S L S+ S L LD ] S,
=[P AL S S S S S S
— [ Si =L L Lo Lo =S S S S

=foSor Lo S v 1 L= 1= S L Lo
=S Sor Ly a4 LD+ (= 1)
=fofr fo St S (f = 1)

=S S SIS = D)

=1 S =10

=2 (ot £ - 117]

fz(f;clf-H f;c)

Luego aplicando la Identidad de Cassini en

fxq 'fx+1 - fx2~
Obtenemos que
fra= Fona =12 -1
Devolviendo el cambio, se obtiene finalmente

1=t S =D 1



6.4. La sucesion de Fibonacci y el Triangulo de Tartaglia

Existe una relacion del triangulo de Tartaglia con la sucesién de
Fibonacci, la cual resulta asombrosa debido a que en apariencia no existe
ningun vinculo entre estos temas. Recordemos que en principio podria tratarse
la sucesion de Fibonacci solo como un problema de conejos y al triangulo de
tartaglia como una tabla de numeros naturales, sin embargo estos temas
contienen infinidad de propiedades que impresionan a cada momento. Veamos la

siguiente figura:
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Viendo el comportamiento de la figura anterior se puede conjeturar la
siguiente formula general para al n-ésimo término de la sucesidon de Fibonacci:



= nolog) (22l
2. (n—1-k n—1 n—2 n-3 2 2 )
z = + +-eet + V n impar
k=0 k O 1 2 I’l—l_l I’l—l
2 2
fn:
. E+1 2
2 (n—l—kj (n—lj [n—2] [n—?’J 2 2
> = + + ot + Y n par
pary k 0 1 2 n_, n_,
2 2

La expresion anterior representa la formula general para hallar al n-ésimo
término, podriamos considerar una forma mdas resumida de esta, veamos que si
aplicamos la funcidon piso (recordando que esta toma cualquier nimero real y lo

convierte en el nimero entero inmediato menor a este, por ejemplo al 3.445 lo

. n—1
convierte en 3) en = para n par, tenemos que es de la forma
n=2-k paraalgin k e

n-1 n 1 2k 1 1
Luego tenemos que: —=———=———-——=kLk——.
2 22 2 2 2

Es claro que se cumple que
k—1<k—l<k+1 con (k—1)e = 5—1<—<—+1.
Esto es que 7 _1es el menor entero den—_l. Por tanto podemos considerar la

formula general de la siguiente forma:

1

SHHH



CAPITULO VII

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

El llevar a cabo la presente investigacion en la cual se trazaron una serie de

objetivos nos llevo a reflexionar y poner por escrito las siguientes conclusiones:

El planteamiento de un problema puede compararse con un acto de
pregunta y reflexion en donde el lector construye mediante la induccion o la
deduccién los procedimientos de pensamientos que utilizara para la solucidén
del mismo; esto propicia la formacion de una critica consiente por parte del
estudiante que lo lleva a conocer sus capacidades, limitaciones para que asi
utilice con precision los procesos que le permita adquirir nuevos

conocimientos , administrar su aprendizaje y verificar su progreso.

La soluciéon de problemas implica tener dominio interior para obtener un
control mental; es decir; tener la preparacion interna con el fin de conquistar toda
disposicion interior para el éxito de los procesos mentales que faciliten y propicien el

desarrollo de diferentes tipos de estructura cognitiva.

El aprendizaje que adquiere el estudiante a partir de actividades que involucre
desequilibrio cognitivo, por construccidon, descubrimiento, interaccidon social lo lleva
tener un comportamiento de disposicion para realizar cualquier tarea que involucre la

activacion de su motivacion.



La supervision que lleva a cabo el docente guia durante el proceso de la
solucion de un problema matematico permite al mismo a captar las potencialidades,
capacidades, habilidades y destreza del alumno; la cual es de suma importancia
porque llevar a partir de su rol como profesional a guiar al alumno para que

profundice (con la motivacion del estudiante) muchos temas matematicos.

El conocer la manera en como un estudiante aprende lleva al docente a
manejar una serie de estrategias de como ayudar al estudiante a explotar sus

potencialidades sin afectarlo cognitivamente y emocionalmente.

La oportunidad de leer, escribir y discutir ideas desde la perspectiva
matematica es una experiencia dificil de olvidar debido al tiempo de dedicacion y
correcciones por las cuales hay que pasar; sin embargo es gratificante que después de

realizar un gran esfuerzo uno pueda ver los frutos cosechados.

La incorporacion al plan de estudio de la carrera de Educacion mencion Fisica
y Matematica del NURR del método de Moore (resolucion de problemas) puede ser
un buen comienzo para adentrar a los estudiante de la carrera y de este modo
incentivar, facilitar y sacar el mayor provecho de materias tales como Algebra I,

Algebra Abstracta y Anélisis Matematico.
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